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GELEITWORT

Man konnte es flir gewagt halten, wenn eine Untersuchung der Wissen-
schaftsgeschichte mit einem Oberbegriff arbeitet, nimlich dem der geometri-
schen Mechanik, der als solcher in dem betrachteten Zeitraum und auch nach
dem Ausklingen der Arbeiten auf diesem Gebiet Anfang des 20. Jahrhunderts
in der Literatur nicht vorkommt. Das vorliegende Werk rechtfertigt aber voll
und ganz diese dennoch zutreffende Bezeichnung, indem es unter ihr ein
innerlich zusammenhingendes Gebiet der Geometriegeschichte sowie der
Physikgeschichte in klarer Gliederung erstmals in seinen inhaltlichen Ver-
zweigungen und seiner zeitlichen Folge geschlossen darstellt, und zwar im
europdischen Rahmen.

Der deutsche Geometer in Ziirich, W. Fiedler, sprach bereits 1876 von Geo-
mechanik, mit der er allerdings nur die Schraubentheorie mit euklidischer
Kinematik bezeichnete, ohne die projektive Liniengeometrie einzubeziehen.
Dieser zusétzliche Einbezug findet sich in der vorliegenden Arbeit. Sie geht
aus von einer eingehenden Aufnahme und Analyse der Arbeiten von Poinsot,
Mobius und Pliicker, deren Veroffentlichungen in eine heute noch verstind-
liche mathematische Schreibweise ,,iibersetzt‘* werden. Diese Arbeit wire dem
Autor wohl kaum moglich gewesen, hitte er nicht schon 1981 ein Buch
,»Synthetische Liniengeometrie* verfalt und in einem Privatdruck herausge-
bracht. .

Neben der Rolle der projektiven Geometrie legt Ziegler die Bedeutung
der Mechanik des starren Korpers fir die Entwicklung der Geometrie frei,
die insbesondere bei Mobius das befruchtende Element zur Entwicklung des
Nullsystems darstellte. In der Erhebung der Geraden zum Raumelement und
der entsprechenden Ausarbeitung einer euklidischen Liniengeometrie in den
Jahren 18651868 lag der entscheidende Beitrag von J. Pliicker. Sein starkes
Interesse an der Mechanik des starren Korpers iibertrug sich auf seinen Schiiler
F. Klein, der 1871 den genauen Zusammenhang von Liniengeometrie und
Mechanik erstmals vollkommen befriedigend klédrte. Die Beschéftigung mit
der projektiven Liniengeometrie und der nichteuklidischen Geometrie er-
weckte in Klein das Bediirfnis nach einer Durchleuchtung der Grundbegriffe
der geometrischen Mechanik vom erhéhten Standpunkt der projektiven Geo-
metrie aus; in diesem Sinne regte er seinen Schiiler F. Lindemann zu dessen
grundlegender Dissertation (1874) iiber die nichteuklidische Statik und in-
finitesimale Kinematik an.

Ferner werden die Leistungen von Clifford zur geometrischen Mechanik,
die offenbar noch nie in der Literatur untersucht worden sind, ebenso wie die
Wirkungsgeschichte der nichteuklidischen Geometrie in Verbindung mit der
geometrischen Mechanik in England erstmals dargestelit.

Der Autor vermag auch iiber die Fachgeschichte hinaus in das weite histori-
sche Umfeld zu blicken und Querverbindungen, etwa bei der Erdrterung des
Begriffspaares analytisch und synthetisch, aufzudecken, so dafl ich der Arbeit
viel Beachtung wiinsche.

Kassel, den 15. Juni 1985 Ludolf von Mackensen






Vorwort

werden die projektive Geometrie und'die Liniengeometrie mit der Mechanik
in Verbindung gebracht, so lassen sich die Grundbegriffe der klassischen
Mechanik des starren KSrpers von einem erhthten geometrischen Standpunkt
aus begreifen. von daher bietet sich zudem ein Ausblick auf Begriffsbildungen,
die kein Aquivalent in der suBeren Wirklichkeit besitzen, nichtsdestoweniger
aber klar formulierbar und vorstellbar sind. Die entsprechenden mathe-
matischen Zusammenhidnge, d.h. hier die Grundbegriffe der nichteuklidischen
Mechanik des starren Kdrpers, wurden bereits im 19,Jh., in der ersten Be-
geisterung flir die nichteuklidische Geometrie sehr weitgehend untersucht.

Von der Geometrie, deren Inhalte und GesetzmdBigkeiten in der inneren
Anschauung zur Erscheinung kommen, ging filir mich schon seit der Schulzeit
eine starke Anziehung aus. Wahrend des Mathematik~ und Physik-Studiums
wurde ich mit den klassischen Inhalten der projektiven Geometrie und der
Liniengeometrie bekannt und durch Dr. Georg Unger und Dr. Peter Gschwind
auf die Zusammenh&nge mit der Mechanik des starren Kdrpers aufmerksam gemacht.
Das dadurch entfachte Interesse hat mich seither nicht mehr losgelassen.

Da kein Lehrbuch zur Mechanik des starren KOrpers unter dem Gesichtspunkt
der projektiven Geometrie und der Liniengeometrie existiert, muBte ich mich
an die Originalschriften heranarbeiten. Dabei lernte ich Prof. Dr. Ludolf
von Mackensen kennen, der mir die konkrete Aufgabe stellte, die historischen
Urspriinge und die Entwicklung der Anwendung der projektiven und Linien-
geometrie auf die Mechanik des starren KOrpers genauer zu analysieren, da
dies bisher von niemandem detailliert und umfassend untersucht worden ist.
Daraus entstand das vorliegende Buch.

Mein Dank geht insbesondere an Prof. Dr. Ludolf von Mackensen, der die
Entwicklung der Arbeit mit Anteilnahme begleitete und f&rderte, sowie an
Prof. Dr. Oswald Giering flr seine hilfreichen Anmerkungen. Diese Arbeit
wurde in den Jahren meiner Assistentenstelle 1981/1982 an der ETH in Ziirich
begonnen und wadhrend meiner nachfolgenden Unterrichtstitigkeit an einem
Gymnasium, sowie der spdteren Anstellung am Mathematisch-Physikalischen Institut
in bornach (Schweiz) zu Ende gebracht. Dem Leiter dieses Institutes,

Dr. Georg Unger, sel fir sein freilassendes Entgegenkommen herzlich gedankt.
Ein besonderer Dank geblihrt Frau A.Riehl fiir die mit viel Mihe und Sorgfalt
angefertigte Reinschrift des Manuskriptes.

Kassel, im Juni 1985

Renatus Ziegler
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Hinweise flir den Leser

Mathematische Exkurse in heute iiblicher Notation, die als Einfithrung
in die analytische Liniengeometrie (linearer Komplex, Nullsystem, finf-
dimensionaler Komplexraum) dienen k&nnen, finden sich in den Abschnitten
II 6, IV 4 und V 2 und in die euklidische Mechanik des starren Kdrpers
im abschnitt V 5. Die Weiterfihrung der Theorie ins Nichteuklidische wird
in den Abschnitten VI 3 und VII 1 diskutiert, In den durchgefiihrten
Rechnungen wird allerdings meist nur der allgemeine Fall behandelt.- Da ich
an anderer Stelle die synthetische Liniengeometrie ausfilhrlich behandelt
habe (vgl. "Synthetische Liniengeometrie®™, Stuttgart 1981), konnte hier auf
eine Darstellung dieses Gebietes verzichtet werden.

Jahreszahlen in runden Klammern, sofern es sich nicht um die Lebens-
daten des Autors handelt, bedeuten durchgehend Hinweise auf die Primdr-
literatur (Quellen), Doppelklammern Hinweise auf die historische Sekundir-
literatur. Die dem Autornamen folgende Jahreszahl gibt i.a. bei Zeit-
schriften das Jahr der Erstpublikation und bei Blichern das Jahr der mir
zugénglichen‘Auflage an. Seitenzahlen werden durch ein Komma von der
Jahreszahl getrennt. Details zur Literatur finden sich in der Biblio-
graphie. Es wird jeweils nach der dort zuletzt angegebenen Quelle zitiert.
Zusdtze in eckigen Klammern innerhalb von Zitaten stammen von mir,

Die hier verwendete Fachsprache hilt sich relativ nahe an die historischen

Texte, um dem Leser auch von dieser Beite her einen Einblick in den histori-
schen Zusammenhang zu ermdglichen. In neuerer Zeit geht die Tendenz der
Fachsprache zu kilrgeren worten fiir ein und denselben Begriff. So sagt man
heute etwa "Schraubung® statt "“Schraubenbewegung", “Projektivschraubenlinie®
statt "projektive Schraubenlinie", "Pernebene" statt "unendlich ferne Ebene",
*{jbertragung" statt “Ubertragungsprinzip", "Quadrik" statt “Kegelschnitt"
oder - (Hyper-)Fldche zweiten Grades®. Zudem ist die Bezeichnung "Fundamental-
fldche" heute nicht mehr iiblich, man sagt statt dessen “"Absolutfigur", da die
Absolutfigur einer nichteuklidischen Geometrie nicht stets eine Fliche ist.
Auch die Ausdriicke "imagindre Kreispunkte" und "imagindrer Kugelkreis® fiir
die absolutfiguren der euklidischen Ebene bzw., des euklidischen Raumes werden
heute kaum mehr verwendet. -
Wwird im folgenden der Ausdruck "nichteuklidische Geometrie" gebraucht, so
ist darunter i.a. die hyperbolische Geometrie, gelegentlich mit EinschluB
der elliptischen Gecmetrie, zu verstehen, wie das in dem hier betrachteten
Zeitraum durchaus liblich war.
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Kapitel I
Einleitung

Das 12,Jh. ist fir die Physik~ und Mathematikgeschichte von heraus-
ragender Bedeutung. Vieles, was noch heute das Gesicht der exakten Wissen-
schaften pragt, kann auf Entdeckungen und methodische Errungenschaften
des 19.Jh. zurlickgefilhrt werden. Wie der Mathematikhistoriker J.L.
Coolidge (1873-1954) mit Nachdruck betonte war die Entdeckung der
nichteuklidischen Geometrie sowie der Mengenlehre entscheidend an der
Entstehung der modernen Auffassung der Mathematik beteiligt {(1940; 87).
Fir das Gebiet der Physik schuf B. Riemann (1826-1866) mit seinem Mannig-
faltigkeitsbegriff die mathematische Grundlage fiir die Formulierung einer
Gravitationstheorie durch A. Einstein (1879-1955).

Das 19.Jh. war auch ein Jahrhundert der Geometrie. Bis dahin erlebte
dieses Teilgebiet der Mathematik in seinem gesamten Umfange noch kaum eine
solche Bliitep und doch sank manches um die Jahrhundertwende fast zur
Bedeutungslosigkeit herab. Die Mechanik des starren Kdrpers erhielt durch
J.L. Lagrange (1736-1813), W.R. Hamilton (1805-1865)'und C.G.J. Jacobi
(1804-1851) eine ausgeprigt analytische Ausrichtung, die die Geometer
und Praktiker nicht befriedigen konnte, So kam es, daB im 19,Jh. zum
ersten Mal in umfassender Weise die geometrischen Grundbegriffe der Mechanik
herausgearbeitét, d.h. geometrische Methoden auf die Mechanik des starren
Korpers angewendet wurden. Und mit diesen wird sich die vorliegende Arbeit
im besonderen beschidftigen.

Seit Lagranges "Méchanigque Analitique" von 1788 wurde versucht, die
grundlegenden Prinzipien der Mechanik in solcher Allgemeinheit zu
formulieren, daB sie fiir Massenpunkte, starre Korper und Kontinua zu-
gleich Giiltigkeit hatten. Die mathematischen Physiker waren sich dabei
immer mehr oder weniger im klaren, daB sich die entscheidenden Prinzipien
der Bewegung eines starren oder gar eines deformierbaren Korpers nicht
aus den Prinzipien der Mechanik des Massenpunktes deduktiv ableiten lassen.

Wie der Physiker und Physikhistoriker C.A., Truesdell nachgewiesen hat,
machte sich Lagrange und die sich an ihn anschlieBende Entwicklungs—
richtung der analytischen Mechanik keine grofien Gedanken um solche
prinzipiellen Fragen.l Mehr ahnend als voll bewuBt empfanden einige Geo-
meter diesen Mangel der analytischen Mechanik und gingen daran, in Er-
géanzung der bekannten analytischen Methoden, die die Bewegung eines starren
K8rpers beherrschenden Gesetze geometrischer Natur mtglichst aus dessen
Bewegungsverhalten selbst abzuleiten, und nicht auf die Mechanik des
Massenpunktes zu "reduzieren'. Das daraus entstandene, methodisch und
inhaltlich ganz anders als die analytische Mechanik orientierte Gebiet
Kann man kurz geome trische Mechandik nennen; ein Be-
griff, der so noch nicht verwendet wurde. Es sei an dieser Stelle dazu
nur soviel gesagt, daR es sich dabei nicht bloB um eine Umformulierung
und anschaulich-geometrisch prédparierte analytische Mechanik handelt,
sondern um wesentlich andersartig gefasste Gesetze der Kinematik und



Dynamik des starren Korpers, und zwar mit Hilfe der projektiven Geometrie und
Liniengeometrie. Die geometrische Mechanik in diesem Sinne hat kaum etwas

zu tun mit den immer wieder auftauchenden graphischen Verfahren zur

Ldésung statischer, kinematischer und dynamischer Probleme.2 Ebensowenig

hat sie einen Zusammenhang mit den im AnschluB an H., Poincarg& (1854-1912)
erfolgten Geometrisierungen des Phasen-und Konfigurationsraumes

mechanischer Systeme.

Hierdurch sind die systematischen Grenzen des Gegenstandes dieser Arbeit
klar vorgezeichnet: auf die statik wird nur insofern eingegangen, als sie
sich mehr oder weniger explizit auf Methoden der Liniengeometrie stiitzt.
Die sich mitunter auch projektiver Methoden bedienende graphische
Statik wird nicht behandelt; hier liegt noch ein offenes Feld historischer
Forschung.3 Entsprechendes gilt flir die euklidische Kinematik 4 und die
euklidische Schraubentheorie.5 Es wird ebenfalls auf eine Darstellung der
Entwicklung der analytischen Prinzipien der Mechanik verzichtet, da diese
bereits an anderer Stelle ausfiihrlich abgehandelt werden.6

Die vorliegende Arbeit versteht sich einerseits als Beitrag zur Ge-
schichte der Physik und andererseits als ein Beitrag zur Geschichte der
Geometrie, insbesondere der proiektiven Geometrie, nichteuklidischen Geo-
metrie und Liniengeometrie, sowie deren Anwendungen auf die Mechanik des
starren Kbrpers. Sie umfasst in diesem Sinne ein Teilgebiet der Physik
und stellt sich zur Aufgabe, die dort zur Anwendung kKkommenden Methoden zu
andlysieren und historisch einzuordnen.

Bei diesem Gebiet, eben der geometrischen Mechanik, handelt es sich
um einen bisher nirgendwo geschlossen dargestellten Gegenstand. Daher war
es notwendig, neben den rein historischen Betrachtungen auch einige
inhaltliche ausfihrungen vorzubringen, die den sachlichen Hintergrund
der historischen Analyse bilden werden.

Die meisten Darstellungen der Geschichte der Geometrie enden dort,
wo sich die nichteuklidische Geometrie und die Liniengeometrie erst
eigentlich zu entfalten beginnen.7 So werden etwa bei F. Klein

(1926/27)) die genannten Gebiete sehr Xknapp und nur in ihren aller-
ergten Anfingen diskutiert - iiber die geometrische Mechanik erfdhrt man
iiberhaupt nichts. Dariiber hinausgehende Darstellungen sind selten und
dann so kurz, daB von einer historischen Analyse kaum die Rede sein kann;
zudem wird selten erwdhnt und ausgefilhrt, welche konkreten A n -
wendungen die projektive Geometrie und Liniengeometrie in der
Mechanik erfuhren.8 Auf der anderen Seite wird in nahezu keiner Geschichte
der Physik oder der Mechanik etwas von dem, was hier unter dem Begriff
der geometrischen Mechanik des starren Kdrpers zusammengefasst wird,
erwéhnt.9 Hier will die vorliegende Arbeit eine Liicke schlieBen. Bei
der Fllle der Einzelheiten und methodischen Verfahren, sowie der bis-
herigen nur punktuellen historischen Verarbeitung, drangte sich eine
Beschrinkung auf das Studium der wichtigen publizierten Arbeiten auf.



Auf die Auswertung von Archivmaterial mufte verzichtet werden.

Diese Arbeit wird.sich primdr mit dem Verlauf der Wechselwirkung der
Mechanik des starren Korpers mit der projektiven Geometrie und Linien-
geometrie beschidftigen., Hierbei wird sich der Gegensatz der analytischen
und der synthetischen Methode (vgl. abs. II 2) und seine Uberwindung als
eines der fruchtbarsten Spannungsverhdltnisse erweisen, das wesentliche
Impulse zur Entwicklung der projektiven Geometrie und Liniengeometrie
und deren Anwendung in der Mechanik gegeben hat und letztlich fir das
Heranwachsen der geometrischen Mechanik hauptsdchlich verantwortlich war.

Das mathematische Umfeld der geometrischen Mechanik lag am Ausgangs-
punkt der Forschungen vieler groBer Geometer des 1%9.Jh.. (L.Poinsct
(L777-1855), M. Chasles (1793-1880), A.F.MSbius (1720-1868), F. Klein
(1849-1925), F. Lindemann (1852-1939), wW.K, Clifford (1845-1879),

E, study (1862-1930)), das dementsprechend deren Lebenswerk prigte

und sie auch immer wieder zu diesem Gebiet zuriickkehren lies. Die
Beschiaftigung mit der geometrischen Mechanik hatte so wesentlichen An-
teil an der Entwicklung der methodisch-mathematischen Fdhigkeiten dieser
Perstnlichkeiten, ein Aspekt, der in den bisherigen mathematikhistorischen
Zinzeluntersuchungen noch kaum berlicksichtigt wurde.

In diesen Zusammenhang gehdren auch die Betrachtungen zur wissen-
schaftlichen Methode von J. Plicker (1801-1868) und Klein, welche ins-
besondere bei Plucker zu einem Resultat kommt, das einiges Interesse
peanspruchen darf. Dabei wird sich zeigen, daf Pliicker gar nicht primar
Analytiker, wie er oft genannt wurde, war, sondern zuerst und vor allem
Geometer, der sich der analytischen Ausdriicke nur zur beguemen Darstellung
seiner geometrischen Erkenntnisse bediente, und den Kalkil nie =zum Selbst-
zweck erhob (Abs. IV 2). Bel Lindemann bietet sich insbescndere Anlas,
seine Bedeutung als Geoneter hervorzuheben, wihrend in der einschlidgigen
Literatur nur auf seine algebraischen Arbeiten (Bewels der Transzendenz
von W ) ausfihrlich hingewiesen wird,

wie sich im Laufe der Arbeit herausstellte, stand die geometrische Mechanik
seit Felix Klein in engstem Zusarmmenhang mit der Rezepticn und Verbreitung
der nichteuklidischen Geometrie (insbesondere der hyperbolischen und
elliptischen Geometrie der Ebene und des Raumes), und bildete ein wichtiges
Kapitel in der Wirkungsgeschichte dieses Gebietes, was bisher kaum die
ndtige Beachtung gefunden hatte. Gemeint ist hier vor allem die Rezeption
der nichteuklidischen Geometrie in England durch Clifford, R. Ball (1840-1913),
A, Buchheim (1859-1888), R.S. Heath (1861-1940) (abs. VII 1), sowie in
Italien durch G. Battaglini (1826-1894) und E. g‘ovidio (1843-1933) {(Abs. VII 2
Hier lagen auch die Keime zur Sprengung und Erwelterung des klassischen
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euklidischen Raumbegriffs, die zu ganz neuen Denkansdtzen flhrten und
letztlich eine notwendige Voraussetzung zur modernen auffassung der Mathe-
matik einerseits und der Physik (Einsteinsche Gravitationstheorie, Quanten-
theorie) andererseits waren,

Kaum von direkter historischer Auswirkung, aber nichtsdestoweniger von
gelstesgeschichtlicher Bedeutung waren die Uberlegungen einiger Mathe-
matiker, allen voran Klein und Lindemann, zur mathematischen Form eines

nichteuklidischen Kraft- und Energiebegriffs. Nach den damaligen



physikalischen Erfahrungen waren diese weit jengeits der filr mdglich
gehaltenen Erscheinungen anzusiedeln und es kam deshalb zu keiner tiefer-
gehenden Auseinandersetzung damit.

Die zeitliche Eingrenzung der vorliegenden Arbeit ergibt sich ohne
welteres aus der Tatsache, daB die Urspriinge der projektiven und Linien-
geometrie auf den Lehr- und Forschungsbetrieb an der 1794 gegriindeten
Ecole Pclytechnigue in Paris zurickgehen, wo auch die ersten Anfdnge der
geometrischen Mechanik zu suchen sind. Trotz der groBen Bedeutung der
projektiven Geometrie fir die mathematische Forschung am Anfang des 19.
Jh,, ist gegen Ende des Jh., ein bemerkenswerter Rlckgang der Be-
schiaftigung mit der projektiven und Liniengeometrie festzustellen. Dies
hatte entsprechende Konsequenzen fiir die auf ihren Methoden beruhende
geometrische Mechanik. Letzte Ausliufer dieser Forschungsrichtung
reichen etwa bis 191C, wo auch diese Untersuchung endet.



Kapitel IT

Die Urspriinge der geometrischen Mechanik:
Gaspard Monge und die Ecole Polytechnique

1. Frankreich als Zentrum mathematischer Forschung und Ausbildung
an der Wende zum 19.Jh.

1.1 Die Griindung der Eccle Polytechnique

Die flihrende Rolle Frankreichs in der Entwicklung der Mathematik in Lehre
und Forschung am Ende des 18.Jh. ist auf die Griindung von MilitBrschulen und
~akademien im zweiten Teil dieses Jh. zuriickzufithren (Struik 1980, 156f£.).
Damals spielten die allgemeinen wissenschaftlichen Akademien eine grdBere
Rolle als die Universitdten in der Forderung und Verbreitung der Wissen-
schaften. Die Universitdten, sowohl in Frankreich wie in Deutschland,
fihrten ein Schattendasein. Sie verharrten in der Uberlieferung alter Erkennt-
nisse und trugen kaum etwas zZur Erneuerung bei.

In den Milit8rschulen Frankreichs kam dem mathematischen Unterricht als
Teil der Ausbildung der Milit#ringenieure eine betrdchtliche Bedeutung zu.

S0 lehrten A.M. Legendre (1752-1833) und P.S. Laplace (1749-1829) an den
Militdrschulen in Paris und G. Monge (1746-1818) an der in Mé&ziéres. Selbst
Napoléons Interesse an der Mathematik wurzelte in seiner Studentenzeit an den
Militdrakademien,

Die Griindung der Ecole Polytechnique 1894 fiel in die Zeit der &drgsten
Revolutionswirren, als der Mangel an fundiert ausgebildeten jungen, zum Krieg
tauglichen M@nnern immer splirbarer wurde. Diesem Bedlirfnis verdankte die Schule
ihren militﬁ;ischen Zuschnitt sowie ihre enge Ausrichtung auf die Bedilirfnisse
des Staen‘:es.'L

Zu den wenigen widhrend der Revolutionszeit noch nicht eingegangenen Schulen
gehtrte die 1748 gestiftete Kriegsschule in Mé&zi&res. Hier entwickelte Gaspard
Monge seine "Géométrie descriptive" und sammelte erste Lehrerfahrungen. Er
nahm rasch aktiv am wissenschaftlichen Leben teil, stieg allmdhlich in vere
schiedene Staatsdmter ein und erwies sich durch sein Organisationstalent als
der geeignete Mann zum Aufbau einer zentralen Ingenieur-Schule in Paris -
eben der Ecole pPolytechnique. Trotz den mannigfachen Beschridnkungen wdhrend
der Revolutionszeit, sowie auch spiter unter Napoléon, welche die Schule immer
wieder an den Rand der Existenz brachten, entwickelte sie sich zur wichtigsten
Ausbildungsstdtte in Frankreich, und zeitweise in ganz Europa. Es gibt kaum
einen berilihmten franz@sischen Mathematiker, der dort nicht Schiiler oder Lehrer

. " 2
bzw. BExaminator gewesen wire.

1.2 Die Entstehung mathematischer Schulen in Frankreich

Im Zentrum der mathematischen Forschung und Lehre in Frankreich in den Jahren
1800 bis 1840 stand die mathematische Physik, die sich allm#hlich in ihrer
ganzen Breite auszudehnen begann, Dabel vollzog sich der entscheidende Wandel
von der durch I,Newton (1643-1727) inspirierten Laplaceschen atomistischen Physik
zur eigentlichen mathematischen Physik, in welcher erstere nur ein Treilgebiet eine



nimmt.3 Im Bereich der Mathematik wurde diese Entwicklung begleitet durch die
Abldsung der Lagrangeschen algebraischen Analysis durch die Analysis im
heutigen Sinne, in welcher der Grenzwertbegriff eine fundamentale Stellung ein-
nimmt, verschiedene Zweige der Analysis miteinander verbindend.

Eine entscheidende Rolle filr die Forderung und Verbreitung dieser Entwick-
lung kam der "Académie des Sciences" zu. Zur weiteren Vertiefung und Darstellung
ihrer Forschungsergebnisse, die ja ohnehin meilst praxisorientiert waren, diente
den mathematischen Physikern neben der Ecole Polytechnique vor allem die Ecole
Nationale des Ponts et Chaussees und spiter (Ende der dreiBiger Jahre) die
Ecole Normale.

Die Entstehung der ganz offenbar produktiven und erfolgreichen Ecole Poly-
technique war zum grofien Tell eine Folge des Erziehungssystems. So berdichtet
Felix Klein, wie die Organisation des Unterrichts an der Ecole Polytechnique
ganz auf héchste Anspannung der Krifte, auf mdglichst bedeutende Fachleistung
ausgerichtet war. "Alle Mittel der Strenge, der Anstachelung des Ehrgeizes,
der gldnzenden Lebensaussicht werden hier herangezogen, um die Krafte aufs
duBerste zu entfalten, Die Kenntnisse werden bis zur wirklichen Beherrschung
des stoffes in die Kopfe hineingetrieben." {Klein 1926,55)

Zur Ecole Polytechnique hatten nur streng Ausgewdhlte Zugang: Jeder Kandi-
dat muBte eine schwere Aufnahme-Priifung ablegen. Die besten Kdpfe wurden gleich
anschlieBend an das Studium als Repetitoren, spdter als Examinatoren und
Professoren angestellt. Die dadurch entstehende "inzestulse" Gemeinschaft war
demzufolge auf Wett~und Konkurrenzkampf getrimmt: eine starke Triebfeder zu
hdchsten wissenschaftlichen Leistungen!

Zu den so entstehenden "Gemeinschaften" der einzelnen Schulen, vor allem
der Ecole Polytechnique, gesellte sich die ebenso auf Konkurrenzkampf beruhende
Gruppe der Bewerber um die Mitgliedschaft in der "Académie". Zwischen den
Schulen und zwischen anderen Gemeinschaften gab es kaum wissenschaftlichen
Wettstreit! Sie standen relativ isoliert nebeneinander. Noch viel weniger
wurde auf dieser Ebene der Kontakt mit dem Ausland gepflegt. Eine derartige
Selbstisolation kann als e i n wichtiger Grund fiir das merkliche Zurlickgehen
der Bedeutung der franzdsischen Schulen nach 1840 angesehen werden.4 Diese
starben damit keineswegs aus. Sie gingen nur einfach ihre eigenen, vom Aus-
land unabhingigen Wege, wie wir weiter unten besonders im Falle der Geometrie
sehen werden (abs., III 1,2).



2, Einheit und Gegensatz von analytischer und synthetischer Methode
in der Geometrie

Das Aufblithen der projektiven Geometrie im 19.J0h. - das goldene Zeitalter der
Geometrie schlechthin - entfaltete sich auf einem Boden, der durch den grdften
Geometer des 18.Jh., Gaspard Monge (1746-1818), wohl vorbereitet war. Monges
mathematische Universalitit manifestilierte sich in seinen aus Vorlesungen ent-
standenen Lehrbilichern der Analysis und der Geometrie. Er leistete darin funda-
mentale Beitrdge zur analytischen und synthetischen Geometrie, zur Differential-
gecmetrie, zur Theorie der Differentialgleichungen und zur darstellenden Geo-
metrie.5 Was sein Schaffen auszeichnete, ist die innige Verbindung analytischer
mit synthetischen Methoden. Damals bezeichnete man eine Methode zum Studlium
der Geometrie als "analytisch" wenn man ein Koordinatensystem, sowie Hilfs-
mittel aus der elementaren algebra und Analysis verwendete, “synthetisch® hien
eine Methode, die wir heute als "konstruktiv" bezeichnen wlirden.

Die Bedeutungsentwicklung der Bezeichnungen “analytisch® und “synthetisch"
innerhalb der Mathematik ist verwickelt und nicht immer in ihren Ursachen
durchschaubar.6 Urspriinglich bezeichnete man damit in der Antike zwei sich
ergidnzende, nicht ohne einander denkbare mathematisch-philosophische Methoden.
Spdter wandelte sich ihre Bedeutung mannigfach, bis sie am Anfiang des 19.Jh.
zum Peil zu Bezeichnungen von mathematischen Gebieten wurden, die vom Inhalt
her recht stark differierten., In der Zeit von F, Vieta (1540-1603) bedeutete
"*analytische" Methode noch die Anwendung von Algebra auf Geometrie, erhielt
aber im Verlaufe des 18,Jh. immer mehr den Charakter von "nicht geometrisch".
Dies traf vor allem fiir den deutschen und franzdsischen Raum zu., Von grofBem
EinfluB war dabei die Intention von J.L. Lagrange (1736-=1813), die Mathematik
von ihrem geometrische-konstruktiven Ballast - wozu auch der damalige Grenz-
wertbegriff gehdrte -~ zu befreien., Mittlerweile fiel der in ihrer Hochbliite
stehenden Differential- und Integralrechnung die Bezeichnung “Analysis" zu -
und diese war ja eben in den Hinden von Lagrange algebraisch gewordenl

Seit den Tagen von Vieta wurde die mathematische Forschung klar durch die
“analytische"Methode dominiert und die "synthetische" Methode fristete ein
Schattendasein. Sie fanden vor allem im englischen und italienischen Raum ihre
verehrer (Boyer 1954,458; Cantor 1908,453)). "Synthetisch" écheint im 17./18.
Jh., eher eine fest umrissene Bedeutung gehabt zu haben als "analytisch": man
bezeichnete damit ein konstruktives Vorgehen,das gerne bei einem gegebenen
Problem verwellt, es auskostet, bis hinein in alle Spezialfidlle,

Sclange "synthetisch" und "analytisch" in der Anfangszeit des 19.Jh.als
ndhere Bezeichnungen einer Methode - und nicht eines mathematischen Gegen-
standes - verwendet wurden, bewegte sich deren gualitative Charakterisierung
etwa im folgenden Rahmen:

Dieanalytisch e Methode war ausgezeichnet durch UniversalitHdt
und Allgemeinheit der Aussage, sowie vollendete Einheitlichkeit der Methode.
Die s ynthetische Methode hatte eine gegenstands-spezifische Aus-
richtung, die dem jeweils untersuchten Objekt besonders gut angepafit war.

Die Polarisierung der Standpunkte und der sich daraus ergebende Konflikt
zwlischen Analytikern und Synthetikern hatte seine tieferen Wurzeln in der



Zelt vor Monge. Damals hatten die Schriften der Synthetiker teilweise tat-
$échlich einen sterilen, eingeengten Charakter, Die Fruchtbarkeit ihrer
Methode war nicht im Ganzen, sondern nur im Einzelnen aufzuzeigen. Ganz

anders die Schriften der Analytiker: Die Macht ihrer Methoden lief sich an
ausgewdhlten (!) Beispielen demonstrieren - ohne iiberhaupt je Figuren zu
Hilfe zu nehmen, wie etwa Lagrangesin seiner "Méchanique analitique® von 1788,
Die Uberlegenheit der analytischen iber die synthetische Methode schien da-
durch etabliert, Gleichzeitig hatten fithrende Mathematiker wie Lagrange,

L. Euler (1707-1783), J.B. le Rond d'Alembert (1717~-1783) das Gefiihl, die
Entwicklung der Mathematik sei an ein Ende gekommen, es seien keine groBen
Ideen mehr in Sicht (Kline 1972, 623ff.)). - 1783 starben Buler und d'Alembert,
Einige Jahre spdter erschienen zwei groBe Arbeiten von Gaspard Monge:
"Feuilles @'analyse appliquée 3 la géom@trie" und "Legons de géométrie des-
criptive®, die ein neues Zeitalter der Mathematik, insbesondere der Geometrie,
einleiten sollten., '

Monge, der erste Vertreter der Einheit von synthetischer und analytischer
Methode in der Geometrie, verstand es, die sich ergdnzenden Aspekte der bei-
den Methoden so souverdn zu handhaben, dafl er zum Mitsch@pfer zweier neuer
Gebiete der Geometrie sowie zum Reprdsentant ihrer Einheit wurde: der
analytischen und der synthetischen Geometrie im heutigen Sinne.

In den "Feuilles 4' analyse..." von 1801 faBte Monge unter anderem seine
Studien zur analytischen Behandlung eines traditionellen Gebietes der
synthetischen Geometrie,den elementaren metrischen Relationen zwischen Punk-
ten, Geraden und Ebenen, zusammen. Erstaunlicherweise hatte sich vorher die
analytische Geometrie im wesentlichen nur mit h8heren ebenen Kurven ausein-
andergesetzt -~ ganz in der Tradition von P. de Fermat {1601-1665) und
R. Descartes (1596-1650). Monge demonstrierte nun auf diese Weise die Schmieg-
samkelit und Anpassungsfihigkeit der analytischen Methcde flir bisher ausschlief=-
Lich synthetisch zugéngliéhe Gegenstdnde.

Die "Legons de géométrie descriptive"” von 1799 begriindeten und schdpften
bereits sehr weitgehend aus, was wir heute "Darstellende Geometrie" nennen.
Monge stellte sich in diesem Arbeitsgebiet zwei Aufgabens: 1. Exakte Dar-
stellung dreidimensionaler Objekte. 2. Prdzise Ableitung aller wichtigen Eigen-
schaften dreidimensionaler Objekte aus ihrer cobigen Darstellung. - Durch sein
systematisches Vorgehen gelang es Monge, die erste Aufgabe brilliant und um-
fassend zu l8sen, bei der L8sung der zweiten sind teilweise Zweilfel mdglich.
Jedenfalls zeigte Monge mit seinen "Legons...", wie auch die synthetische Geo-
metrie Prinzipien besitzt (hier: die Zweitafel-Methode), die an Universalitdt
kaum zu wiinschen Ubrig lassen.9

Die jeweiligen Hauptmdngel der analytischen und synthetischen Methode- bei
der ersten die Gegenstands~Blindheit und Mangel an Objekt-angepaflten
Methoden, bei der zweiten die Gegenstands-Verhaftetheit und der Mangel an
Objekt-ibergreifenden Methoden ~ wurden durch Monge in einem ersten Schritt
in Frage gestellt, wenn auch noch keineswegs beseitigt. Letzteres geschah erst
durch Julius Pliicker (1801-1868) - vgl. Abschnitt IV 2 - und Felix Klein
(1849-1925), der sich zu Monge folgendermaBen duBert:



Seine geometrische Schule "zeichnet sich dadurch aus, daB sie die lebhafteste
rdumliche Anschauung auf das natiirlichste mit analytischen Operationen ver-
bindet. Die analytische Formel ist nicht Selbstzweck, sondern nur der
kiirzeste Ausdruck tatsédchlich angeschauter riumlicher Beziehungen, ihre
Weiterentwicklung wird gewonnen auf Grund rdumlicher Konstruktionen.

«..Das Ziel ist, dhnlich wie auf anderem Gebiet bei Fourier, nicht die for-
nelle Exaktheit der Schliisse sondern die Klarheit der Erkenntnis und das Aus-
spinnen naturgemifier Fragestellungen." (Klein 1926, 77f.)

Die in Monge in so fruchtbarer Weise 2zu gegenseitiger Erginzung und Ver-
einigung strebende analytische und synthetische Methode wurde von seinen
Schilern nicht in derselben Intention aufgegriffen ~ ganz im Gegenteil:

Seine grdften Schiller L. Carnot (1753-1823), J.D. Gergonne (1771-1859) und

J.V. Poncelet (1788-1867) wurden konssquente Verfechter der einen oder anderen
Methcde. Um dies zu verstehen, sind zwel Dinge zu beachten. Erstens lernten
Monges Schiiler bei ihm sowohl die analytische wie die synthetische Methode,
ihre gegenseitigen Befruchtungen, sowie ihre Grenzen und Einseiltigkeilten
kennen. Zweitens wurden im Bereich der Geometrie die oben erwdhnten Mingel

der beiden Methoden nur im Ansatz behoben. GroBe Gebiete der Elementargeometrie

O

waren der analytischen Methode noch unzuginglich 1 und mit der synthetischen

Methode gelang es noch nicht, in einheitlicher Weise elementare und hdhere
Geometrie zZu erfassen, Genau hier griffen die Schiller von Monge ein.il

Joseph-Diaz Gergonne12 (1771-1859) erlangte bleibende Bedeutung durch die
Grindung seiner "Annales de math&matigues pures et appliquées" (Nimes, 1810~
1831). rir ihn wurden sie bald zum Forum der Anpreisung der analytischen Geow
metrie. Gergonne wollte dle analytische Methode zum Triumph flhren, indem er
sie - mit Erfolg ~ auf einige alte, im Bereich der synthetischen Geometrie
liegende Probleme der Elementargeometrie (z.B. die Aufgaben des Apollonius)
anwandte. - Bei seiner Durchforschung der elementaren Geometrie stieB er bei
gewiBen Sitzen auf merkwlirdige Symmetrien; er entdeckte, das durch Vers
tauschung «wvon "Punkt” und "Gerade" aus diesen neue Sdtze entstehen konnten,
die auch richtig waren. Er fand shnliche Symmetrien bei 3dtzen aus der Geo-
metrie des Raumes. Etwa 1825/26 war Gergonne von der universellen Gliltigkeit
des von ihm so genannten "Prinzips der Dualitdt" iberzeugt. Schon frither
machte er in seinen "Annales..." hdufigen Gebrauch von der Doppel-Kolonnen-
schreibweise und bhewies so zwei Sitze auf einmal.

Jean Victor Poncelet (1788-1867) wurde wihrend seines Studiums an der
Bcole Polytechnique als Schiiler von G.Monge, L.Carnot, S.F. Lacroix (L765-
1843) und L. Poinsot (1777-1859) stark beeinfluBt durch die damals blilhende
analytische Geometrie.l3 Sein Interessenschwerpunkt lag aber zundchst bei der
synthetischen Geometrie. Wihrend seiner Gefangenschaft in Rufland 1813/14
benutzte er die erzwungene MuBe zur Abfassung eines Buches iiber analy-
tische Geometrie: "Applications d'analyse et de géométrie, qui ont servi
de principal fondement au Traité des proprietés projectives des figures™,
das allerdings erst (1862/64) in Paris verdffentlicht wurde. Diesss Buch war
gedacht als Einleitung in sein 1822 erschienenes, viel beriihmteres “"Traité
des proprietés projectives des figures."
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Aus seiner ernsthaften Beschidftigung mit der analytischen Geometrie schien

er auf Prinzipien gestoBen 2zu sein, die er spidter in rein synthetischer Weise
zu formulieren versuchte, Er hatte einen tiefen Glauben an die Allgemeinheit
der Analysis und suchte nach entsprechend tiefen synthetischen Prinzipien. In
einer kurz nach der Entlassung aus der Gefangenschaft erschienenen Arbeitl4
brachte Poncelet zum Ausdruck, wie die Uberlegenheit der analytischen Methode
ilber die synthetische weniger auf der Anwendung der Algebra und der Koordinaten-
methode beruhe, als vielmehr auf ihrer Allgemeinheit. Man brauche nur von ihr
das Pringzip der Kontinuitdt zu Ubernehmen, um so die synthetische Geometrie

in gleicher Weise fruchtbar und elegant werden zu 1assen.15

Mit groBter Genialitdt nahm Poncelet die Ideen von Monge und Carnot auf und
verhalf ihnen unter Uberwindung aller Schwierigkeiten zum Durchbruch. Er wurde
so zunm eigentlichen Schopfer der projektiven Geometrie, Mit der Verwendung des
Projizierens und Schneldens als einheitliche gecometrische Prinzipien gelang
es ihm ilberzeugend aufzuzelgen, wie auch die synthetische Methode nicht nur
gegenstands+~gebundene Prinzipien aufweist. "Die neue Art geometrischer An-
schauung, ‘das projektive Denken' ist es, was ihn wesentlich iiber seine Vor-
gdnger hinauswachsen 1856t." {(Klein 1926, 80)

Uber die Polarentheorie der Kegelschnitte stieB Poncelet ebenfalls auf das
Gesetz der Dualitdt, brachte es aber, wie schon Gergonne, zu keiner schliiBigen
Einsicht in dessen universelle Giiltigkeit, die erst von A.F. MBbius {(1790-1868)
und J. Pliicker (1801-1868) erreicht wurde. Wegen ihren aus unabhingigen Quellen
gespeisten, teilweise aber sehr Fhnlichen geometrischen Resultaten, ver-
wickelten sich Gergonne und Poncelet in den zwanziger Jahren des 19%.Jh. in

1

einen polemlischen Priorititsstreit , der auf einige Zeit hin die Geometer

wieder in zwel Lager spalten solltes in die Analytiker und die Synthetiker.
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3. Zur Entwicklung der Mechanik

3.1 Der Siegeszug der analytischen Mechanik

Im Bewufitsein seiner Zeitgenossen sowie seiner unmittelbaren Nachfolger
markiert die "M&chanique Analitique" aus dem Jahre 1788 von Joseph Louis Lag-
range (1736-1813) einen gewaltigen Fortschritt und Wendepunkt gegeniiber allen
fritheren Arbeiten zur Mechanik. Daf dies keinesfalls der historischen Wahrheit
entspricht, sondern die eigentlichen GeistesqgrdBen der Mechanik des 18.Jh.,
abgesehen~von Isaac Newton (1643-1727), Leonhard Euler (1707-1783),Johann und
Daniel Bernoulli (1667-1748 und 1700-1782) sind,wissen wir spdtestens seit
den Forschungen C.A. Truesdells.17 Lagranges Werk ist eigentlich kein Lehrbuch
der rationalen Mechanik, sondern eher eine Monographie einer bestimmten
Methode zur Ableitung von Differentialgleichungen des Gleichgewichts und der
Bewegung. Hat man diese eingeschrédnkte Bedeutung vor Augen, war das Werk
sicher erfolgreich und manchmal elegant {(Truesdell 1960, 411). Was die Mechanik
betraf, ihre Prinzipien und Methoden, blieb Lagrange eher hinter Euler und
den Bernoullis zuriick, Auf irgendwelche tiefer~ oder weitergehende Uberlegungen
zu den Grundprinzipien der Mechanik legte er keinen groBen Wert. "Statt sich
mit der Ableitung der Grundsitze zu beschaftigen, zeigt er, mit welchem Erfolg
man sie benutzen kann." {(Mach 1933, 421, Bailhache 1975, 188f.)} So wollte er
zeigen, daB sich die ganze Statik aus dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten und die Dynamik ausg dem von ihm so genannten "d'Alembertschen Prinzip"
deduzieren ldBt., Das Ziel bestand darin, die hdchste Okonomie und Symmetrie
der Uberlegungen und Rechnungen zu erreichen. Zu irgendwelchen konkreten
neuen Resultaten ist Lagrange kaum gekommen, von ausgewdhlten (!) Beispielen
abgesehen.

Die nd8chsten entscheidenden Schritte in der Entwicklung der analytischen
Mechanik wurden veranlaBt durch William Rowan Hamilton (1805-1865). Ausgangs-
punkt seiner Forschungen auf mechanischem Gebiet sind Arbeiten zur geometri-
schen Optik, die, wie Klein (1926, 194ff.)) bedauernd feststellt, in Deutsch-
land kaum bekannt geworden sind.

. Die in den Jahren 1834 und 1835 publizierten Arbeiten Hamiltons zur
Mechanik sind in der Tat nur Korollare seiner optischen Grundgedanken., In
ihrer eigentlichen, von der Optik herkommenden Gestalt blieben sie damals
weltgehend unbekannt. Der Inhalt dieser Arbeiten wurde ndmlich gleich von
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), unter wiederholter Nennung des Namens
Hamilton -~ aber in ganz selbstdndiger Art und Weise -~ , aufgegriffen. Von
daher entstand der Eindruck, Hamilton sei nur ein Vorldufer Jacobis gewesen.
"Jacobl ist der eigentliche Fortsetzer der franzBsischen Schule die von Lag-
range, Poisson usw. ihren Ausgang nahm, ...Der Ausbau, den die Mechanik durch
Jacobi erfuhr, liegt wesentlich nach analytischer Seite.," {(Klein 1926, 203))
Was Jacobi insbesondere schuf, war eine brauchbare Integrationstheorie. Es
gelang ihm mit ihr die L8sung mancher wichtiger Probleme der Mechanik und
Astronomie. Die Mechanik erreichte bei ihm allerdings einen Grad von Abstrakt-
heit, der lange nicht iberboten wurde. Klein bemerkt dagus: "Trotz der unzweifel-
haften Schdnheit dieses Gebietes mdchte ich jedoch vor einem einseitigen Studium
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warnen. Wenn man sich nur mit Mechanik in dieser Abstraktheit beschdftigt,
bleibt der sSinn fir den konkreten Einzelfall unentwickelt und mit ihm die
Fahigkeit, ein vorliegendes mechanisches Problem wirklich anzusetzen und bis
zur Beherrschung durchzufithren.® {1926, 207)

Die Weiterentwicklung der analytischen Mechanik bewegte sich bis gegen Ende
des 19.Jh. und dariiber hinaus im durch Lagrange, Hamilton und Jacobi abkge-
steckten Rahmen.18 An der Macht der analytischen Methode lief sich jedenfalls
nicht mehr zweifeln, wenn auch die Variations- und Differentialprinzipien zu
einigen Auseinandersetzungen Anlaf boten. (Voss 1901, Abschaitt IV).
Zusammenfassend darf gesagt werden, daB in der Tradition von Lagranges
"MEchanigque Analitique" versucht wurde, die g e s a m t e Mechanik durch még-
lichst w e n i g e analytische Prinzipien zu beherrschen. Je umfassender sich
ein sclches Prinzip auf die Mechanik der Massenpunkte, des starren und des
elagstischen Korpers, sowie auf ein flissiges Mediwu anwenden lieB, je eher
konnte man es an die Spitze a'l 1 e r Untersuchungen stellen. Man wollte keine
gegenstands~-abhdngigen Methoden, sondern mdglichst allgemeine und analytische
elegant handhabbare LeitsHdtze. Das Ideal war eine auf mdglichst wenig empi~
rischen Axiomen beruhende, rein rational erfassbare und algebraisch-analytisch
formulierbare Mechanik - in diesem Sinne eine Nachwirkung des Ideals der Auf-
kldrung, das sich mit gewissen Tendenzen des Neuhumanismus traf.

DaB in dieser Betrachtungsweise die meisten interessanten speziellen Prob-
leme der Mechanik kaum Fdrderung erfuhren, liegt auf der Hand. Bine Ausnahme
hiervon machte nur die Mechanik des Massenpunktes {(Cayley 1862, S13f£.)) und,
damit zusammenhdngend, die Himmelsmechanik. Dies ist nicht erstaunlich, war
doch die Mechanik in der FRassung von Lagrange eine Mechanik der Punkte und
Systeme von Punkten, so daB diese seit jeher den Hauptgegenstand der Unter-
suchung bildeten. In diesem Sinne ist ein starrer oder elastischer Kdrper
sowle ein z8hes oder fllssiges Medium nur ein Punktsystem mit speziellen Be~
dingungsgleichungen. Lagrange selbst, sowie seine Nachfolger, haben denn auch
wenig Bedeutendes zur Kontinuumsmechanik beigetragen. Erst das Genie von
A.L. Cauchy (1789-1857) und andere sich von Lagrange losldsende mathematische

. . - s ; 19
Physiker in Frankreich konnten durch neue Ansdtze einen Durchbruch schaffen.,

3.2. Gegenbewegungen zur analytischen Richtung der Mechanik

Bei Mathematikern und Physikern, die primdr auf das Konkrete, Anschauliche
und experimentell Verfolgbare schauten, machte sich immer mehr die Uberzeugung
breit, daf eine Mechanik im Sinne von Lagrange, und in deren spdteren ab-
strakten Erweiterungen durch Hamilton und Jacobi, nicht das alleinige
ziel der ganzen Entwicklung sein ktnne. Vielmehr ginge es doch darum, die bei
der Mechanik des Massenpunktes, bei der Mechanik des starren Korpers und der
Mechanik dex kontinuierlichen Medien notwendigen Prinzipien fein s3uberlich

herauszuarbeiten und wohl voneinander zu scheiden.



i3

Inm Zentrum der vorliegenden Studie steht nun insbesondere die Mechanik
des starren Kbrpers; es wird die Entstehung und Weiterentwicklung einer Be-
trachtungsweise untersucht, die unter Verwendung geeigneter geometrischer
Methoden das Bewegungsverhalten des starren KSrpers als solchen genauer
analysiert hat. Diese Art Mechanik hat einen eminent geometrischen Charakter,
weshalb sie hier geometrische Mechandik genannt wird,
ein Ausdruck, der in dieser Weise noch nicht verwendet wurde.

Innerhaldb der mechanischen Wissenschaften lassen sich als Gegenbewegungen
zum einseitigen und wenig auf das Praktische und Anschauliche gerichteten Strom
der analytischen Mechanik zwei Gebiete ausmachen, die sich am Anfang des 19.Jh.
zum ersten Male, vor allem in Frankreich, deutlich profilierten:

Erstens die sogenannte technische Mechanik, zweitens die Kinematik und geo-
metrische Mechanik, Die Entwicklung der technischen Mechanik war nach der Er-
findung der Dampfmaschine ohnehin eine Forderung der Zeit, das zweite Gebiet
wurde zudem getragen vom (Wieder-) Aufblilhen der projektiven Geometrie im An-
schluB an G. Monge (1746-1818). Wie sich zeigen wird, traten zumindest in der
Anfangszeit manche Forscher in mehr als einem dieser Gebiete produktiv her-
vor.

Wie man im Laufe der vorliegenden Untersuchungen immer deutlicher fest-
stellen wird, ging es den Vertretern der ge ome trischen
MechandiXk nicht darum, Veranschaulichungen der ohnehin schon vorhandenen
analytischen GesetzmdBigkeiten und Prinzipien auszuarbeiten. Vielmehr war das
Ziel, einen vBllig neuen, von der analytischen Mechanik mehr oder weniger un-
abhdngigen Weg zur Erschliefung und Formulierung der grundlegenden Prinzipien
aufzuzeligen. Hier war vor allem L. Poinsot (1777-1859) wegweisend. Spdter er-
wies sich als geeignetes Mittel zur Formulierung und Darstellung die neu auf-
blihende projektive Geometrie, insbesondere die Liniengeometrie.

Die dem Staat dienende, militirische und technische Zwecke verfolgende
Ecole Polytechnique muBte naturgemdB einen guten Boden abgeben fir die Ent-
stehung eines so in die Zukunft weisenden Gebietes wie die t ec hn i sche
Mechanik.

Wie nicht anders zu erwarten, war auch hier Monge wegweisend, vor allem
durch die in seiner Lehrtdtigkeit voll zum Iragen kommende Verbindung des
Analytischen mit dem Synthetischen sowie des Theoretischen mit dem Ange-
wandten,

Einer der ersten Schiiler von Monge, Lazare Carnot (1753-1823) betonte in
seiner 1783 erschienenen kleinen Schrift "Essai sur les machines en général®
den experimentellen Charakter der Mechanik - ganz im Gegensatz zur Haltung von
d'Alembert, Euler und Lagrange.

Die Arbeiten und die Bedeutung eines weiteren als Wegbereiter der technischen
Mechanik geltenden frithen Schiilers von Monge, Louis Poinsot (1777-1859),
werden weiter unten gewlirdigt (Abs. 4.2). Er hatte fir die Entstehung der geo-
metrischen Mechanik herausragende Bedeutung.

Neben Charles Dupin (1784-1873),dem “Bahnbrecher fiir die heutige Ingenieur-
und industrielle Mechanik" ((Rilhlmann 1885, 309), gelten als eigentliche Be-
griinder der technischen Mechanik Gustav Coriolis (1792-1843) und insbesondere
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Jean Victor Poncelet (1788-~1867). Alle drei waren Schiller von Monge. - Béw
sonders einflufreich waren die Werke "Cours de mécanique, appliqué aux
Machines®, 1826, von Poncelet und "Traité de la mécanique des corps solide

et du calcul de l*effet des Machines®”, 1829, von Coriolis. "Beide Werke haben
im wesentlichen die gleiche Tendenz: sie streben im Gegensatz 2u den abstrak-
ten Formulierungen von Lagranges Mécanique Analitigque ('die vornehme, reibungs-
lose Mechanik') eine synthetische Betrachtung der in den Maschinen auftreten-
den Kraftwirkungen an, unter Beriicksichtigung der tatsdchlichen Verhidltnisse
wile Reibung usw.. Sie sind mathematisch sehr elementar, wir verdanken ihnen
aber die Erarbeitung eines Fundamentalbegriffs, der fir die Entwicklung der
mechanischen Wérmetheorie und fiir die Aufstellung des groBen Satzes von der
Erhaltung der Energies entscheidend werden sollte: des Begriffes der
mechanischen Arbedit?", (Kiein 1926, 75)

Es mufl auffallen, dapB sdmtliche genannten PersSnlichkeiten Schiller von Monge
gewesen waren und zudem (oder deswegen!) -~ auBer etwa Coriolis -~ bedeutende
Beitrdge zur Entwicklung der Gecmetrie geleistet haben. Ein gliédnzender Ver-
treter in dieser Reihe der Doppelbegabungen filir die reine und angewandte
Wissenschaft - ein echtes Erbe von Monge ~ war chne Zweifel Poncelet. In jun-
gen Jahren legte er das Fundament der synthetischen projektiven Geometrie mit
seinem einfluBreichen “"Traité des propriétés projectives des figures” von 1822,
verwickelte sich gleich in einen wilden Streit um die synthetische und analy-
tische Methode, und wendete sich anschlieBend ganz der technischen Mechanik,
sowle der Verwaltungs— und Lehrtdtigkeit Zu.

was Poncelets Denkwelse auszeichnete, war die innige Verschmelzung des Theo-
retischen mit dem Konkreten.zo»mr stellte dabei die reale praktische Anwendung
ilber das Ausarbeiten von Theorien und Hypothesen. Poncelet war in diesen Sinne
ein typilscher Vertreter der Gegenstrémung zur abstrakten Ausrichtung der ana-
lytischen Schulen.
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&, Urspringe der geometrischen Grundbegriffe der Mechanik
4,1 Von Euler bis Monge

Die Wurzeln der geometrischen Mechanik gehen zurlick bis ins 18.Jh.21 Die

ersten Untersuchungen zu den geometrischen Eigenschaften der Bewegung eines
starren K8rpers stammen von J.B, le Rond d'Alembert (171.7-~1783) und L.

Euler (1707-1783). D'Alémbert wies bereits 1749 auf die Existenz einer momen-
tanen Drehachse eines sich um einen Punkt bewegenden starren Ktrpers hin.
Erst etwa 100 Jahre nach 4'Alembert konnte IL.Poinsot {1777-1853) zeigen,

daB jede kontinuierliche Bewegung um einen festen Punkt durch das Abrollen
zweler Kegel aufeinander charakterisiert ist (vgl. Abs. 4.2).

Die néhere Beschdftigung mit der allgemeinsten Bewegung eines starren
Korpers begann mit einer Schrift von G.Mozzi: “"Discorso matematico sopra il
rotamento momentaneo dei corpi", Napoli 1763. Zum ersten Mal wurde hier der
Satz aufgestellt, daB in jedem Zeitpunkt der Bewequng eines starren Kdrpers
die Geschwindigkeitsverteilung gleich derjenigen einer Schraubenbewegung ist.
Oder in der Formulierung der damaligen Zelt: Jede unendliche kleine Bewegung
eines starren Korpers ist eine Schraubenbewegung. Mozzis Arbeit blieb aller-
dings weltgehend unbeachtet. Erst die selbstidndige wiederentdeckung dieses
Satzes durch M, Chasles {(1793-1880) brachte die Forschung auf dem Gebiet der
geometrischen Mechanik in Bewegung (vgl. Abs. 4.3).%

Sieht man von S. Stevin {(1548-1620) und insbesondere von P. Varilgnon
(1654~1722) - er machte das von ihm entdeckte Parallelogramm der Kréfte zur
Grundlage der Statik - ab, so liegt der Ursprung der geometrischen Statik
ebenfalls im 18.Jh..

Und zwar hat Monge zuerst in seinem "Traité élémentaire de statigque" in der
l.Auflage von 1788 die allgemeine Aufgabe behandelt, die Bedingungen fiir das
Gleichgewicht eines Systems beliebig gerichteter Krdfte, die an einem starren
Kérper angreifen, aufzusuchen. Damit im engsten Zusammenhang steht das Prob-
lem der Aequivalenz zweler Krdftesysteme, sowie die Reduktion eines Krifte-
systenms auf ein mdglichst einfaches System. Die Verfolgung der letzteren Auf-
gabe fihrte Monge sehr nahe an die Entdeckung des Nullsystems, ohne dafi er
allerdings diese Beziehung erkannt hﬁtteuzz Monges "Traité ..." hatte vor
allem Bedeutung als erste umfassende, vorwiegend geometrische Darstellung der
Statik fester KoOrper. 8ie war ohne Zweifel von grofiem EinfluB auf Polnsot -
und konnte sich sogar noch nach dessen “"Eléments de statique" von 1803 einige

Zelt behaupten.

®  Auch Augustin Cauchy (1789-1857) entdeckte diesen Satz 1827 neu in
"Sur les mouvements que peut prendre un systéme invariable, libre, ou
assujetti a certaines conditicns', Exercices de MathZmatigues 2,
Paris: De Bure Fréres 1827 = Qeuvres (2) 7, Paris: Gauthier-Villars
1889,»p. 94-120, insbesondere Théordme VI, p. 116.



16

4.2 Louis Poinsot

Die "Eléments de statique" (présentée a 1'Académie le 21 novembre 1803)
zogen zum ersten Mal die Aufmerksamkeit auf den Namen Louis Poinsot (1777-
1859). Dem ausgezeichneten Schiiler von Monge gelang-es, die im wesentlichen
bekannten Gesetze der Statik in einer vdllig neuen und originellen Weise
mit Hilfe der Einfithrung des Begriffs des Kriftepaares ("couple") darzu-
stellen. Er bewies dort z.B. den Satz, daB sich jedes an einen starren
Kérper angreifende Kriftesystem auf eine Binzelkraft und ein Krdftepaar
reduzieren 13dBt (1821, 121f.). Im Abschnitt 6.2 wird dieser Sachverhalt in

heute Ublicher Notation abgeleltet werden.

In dem der 3, bis 10. Auflage der "El&8ments de statique" beigefﬁgten23

Mémoire "“Sur la composition des moments et la composition des aires" (1821,
297-328) (présente& A 1'Académie le 28 mai 1804) fithrte Poinsot die Theorie
der Krdftepaare noch wesentlich weiter. Insbesondere erweiterte er hier den
schon friiher eingefilhrten Begriff der "“axe du couple" (1821, 59) zum Begriff
der einem Kriftepaar zugeordneten gerichteten Strecke (Momentenvektor) und
studierte die entsprechenden Zusammensetzungsregeln (="composition des moments
et des aires"). Die derart bereicherte alte Wissenschaft der Statik wurde etwas
spdter flur M5biusZ4 zum AnstoB einer tiefgehenden Beschdftigung mit der geo-
metrischen Statik (vgl. Abs. III 2}.

Poinsots "Eléments ..." war ein erfolgreiches und vielgelesenes Lehrbuch:

es erlebte 12 Auflagen, die letzte erschien 1877.23

Ebenso wie Monge der dar-
stellenden Geometrie ihre abschlieBende Form gab, filthrte Poinsot die mit
klassisch-geometrischen Methoden arbeitenden Statik zu einer gewissen Vollend-

ung.

Die im reifen Alter verfaBten Arbeiten von Poinsot zur Dynamik des starren
Korpers offenbarten sich als die sch@nsten Friichte seiner Jugendarbeiten zur
Theorle des Kridftepaares. Die "Théorie nouvelle de la.rotation des corps"
(présentée a l'Académie le 19 mai 1834), die “"Théorie des cdnes circulaires
roulantes" (prééentée au Bureau des Longitudes le 17 novembre 1852) und das
Mé&moire "Sur la précession des equinoxes" (présentée 3 1'Académie le 29 juin
1857)25 waren Hdhepunkte des Schaffens von Poinsot.

Die erst 1851 zum ersten Mal vollstidndig gedruckte "Théorie nouvelle de
la rotation des corps" von 1834 ist ein Meisterwerk an Klarheit und innerer
Vollendung. Im ersten Teil entwickelt Poilnsot die geometrisch-kinematischen
Grundlagen der Bewegung eines starren Korpers. Dort findet sich zum ersten
Mal ein expliziter Hinweis auf die Analogie zwischen der Zusammensetzung von
Krédften und derjenigen von unendlich kleinen Rotationen (1851, 14), Die erste
richtig durchgefiihrte Darstellung gab allerdings erst Mdbius (1838). -

Etwas welter unten findet sich der beriihmte Satz:

"De quelque manidre gu'un corps se meuve en tournant autour 4’un
point fixe, ce mouvement ne peut &tre autre chose que celui d'un
certain cbne, dont le sommet est en ce point, et gul roule
actuellement, sans glisser, si sur la surface d'un autre cone
fixe de mé8me sommet®. (1851, 18)
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Indem er die eine bestimmte Bewegung hervorrufenden Krifte studierte, ent-
wickelte Poinsot die Theorie der Trigheitsmomente und der Haupttrigheits-
achsen., Zu Beginn des zweiten Teils fllhrte er den fundamentalen Begriff des
nach ihm benannten Trégheitsellipsoide326ein. Er nannte es "l'ellipsoide
central" (1851, 67}.

Ein HShepunkt des ganzen Buches ist ohne Zweifel der nach Poinsot benannte
Satz:

“Considérez le centre de gravité& du corps, ol, si le corps n'est pas
libre, le point fixe qui fait le centre de sa rotation. Autour ce
point ... imaginez ... l'ellipsoide central.

Si wvous supposez que cet ellipsoide, dont le centre est retenu
immobile au méme point de 1l'espace, roule sans glisser sur un plan

. fixe avec lequel on l1l'a mis en contact, vous aurez la représentation
exacte du mouvement géométrique que suit le corps en vertu du couple
qui 1l'a frappé dang le plan fixe que 1l'on considére. ... la vitesse
angulaire avec laquelle il tourne a chagque instant sur le rayon mend
du centre au pointde contact, est proportionelle 3 la longueur méme
de ce rayon ..." (1851, 77f).

Daran anschliefBend betrachtete Polnsot die durch die momentane Drehachse
auf dem Ellipsoid und auf der invarianten Ebene erzeugten Kurven. Erstere
nannte er Pol hodien, letztere He rpo lhodien (1851, 94).
Der zweite Teil schlieBt mit einer Ableitung der Eulerschen Bewegungsgleich-
ungen, basierend auf den vorangegangenen kinematischen und dynamischen Uber-
legungen., Er zeigte, wie durch einige leichte Umformungen der genannten Gleiche
ungen die von ihm unabhingig von denselben abgeleiteten Sdtze ohne weiteres
abgelesen werden kbnnen. Er setzte aber mit Recht hinzu:

"Car si les th&orkmes sont d&ja connus, on découvre bien vite les
tranformations & faire pour que les &guations y répondent; mais
quand on n'a aucune id€e de ces th&oré@mes, on ne transforme guére

] ~ 3 -
qu'au hasard, et le plus souvent on n'‘arrive a rien." (1851, 121}

poinsot hatte sehr genau angegeben, was ihn zu seinen Untersuchungen ver—
anlaft hatte und zu welchem Ziel er sie filhren wollte, In einem sich an den
oben zitierten Hauptsatz anschlieBenden Abschnitt mit der Uberschrift
“"Réflexion générale" schrieb er, auf die synthetische Methode anspielend:

"Nous voild donc conduit par le seul raisonnement 3 une idée claire
que les géom&tres n'ont pu tirer des formules de 1'analyse. C'est
un nouvel Exemple qui montre l'avantage de cette mé8thode si simple
et naturelle de considérer les choses en elles-mémes, et sans les
perdre de vue dans le cours de raisonnement". (1851, 78)
An anderer Stelle, nachdem er die Bemithungen Eulers,d'Alemberts und vor
allem Lagranges zur Mechanik des starren Kdrpers gewlirdigt hatte, fuhr er fort:

"On peug bien, par ces calculs plus au moins longs et compliqu&s, par-
venir & déterminer le lieu ol se trouvera le corps au bout d‘'un
temps donné; mais on ne voit point du tout comment le corps v
arrive: on le perd entiérement de vue, tandis qu'on voudrait
1'observer et le sulivre, pour ainsi dire, des yeux dans tout le cours
de sa rotation". (1851, 2)
Damit formulierte Poinsot eines der wichtigsten aAnliegen der sich mit der
geometrischen Mechanik beschidftigenden Mathematiker und Physiker.
Poinsot verdammte keineswegs das rechnerische Vorgehen, er mdchte es nur
in seine Schranken weilsen. In seiner "Théorie nouvelle de la rotation des
corps" kommen ausgedehnte Rechnungen vor - aber erst im zweiten und dritten

Teil, nachdem er die Theorie geometrisch (synthetisch) begriindet hat.
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"Ailnsi notre vraie mé&thode n'est que cet heureux mélange de

l1tanalyse et de la synthése, ol le calcul n'est employé que comme

un instrument. Instrument précieux et nécessaire sans doute, parce
qu'il assure et facilite notre marche, mais qui n'a par lui-m€me
aucune vertu propre, qui ne dirige point l'esprit, mais que l'esprit
doit diriger comme tout autre instrument.™ (1851, 79)

Poinsot erwies sich hier als wahrer Schiller von Monge und galt mit Recht
als einer der hauptsdchlichen Fihrer und Gestalter der Neugeburt der Geometrie
im Frankreich der ersten Hilfte des 19.Jh.. Insbesondere war er z.B., dafir
verantwortlich, dafl 1846 eigens fiir Chasles an der Sorbonne ein Lehrstuhl fiir
hthere Geometrie eingerichtet wurde.27

Von wenigen Ausnahmen wie, 2.B. Chasles abgesehen, rief das neue Werk (1851)
von Poinsot ilber die Rotation eines starren Korpers keine Begeisterung hervor,
Man wollte nichts neuves darin finden. Was tatsdchlich n e u war, war weniger
eine Theorie als das me t hodische Vorgehen~ und mit einem
solchen tun sich allemal die Zeitgenossen schwer! Poinsot hatte dies voraus-
gesehens

"... il est bien clair gu'aujourd'hui rien ne serait plus aisé que de
retrouver nos théorémes dans les expressions analytiques d'Buler ou
de Lagrange, et méme de les en d8gager avec un air de facilité qui
ferait croire que ces formules devaient les produire spontan@ment".
(1851, 79)

Diese ableltungen hat Poinsot bereits durchgefithrt, wie wir oben erwdhnt
haben. Er wies dabei auch darauf hin, daf dies im nachhdineiln
wohl leicht m&glich sei.

Sein Gesamtwerk zur Mechanik wilirdigend, dirfen wir sagen: Poinsot schuf
in genialer Weise eine geometrische Beschreibung der Mechanik des starren Kor-
pers und gab ihy im klassischen Rahmen der Gacmetrie eine gewisse abgeschlossern-
heit. Daraus erkl8rt sich der zeitlose Charakter seiner Schriften, welcher es
heute noch lohnend macht, sie zu studieren.

Eine ndhere Analyse des Vorgehens von Poinsot offenbart uns allerdings den
Cegensatz zu den Begriindern der geometrischen Mechanik sehr deutlich. Poinsot
geht in seinen beiden Hauptwerken, den "El&ments de statigque" und der “Théo-
rie nouvelle de la rotation des corps" immer von dem statisch bzw. kinematisch
und dynamiscﬁ Einfachsten aus und schreitet weiter zur Betrachtung immer komplie-
zierterer Fdlle, bis hin zun allgemeinsten Fall. In seiner "Théorie nouvelle..®
mdchte er durchaus den starren Korper ins Zentrum der Betrachtung stellen,
spricht aber doch immer wieder wvon den "molé&cules" des Korpers und analysiert
deren Bewegungen, um sich so0 ein Gesamtbild der Bewegung gleichsam geometrisch
integrierend aufzubauen. Es lag gar nicht in seiner Absicht, die allgemeinste
Bewegung eines starren Korpers zum Ausgangspunkt der Mechanik zu machen, um
daraus alle speziellen Bewegungen abzuleiten, sowie die Bewegung von Massen-
punkten zu charakterisieren. Dazu hdtten ihm auch die geometrischen Hilfs~
mittel, wie etwa die Liniengeometrie, gefehlt.

Indem er sich auf der einen Seite von seinen analytischen Vorliufern
Euler und d*alembert und seinen Zeitgenossen Lagrange, Hamilton und Jacobi
durch seine geometrische Betrachtungswelse distanzierte, konnte sich Poinsot
ihrem EinfluB bezliglich des aufbaus der Mechanik des starren K8rpers aus der
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Mechanik des Massenpunktes nicht ganz befreien. Auch hier zeigt sich
Poinsots Darinnenstehen in zwei Zeitstrdmungen. Er war weder ein Vertreter
der mechanischen Tradition des 18.Jh., noch eigentlich ein Pionier der geo-
metrischen Mechanik des 19.Jh.

"Prés-8loignéd de subir l'influence de son &poque, Poinsot n'a pris
moddle, en effet, sur aucun maitre, n'a &td imit® par aucun disciple;
sa maniére ne saurait appartenir ni 3 un sidcle ni 3 une &cole, elle
est individuelle comme celle de Pascal, & laquelle elle ressemble
plus qu'd aucune autre, parce que peut-8tre, en différent sur plus
d’un point de 1l'auteur des 'Pensdes’, Poinsot, de méme gue Pascal,
était un délicat et vigoureux esprit plus encore qu‘un grand géo-
métre." (Bertrand 1872, XXVIII)

4.3 Von Poinsot zu Chasles und M&bius: Die Entdeckung des Nullsystems

Der EinfluB von Poinsot auf die Entwicklung der geometrischen Mechanik 188t
sich nicht allein aus den Resultaten seiner Werke ableiten. Vielmehr wurde
seine Methode, sein klarer geometrischer Stil, zum Vorbild mancher Geometer.
Hier ist zundchst M. Chasles (1793-1880) zu nennen und dann vor allem A.TF,
M8bius (1790-1868).

Angeregt durch Poinsots fruchtbare geometrische Behandlung der Statik
wendete sich Michel Chasles der Kinematik des starren Xdrpers zu. Noch vor dem
Erscheinen der ersten Abhandlung von Poinsot zur Bewegung eines starren Kdrpers,
der"Théorie nouvelle de la rotation des corps" von 1834, studierte Chasles
unter wesentlich erweiterten Gesichtspunkten die momentane Bewegung eines
starren KSrpers in einer Arbeit aus dem Jahre 1830: "Note sur les propriétés
génBrales du systdme de deux corps ...". Er bewies dort - ohne die Arbeit von
G.Mozzi gekannt zu haben -

"quand on imprime a un corps solide libre un mouvement infiniment petit,
il existe toujours dans ce corps une certain droite qui glisse sur
elle-mé@me pendant que le corps tourne autour de cette droite, de sorte
que le mouvement du corps n'est autre que celui d'un vis dans son
écrou"., (1830, 324}
Chasles begann bereits in dieser Arbeit Betrachtungen iber geometrische Be-
ziehungen zweier {(endlich oder unendlich benachbarter) Lagen eines starren
K8rpers im euklidischen Raum durchzufilhren und legte so die Keime fir zwel in
der Folge duBerst fruchtbare Forschungsgebiete: Erstens der Zusammenhang der
unendlich kleinen Bewegung eines starren Kdrpers mit dem Nullsystem, und
zweltens die durch zwel Lagen eines starren Korpers induzierte kollineare Ver-
wandtschaft zwischen kongruenten Rdumen. Letztere gibt AnlaB zur Betrachtung
eines quadratischen Komplexes (spdter von Lindemann (1874) Charakteristikenw
komplex genannt),der aus den Verbindungsgeraden entsprechender Punkte be~
steht. Das Studium der Beziehungen kongruenter Rdume wurde zum bevorzugten
Forschungsgebiet von Chasles (vgl. Abs. III 5).

Zur vollen Einsicht in die durch die unendlich kleine Bewegung eines starren

Korpers induzierte (Null~) Korrelation gelangte Chasles erst in dem seinem
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"Apergu historique ..." von 1837 angefligten "M&moire de géométrie sur deux
principes gén€raux de la science, la dualit® et l'homographie":

... gquand une figure, de dorme quelcongue, &prouve-.un déplacement

infiniment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses points
enveloppent une seconde figure qui est c o rr él ative de la
premidre", (1875, 676)

Chasles gi}t als eigentlicher Begriinder der Geometrie der Bewegung, d.h.
desjenigen Teilgebietes der Kinematik, welches vom zeitlichen Verlauf einer
Bewegung abstrahiert und nur die rdumlichen Lagen ins Auge faft, die das be-
wegliche Gebillde nacheinander einnimmt {Schoenflies/ Griibler 1902,193).

Mit Statik befaBte sich Chasles ohnehin nur am Rande. In dem "Memoire ..."
erwshnt zwar Chasles den Zusammenhang des Nullsystems mit der Statik (1875,
679f), ohne jedoch ausfihrlicher darauf einzugehen. -~ In einer Abhandlung aus
dem Jahre (1839, 349) gibt Chasles eine rein geometrische Definition des Null-
systems mit Hilfe einer Involution auf einer Geradenschar eines einschaligen
Hyperboloides.28

In seinen spdteren Arbeiten kam Chasles von verschiedenen Seiten immer wie-
der auf das Nullsystem und seinen Zusammenhang mit den unendlich kleinen Be-
wegungen und den Krdftesystemen zuriick. Er entdeckte im Anschluf3 an derartige
Untersuchungen eine Fiille von Sitzen zur infinitesimalen Bewegung eines star-
ren Korpers sowie deren Beziehungen zu hdheren geometrischen Gebilden wie Raum-
kurven dritter Ordnung, Komplexe zweiten Grades usw.29 Chasles gelangte so in
unmittelbare Ndhe des fundamentalen Zusammenhangs der Liniengeometrie mit
der Mechanik des starren K&rpers. Jedoch erst Pliicker und Klein machten diesen
Zusammenhang zur Grundlage ihrer mechanischen Studien.

Chasles war primir Geometer: er interessierte sich fiir geometrische S&dtze
im Zusammenhang mit der Kinematik. Eigentliche mechanische Untersuchungen lagen
ihm eher fern. So kxommt es, dal Chasles wohl viele Einzelheiten zur geometrischen
Mechanik beigesteuert hat, flr die eigentliche Begriindung derselben als eigen-
stdndige Theorie aber kaum Bedeutung hat. Eine gewisse Ausnahme hiervon machen
nur seine spekulativen Aussagen zum Dualit8tsprinzip in der Mechanik (vgl.
abs. 5).

Neben Chasles und MObius wird die Entdeckung des Nullsystems noch G,Gior-
gini {1795-1874) zugeschrieben.30 Er hat aber flir die Entwicklung unseres
Gegenstandes Keine weitere Bedeutung, sodaf wir nicht ndher auf seine Arbeiten
einzugehen brauchen.
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5. Michel Chasles
5.1 Das Dualitd@tsprinzip in den mathematischen Wissenschaften

Michel Chasles (1793-1880) war durch und durch Geometer. Obwohl er selbst
vor allem die synthetische Methode benutzte, gab er keineswegs der synthe-
tischen oder analytischen Methode allein den Vorzug:

"Hitons-nous de dire, cependant, pour &viter toute interprétation
inexacte de notre but et de notre sentiment sur les deux méthodes
quil se partagent le domain des sciences math&matiques, que notre
admiration pour l'instrument analytique, sl puissant de nos jours,
est sans bornes, et que nous n'entendons pas lui mettre en paralléle,
sur tous les points, la méthode géométrique. Mais, convaincu gu'on
ne saurait avoir trop de moyens d'investigation dans la recherche
des vérit&s mathé&matiques ..." (1875, 2f)

unternimmt es Chasles, seinen Beitrag in diesem Sinne zu leisten.31

Chasles schien eine besondere Neigung zum Dualitdtsprinzip in der pro-
jektiven Geometrie des Raumes gefaBt zu haben; dieses besagt, daB jeder Be-
ziehung zwischen Punkten, Geraden und Ebenen eine andere entspricht, in der
“Punkt" und "Ebene" vertauscht sind.

"L'application des m8mes id&es de dualité peut s'étendre & la
MEcanique. En effet, l'&l&ment primitif des corps auquel on appligque
d'abord les premiers principes de cette science, est, comme dans la
Géométrie ancienne, le p o i n t math8@matique., Ne sommes-nous pas
autoris&s & penser, maintenant, gu'en prenant le p 1 an pour
l'@lément de 1'Btendue, et non plus le p o i n t , on sera conduit
3 d'autres doctrines, faisant pour ainsi dire une nouvelle science?
Et s'1l existe un principe unique pour passer de cette science 3
l'ancienne, comme le th&oré&me de G8ométrie qui &tablit la corr&lation
des propri&tés de 1'&tendue figurée, ce principe sera la base d'une

dualité& semblable, dans la science du mouvement des corps".
(1875, 409) :

Chasles hielt hier nicht inne, sondern iberlief sich seinen Spekulationen,
die ihn mit sich fortrissen:

"Peut-on prévoir méme ol s'arr@teraient les conséquences d'un tel
principe de d u a 1 1 t &? Aprés avoir 1i® deux 3 deux tous les
ph&nom&nes de la nature, et les lois math&matiques qui les gouvernent,
ce principe ne remonterait-il point aux causes mé€mes de ces phéno-
ménes? Et peut-on dire alors qu'd la loi de la gravitation ne corres-
pondrait point une autre loi qui jouerait le mé&me rdle que celle de
Newton, et servirait comme elle 3 1l'explication des phé&noménes
célestes? Et si, au contraire, cette loi de la gravitation é&tait elle-
méme sa corrélative dans l'une et 1l'autre doctrine, ainsi que peut
8tre une proposition de Gé€ométrie dans la dualité de 1'E&tendue
figurée, ce serait alors une grande preuve qu'elle est véritablement
la supré&me et unique loi de 1'Univers". (1875, 412)

5.2 Chasles Bemerkungen zur geometrischen Mechanik
Direkt anschlieflend an obiges Zitat leitet Chasles seine Bemerkungen zur
geometrischen Mechanik mit den Worten ein:

"Hitons-nous de justifier ces idées ... par quelques réfléxions sur
ce gui nous parait avoir &té& d&ja fait, et pouvoir &t& continu&, dans
le sens de cette corrélation (= duale projektive Verwandtschaft, vgl.
(1875, 587)] que nous supposons devolr exister entre les théories
relatives au mouvement de translation, et celles gui sont relatives
au mouvement de rotation", (1875, 412)

Indem er auf die Vorarbelten von Euler und Lagrange hinwies, erwdhnte Chas-
les seine Arbeit (1830), in welcher er zeigte, daf jede infinitesimale Bewegung
eines starren Kdrpers eine Schraubenbewegung ist (Abs. 4.3).
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Sich den Rotationen zuwendend, formulierte er ohne Beweis den Satz, das
sich jedes System von unendlich kleinen Rotationen um beliebige Achsen immer
auf unendlich viele Arten durch zwei Rotationen um zwei verschiedene Achsen
ersetzen l1&iBt. Dabei kann die eine Achse auch im Unendlichen liegen, falls
die andere gerade gleich der Schraubungsachse ist.

Um zu zZeigen, wie einfach sich beliebige Systeme wvon Rotationen konkret zu-
sammensetzen lassen, wies Chasles auf die Analogie der Zusammensetzung von
Kraften und derjenigen von unendlich kleinen Rotationen hin. Wie ersteres von-
statten geht, ist damals schon geniigsam bekannt gewesen und lbertrug sich
durch diese Analogie ohne weiteres auf Rotationen.

Diese Analogie schien Chasles nach eigenem Zeugnis zum ersten Mal bei La-
grange kennengelernt zu haben, der sie bei der Zusammensetzung von Drehungen,
deren Achsen durch einen Punkt gehen, bemerkte. Chasles dehnte sie ohne weitere
Begriindung auf die Zusammensetzung beliebiger unendlich kleiner Rotationen
aus. Gleichzeitig und unabhingig von Chasles kommt auch M8bius (1837, 263f)
iber den genannten Spezialfall - ohne hier direkt auf Lagrange hinzuweisen -
zur Einsicht in die allgemeine Giiltigkeit dieser Analogie (vgl.Abs. III 3.2).
Er kann nun allerdings eine Begriindung geben, die auf eigenen Vorarbeiten be-
ruht, und die er (1838) ausfilhrlich darstellt.

Nach diesen Vorbereitungen ging Chasles dazu iber, bei der Bewegung eines
starren K8rpers, anstatt auf das Verhalten der Punkte zu achten, das Verhalten
von Ebenen, die mit dem KSrper starr verbunden sind, zu beschreiben. Solche
Ebenen dachte sich Chasles speziell in den Achsen der Rotationen, durch welche
die Bewegung eines starren Korpers nach den obigen Ausfiithrungen bestimmt wer-
den kann. Auf dieser Grundlage leitete er einige kinematische Sdtze ab, welche
die Bewegung der genannten Ebenen genauer, auch quantitativ, charakterisieren.
SchlieRBlich kulminierten seine Ausfilhrungen in der Aufstellung eines Prinzips
der virtuellen Rotation in Analogie zum Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten:

"nuand un corps soumis & plusieurs rotations est en €quilibre, si on
lui fait éprouver un dérangement infiniment petit, les plans menés
par les axes de rotation &prouveront des rotations e f fect ives
sur eux-mémes; nous les appelerons les rotations vi rtuelles
de ces plans.

La condition d'équilibre du corps pourra s'exprimer par une &quation
qui nous offriraun principe des rotations

virtuelle s, analogue au principe des vitesses v i r t u ~

el 1l e s. Voici ce principe:

Quand différents plans d'un corps
solide sont soumis &8 des rotations
auntour de différents axes co2ntenus
dans ¢ces plans; pour gue c¢ces rotations
se fassent 8quilibre il faut que si

1'on donne au corps un mouvement infini
ment petit guelcongue, et gqu'on fasse,
pour chague plan le produit de s a
rotation imprimé par sa rotation
effective et par le cosinus de 1" angle
gque font entre eux les axes des ces deux
rotations, 11 faut,dis-je etil suffit
gue la somme de tous ¢ces produits soit
eggale a zé&ro". (1875, 414)

Mit Recht faBte Chasles seine kurze Skizze mit den Worten zusammen:
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"Ce qui pré&céde suffira pour bien fair comprendre comment nous avons

entendu qu'il était possible de créer de nouvelles doctrines dans

la MB8canique rationelle, en substituant dans les theories actuelles,
pour ce qui concerne le mouvement général d'un corps, les mouvements
de rotation aux mouvement rectilignes, et, pour ce qui concerne les

corps eux-mémes, considérés comme parties de 1'Etendue, les

Pl ans aux points, comme on peut faire dans la G8ométrie analy-

tique". (1875, 414)

Chasles war sehr Uberzeugt von der Fruchtbarkeit seiner Ideen, zumindest
fir die theoretische (rationelle) Mechanik. Er glaubte gezeigt zu haben, daB
sich mit dem Begriff der Rotation genauso leicht umgehen 138t wie mit dem ge-
ldufigeren der Translation.

Chasles ndhere Angaben zur Dualit¥t zwischen punkthaft-translatorischen und
ebenenhaft-rotatorischen aAspekten der mechanischen Grundbegriffe - nahegelegt
durch die mit Hilfe von Ebenen studierten Rotationen -, halten allerdings einer
ndheren Priifung nicht stand. Die Begeéisterung fir das Dualitdtsprinzip hatte
ihn hier zu Aussagen verfiihrt, die er offenbar nicht genauer nachpriifte.32
So erwdhnte er "la singuliére analogie gqui a lieu entre les forces et leurs
moments par rapport & un point fixe" (1875, 415), die sich durch die Poinsot-
sche Theorie der Krdftepaare erklédre. "Cette concordance se retrouve, dans la
Dynamique, entre les mouvements rectilignes et leurs moments par rapport 3 un
point". (1875, 415) Aber weder Einzelkraft und Kriftepaar, noch Translation
und Rotation lassen sich im euklidischen Rahmen in irgendeinem prdzisen Sinne
als analog oder dual zueinander bezeichnen (vgl. dazu Abs. 6).

Die Theorie der Kriftepaare ("couples") nach Poinsot schien filir Chasles
Uberhaupt in vollkommenem Einklang mit seinen Ideen zur Korrelation zwischen
den mechanischen Grundbegriffen zu sein:

"partout, en effet, les couples jouent le méme rdle gque les simples
forces, celles~ci semblent desting&es au mouvement de translation, et
les couples au mouvement de rotation; les uns et les autres sont
?oumis aux)mémes lois mathématiques de composition et de décomposition®.

1875, 415

Chasles unterlag hier einem Irrtum, der noch lange das tiefere Verstdndnis
der geometrischen Mechanik behindern socllte. Einzelkridfte verursachen im allgew
meinen Keineswegs reine Translationen, ebenso wie Kriftepaare (=Drehmomente}

im allgemeinen keine reinen Rotationen erzeugen. Der Grundfehler liegt in der
Annahme, es miiBe lberhaupt ein unmittelbar ursdchliches Verhdltnis zwischen

den kinematischen Begriffen (Pranslation und Rotation) und den dynamischen Be~
griffen {Einzelkraft und Kriftepaar) bestehen. Dies ist aber nicht der Fall.
(Dieses MiBverstdndnis wurde erst von Felix Klein klar durchschaut, vgl.Abs.

V 2.6.) Die Beziehungen der Grundbegriffe der geometrischen Mechanik unterein-
ander sind um einiges subtiler, wie sich im Laufe der vorliegenden Betrachtungen
herausstellen wird.

Trotz diesen Einwinden zu den Einzelheiten der von Chasles angefiihrten Be-
griindungen, miissen wir seinen allgemeinen Uberlegungen zum Dualit8tsprinzip
prophetische Bedeutung zumessen. S0 zeigte sich durch die Einbettung der geo-
metrischen Mechanik in die projektive Geometrie (mit einer allgemeinen MafB-
bestimmung), daf die translatorischen und rotatorischen Grundbegriffe der
Dynamik tatsHchlich in einem echt dualen Verhiltnis zueinander stehen (vgl.
Kap. VI). '
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6. Zusammenfassende Betrachtung der Leistungen von Poinsot und
Chasles
6.1 Grundbegriffe der geometrischen Mechanik

Die Entdeckung des Nullsystems (Tabelle 1)

Historisch wurde das Nullsystem zuerst nicht als eine spezielle Korrelation
des projektiven Raumes entdeckt, sondern iber dessen Zusammenhang mit der Kine-
matik und der Statik. Chasles entdeckte es wohl zuerst aus kinematischen Uber-
legungen heraus (statische Uberlegungen spielten bei ihm immer nur am Rande
eine Rolle), ging aber sofort zu rein geometrischen Betrachtungen iiber.

Poinsot legte durch seine “"Elé&ments de statique® und die darin behandelte
Reduktion von Krdftesystemen auf eine Einzelkraft und ein Kraftepaar den
Grund fir die Entdeckung::des Nullsystems durch Giorgini und Mobius.

Tabelle 1

= Allgemeinste Bewegung
eines starren Kdrpers

Chasles 1837

Chasles System von Rotationen System von Kraften
1830 Chasles 1837 I Poinsot 1803
Schraubenbewegung Dyname
(Translation + Rotation) (Einz?lkraft + Krdfte-
paar

1837 //

Chasles 1837,Giorgini
1828, Mobius 1833

/

Nullsystem
(Nullkorrelation)

Chasles gibt allerdings selten Beweise seiner Entdeckungen. Wie wir sahen,
halten seine Resultate auch nicht immer einer genaueren Priifung stand. Eine
klare Einsicht in die Beziehung dieser Begriffe untereinander hatte wohl erst

M8bius (vgl. Abs. III 2}.
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Analogien und Symmetrien in den Grundbegriffen der geometrischen Mechanik
{(Tabelle 2)

Hier sind die Einsichten von Poinsot und Chasles sehr rudimentir. Man kann
erst von einem tastenden Ahnen der richtigen Verhdltnisse sprechen. Der Zu-
sammenhang mit der Theorie des Nullsystems wird noch nicht explizit herge-
stellt. Auch hier war erst wieder MSbius bahnbrechend.

Tabelle 2
Kinematisch Dynamisgch
{Rotatorisch) Rotation Drehmoment
= Krdftepaar
Rotationssystem
{%)
(Translatorisch) | Translation Einzelkraft
= Rotationspaar
Kraftsystem

Die Analogie (%) wurde von Poinsot 1834 und Chasles 1837 ausgesprochen, aber
nicht in ihrem Wesen aufgekldrt und begriindet.

6.2 Exkurs in die heute iubliche Darstellung einiger Grundbegriffe der
geometrischen Mechanik

zur Zelt von Poinsot, Chasles und MSbius wurden alle Beziehungen, die wir
heute mit Hilfe der Vektor-Notation ausdriicken, in Komponenten ausgeschrieben.
Zum besseren Verstdndnis skizzieren wir hier den heute iblichen Vektor-
kalkiil zur Beschreibung von Krdfte-und Rotationssystemen anhand der Arbeiten
von Poinsot und Chasles.

Eine Kraft F mit der wirkungslinie g ist eindeutig charakterisiert,
beziiglich eines Punktes C , durch den Kraftvektor f und das Moment f be-
ziiglich 0 , wobei (Fig.l)

Figur 1

H
i

ry % £f = ry%r,

und folglich
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Man schreibt nun abklirzend die Kraft. F als Vektorpaar:
F = (£;£) mit £-f =0 . Diese Darstellung von F 1ist aber abhdngig vom
Ursprung: Bezliglich eines um t verschobenen Ursprungs O' gilt:

r-'

1= rl-t und ré = rz-t , folglich

Vo2 ) oot = roer. = f
£ x r Io=ry £

£

x

rix ré (rl-t) x(rz-t) = r + (r2 -rl)x t

1 2

i f4+ £xt,
also geht (£,F) {ber in (f; F + £xt) .

Vom geometrischen Gehalt her geht diese Darstellung einer Kraft be-
ziiglich eines Punktes O zurilick auf Poinsot. Es handelt sich eigentlich um
die Reduktilon einer Kraft F bezliglich eines Punktes O (Fig.2).
Das Resultat ist eine an 0 angreifende Einzelkraft (£;0) und ein Krifte-
paar (0/f) = (£;f) + (-£;0) , sodaB die Poinsotsche Reduktion sich formal
darstellt als

(£;E) = (F,0)+(0:F) .

Figur 2

Jede einzelne Kraft eines Kriftesystems 148t sich bezliglich O reduzieren.
wWie Poinsot fand, gilt offenbar

1

Filhren wir die Bezeichnungen w =§:fi . W =§:fi ein, so wird Z(fi; fi)
{(w;W) ., wobei (w,0) wieder eine an O angreifende Einzelkraft und
(0O; W) ein Kriftepaar darstellt. Damit haben wir bereits den allgemeinen Satz
von Poinsot: Jedes beliebige Kriftesystem 138t sich bezliglich eines Punktes
reduzieren auf eine Einzelkraft und ein Kréadftepaar.

Im allgemeinen ist dabei w-:w # O , denn sonst wire das Krdftesystem einer
Einzelkraft dquivalent.

Die Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht des an einem starren Kdrper
angreifenden Krdftesystems (fi ’ fi) , 1i=1,2,...,n sind nun einfach

W =Zfi = 0 , w ”251 =Zrixfi = 0 .

In dieser Form, natiirlich in Komponenten, stehen sie bereits bei Poinsot
(1832, 105-110), und bilden den HBhepunkt des ersten Teils seines Buches

"Elémentg de statigue" wvon 1803.
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Die Trdgergerade oder Wirkungslinie g der Kraft F ist durch letztere
eindeutig bestimmt. Umgekehrt haben einfach unendlich viele Krdfte dieselbe
wirkungslinie. Sie unterscheiden sich nur durch den absoluten Betrag von f .
Deshalb ist es sinnvell (p,;P) mit (psp) = A {(£F) , ae R, als die
Koordinaten der Geraden g 2zu bezeichnen. Bei diesen Koordinaten spielt also
der absolute Wert ihrer Komponenten keine Rolle, sondern nur deren Verhdltnis,
Manchmal ist es bequem, (p;P) so zu normieren, das |[p| = 1 , dann ist
ndmlich A(p;p) die Kraft mit der Intensitdt (d.h. dem Betrag) A 1li3ngs der
Geraden g .

Die formale Behandlung von unendlich kleinen Drehungen geht nun ganz
entsprechend, allerdings mit einem grunds&tzlichen methodischen Unterschied:
Bel der Reduktion und Zusammensetzung von Kriften muB jede mathematische
Operation experimentell abgesichert sein; dagegen handelt es sich bei der
infinitesimalen Drehung um einen kinematischen Begriff, der rein mathematisch
entwickelt werden muf.

Das Vektorpaar (s;s) mit s.§5 = 0 bezeichnet eindeutig eine Drehung,
denn auch diese ist bestimmt durch eine Achse und einen darauf verschiebbaren
Vektor, den Drehgeschwindigkeitsvektor s .

Die Reduktions- und Zusammensetzungsregeln sind formal dieselben wie bei
den Kriften, sodaB das Reduktionsgesetz hier lautet: Jedes System von Dreh-
ungen (si;Ei) , i=1,2,...,n , 148t sich bezliglich eines Punktes O
reduzieren auf eine Drehung mit der Achse durch O wund ein Drehpaar (das ist
eine Translation):

2sy 58 = (Xs; 1XE )
und mit  d=)s; ., &= X5, wird
sy 33 = (@A = (@0 + (0D

Drehung + Drehpaar {(Translation).
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Kapitel IIT

Die Begrindung der geometrischen Mechanik: August Ferdinand MSbius

1. Die Mathematik in Deutschland im Schatten Frankreichs und der
Ecole Polytechnique

Bevor wir uns dem wWerke von A.F, MSbius (1790-1868) zuwenden, miissen wir
untersuchen, weshalb neue Impulse zur Entwicklung der Geometrie nun mehr und
mehr aus Deutschland und Xkaum noch aus Frankreich kamen. Diese Betrachtungen
werden zugleich den allgemeinen mathematik- und kulturhistorischen Hinter-
grund erhellen, vor welchem die Arbeiten von Mdbius und J.Plicker (1801-1868)
zu sehen sind (vgl. dazu auch Abs. IV 1).

1.1 Die Ecole Polytechnique und die Reformierung des Unterrichtswesens
in Deutschland

Seit dem Tode von G.W. Leibniz (1646-~1716) wurde es im deutschen Sprachraum
still um die Mathematik. Das Peld beherrschten nun Johann und Daniel Bernoulli
(1667-1748 und 1700~1782) , L.Euler (1707-1783), die alle ihre Hauptaktivitidt
auBerhalb Deutschlands entfalteten oder zur Wirkung brachten.l Erst mit C.F.
Gauss (1777-1855) begann in Deutschland die eigentliche mathematische Forschung
wieder. Seine Bedeutung fir das Aufbliihen der Mathematik im Deutschland des
19.3h, 1lag8t sich kaum Uberschitzen. Gauss wirkte allerdings viel mehr durch
das, was er schrieb, als das, was er lehrte. Bine eigentliche Lehrtdtigkeit
hatte er nie entfaltet, ja sie war ihm zeit seines Lebens eine Last (Klein
1926, 60)).

Tatsdchlich entfaltete sich erst Anfang des 19.Jh. ein Fachstudium der
Mathematik an deutschen Universit‘éten.2 Mit entscheidend fiir diese Entwick-
lung war der gegen Ende des 18.Jh. entstehende Neuhumanismus. Darunter ver-
steht man die wiledererwachende Beschiftigung mit der Antike, vertreten vor
allem durch wWilhelm wvon Humboldt (1767-1835),ferner durch G.E.Lessing (1729~
1781), J.G. Herder .(1744-1803), J.W. Goethe (1749~1832) und F. Schiller
(1759-1805). Der Humanismus bildete am Anfang der Neuzeit eine Art Gegenbe-
wegung zur Scholastik und der Vorherrschaft der Kirche, seine Ideale, die sich
am Studium der Antike orientierten, wurden nun wieder ins BewuBtsein gerufen:
Ausrichtung allen Handelns auf den Menschen, auf dessen eigentliche geistige
Bestimmung, unter Ausschlufl alles desjenigen, was ihn sich selbst entfremdet,
wie etwa die Unterwerfung unter ibermenschliche Michte oder wWahrheiten (Schmidt
1978, 282f).

Die 1810 durch wWilhelm von Humboldt gegriindete Universitdt Berlin war
streng den Idealen des Neuhumanismus verpflichtet, was insbesondere in der
stark geftrderten Pflege der Geisteswissenschaften und der Altphilologile zum
Ausdruck kam. Der Natur~wissenschaftlichen Forschung sowie den mathematischen
wissenschaften kam zundchst in diesem Rahmen keine besondere Bedeutung zu.

Man fiilhlite sich allgemein mehr zur idealistischen Naturphilosophie hingezogen,
in welcher versucht wurde, aus den inneren GesetzmidBigkeiten der Begriffswelt
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heraus zu relevanten Aussagen iber die Natur zu kommen, Dabei spielte wchl

die Anschauung der Natur, nicht aber ihre experimentelle Zergliederung eine
wichtige Rolle. Von dieser Seite allein 138t sich also das in den zwanziger
Jahren beginnende Blihen der experimentellen und theoretischen Forschung nicht
ableiten. Wir sehen hauptsdchlich zwei Str8mungen, die den Hintergrund fiir

die Initiativen einiger bedeutender Perstnlichkeiten abgaben.

Erstens flilhrte die mit der Verbreitung der Dampfmaschine einhergehende
Industrialisierung, sowie der dadurch stark gefdrderte Handel und Verkehr,
zusammen nmit der inzwischen eingetretenen Gewerbefreiheit zu einem verstdrk-
ten Interesse an: den Naturwissenschaften Uberhaupt, insbesondere der Mathe-
matik. Diese Entwicklungen faBten in Deutschland allerdings nur zdgernd FuB:
"Deutschland stand zu Beginn des Jahrhunderts ohne bedeutende Tradition in
den Naturwissenschaften, auch auf diesem Gebiet - ebenso wie in seiner wirt-
schaftlichen Entwicklung - hinter den westeuropiischen Lindern weit zuriick.
wdhrend in England und Frankreich die geistigen Energien und Leistungen auf
die Gestaltung und Umgestaltung der wirtschaftlichen Lebensbereiche gerichtet
waren, bedeuteten in Deutschland die Geistesrichtungen des Neuhumanismus,
der Romantik und des philosophischen Idealismus zugleich auch Gegenkrdfte
gegen den Rationalismus und Realismus des neuen, vom Liberalismus befliigelten
technisch~industriellen Geistes". {Manegold 1966, 184)

Zweitens hatten die weitreichenden Auswirkungen der franz#sischen Revolu-~
tion zur Folge, daB auch die sich an sie anschliefienden Entwicklungen vom
Ausland, insbesondere von Deutschland, genau verfolgt wurden. Das noch zu-
ndchst in den Idealen Freiheit, Gleithheit und Briiderlichkeit zum Ausdruck
kommende Selbstbestimmungsrecht des Menschen wurde rasch verdringt durch das
Prinzip der totalen Unterwerfung des Einzelnen unter die Ziele des herauf-
ziehenden napoleonischen Staates.3 Die verantwortlichen Persdnlichkeiten in
der Revolutionsregierung und in der Armee erkannten die hohe Bedeutung einer
fundierten mathematischen Ausbildung filir die Kriegstechnik, In diesem Geiste
wurde die Ecole Polytechnique begriindet und war auf ihr Wesen von entschei-
dendem Einflusn.

Die Ecole Polytechnique entfaltete mit revolutiondrem Elan eine Produktivi-
tdt, deren Resultate uniibersehbar hervortraten: die Erfolge der Napoleo=-
nischen Armee, die Entstehung der Ingenieurwissenschaften, der mathematischen
Physik und der technischen Mechanik. Sie war "gewissermaBen der organisatorische
Ausdruck einer Mathematisierung der anderen Wissenschaftszweige. Die Ecole
Polytechnique ist damit das grofie und fiir die Folgezeit unibersehbare, in vielem
normsetzende Vorbild fiir die gleichermaBen als Voraussetzung und in der Folge
der industriellen Entwicklung begriindeten polytechnischen Anstalten in Deutsch-
land geworden." (Manegold 1966, 183)4

1.2 Der Ubergang des Hauptstromes der Entwicklung der Geometrie von Frank-
reich nach Deutschland

Die bisher umrissenen Verhdltnisse beschreiben den allgemeinen Rahmen, in
welchen die Untersuchungen einzelner Mathematiker-Persotnlichkeiten zu stellen

sind. Zundchst entdeckten Poncelet, Gergonne und etwas spdter Mdbius unab-
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héngig voneinander das Dualitdtsprinzip und ahnten dessen weltreichende
Bedeutung. Weiter scheint Mdbius auf ganz selbstdndigem Wege zu seiner Lehre
von dén geometrischen Verwandtschaften gekommen zu sein, ohne die Untersuchungen
von Gergonne und Poncelet, die in 3hnliche Richtung gingen, gekannt zu

haben.5 Ebenfalls unabhdngig voneinander bemerkten Poncelet, Chasles und

MObius die Invarianz des Doppelverhdltnisses bei den neu entdeckten projek-
tiven Verwandtschaften. Entsprechendes gilt fliir die Entdeckung der homogenen
Koordination durch E. Bobillier ({1797-1828), MSbius und Pliicker {(Kotter 1901,
197 ££.).

An diesen Beispielen sieht man, wie sowohl in Deutschland wie in Frankreich
die entsprechenden Anlagen zu einer durchgreifenden Umgestaltung der Geometrie
vorhanden waren. Zur weiteren Entwicklung auf beiden Seiten wdre ein Austausch
der Ideen notwendlig gewesen, der sich aber nur in sehr einseitiger Weise reali-
sierte. Die begabten jungen deutschen Mathematiker schulten sich fast alle
autodidaktisch an, teilweise ins deutsche ibersetzten, franzdsischen Lehr-
blichern der Mathematik (insbesondere an Lagranges Werken), sofern sie nicht
die Mdglichkeit besaBen, selbst einige Zeit in Paris zuzubringen (wie Diri-
chlet und Pliicker). Zudem verfolgten sie mit Aufmerksamkeit die Publikationen
der franzdsischen Autoren. Denn Frankreich war damals d a s Zentrum der mathe-
matischen Forschung und Lehre iiberhaupt. So erwdhnte etwa MSbius immer wieder
sehr anerkennend die "El8ments de statigque" von Poinsot, und Plicker bezeichnete
sich gerne als Schiller von Monge (obwohl er ihn nicht mehr erlebte)}, ja als
Fortfihrer von dessen Intentionen (vgl. Abs. IV 2.1 und 4.5)}.

In umgekehrter Richtung, von Deutschland nach Frankreich, flossen die An-
regungen nur duferst spdrlich. Die Franzosen waren 2u sehr in ihren eigenen
Zirkeln abgeschlossen, als daB sie auf das mathematische noch kaum ent-
wickelte Deutschland schauen mochten (vgl. Abs. II 1), Hinzu kamen offenbar
sprachliche Schwierigkeiten. So bemerkte z.B. Chasles 1827 in einer Anmerkung
in seinem "Apergu historique...":

"Plusieurs géom&tres allemands: MM. Steiner, Plicker, Mdbius etc.,
dignes collaborateurs des cé&l&bres analystes Gauss, Crelle, Jacobi,
Lejeune~Dirichlet, etc., &crivent, dans c¢e dernier recueil [le
‘Journal allemand' de M.Crellel sur les nouvelles doctrines de la
Géométrie rationelle. Nous &prouvons un vif regret de ne pouvoir
citer ici leurs ouvrages, qui nous sont inconnus, par suite de notre
ignorance de la langue, dans laquelle ils sont &crits".

{Chasles 1875, 215)
Schwierigkeiten mit der deutschen Sprache dliirften es auch anderen Geometern
wie Poinsot, Poncelet und Gergonne nicht leicht gemacht haben, den neueren
Entwicklungen zu folgen. Chasles groRer Bericht ((1870), eine Art Fort-
setzung des "Apergu historique...", beschrénkte sich denn auch auf die Be-
schreibung der Entwicklung der Geometrie in Frankreich.

Hinzu kam drittens der Prioritdtsstreit zwischen Gergonne und Poncelet
in den zwanziger Jahren des 19.Jh., welcher insbesondere die Aufmerksamkeit
von Poncelet - ein feuriger, impulsiver Charakter - sehr in Anspruch nahm,
Der junge Pliicker wurde nichtsahnend in diesen polemischen Strudel hinein-
gerissen. Die Folge waren einige gehdssige Angriffe wvon Poncelet gegen
Plicker, die die menschlichen Voraussetzungen einer fruchtbaren Zusammen-—

arbeit berelts im Keime erstickten.
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2., MoSbius' Studien zur geometrischen Mechanik

August Ferdinand Mdbius (1790~1868) hatte fir die Entwicklung der Mathe-
matik am Anfang des 19.Jh. eine groBe Bedeutung.6 Erst Felix Klein erkannte
rickschauend in ihm einen Vorldufer seines “Erlanger Programms" von 1872
(Klein 1926, 118)), worin er die von Mobius gesuchte gruppentheoretische Klassi-
fikation der Geometrie erstmals klar formulierte, wihrend Mdbius nur ven ver-
schiedenen Arten von "geometrischen Verwandtschaften” sprach.

Lange lieB M8bius seine geometrischen Arbeiten ruhen, bis er sich zu einer
Verdffentlichung entschleB. Das zuerst erschienene Buch “Der barycentrische
Calcul" (1827) war ein Meisterwerk. Nebst einer Fillle neuartiger Gedanken sind
vor allem zwel wesentliche neue Gesichtspunkte hervorzuheben: die Erweiterung
des damals engen, traditionellen Koordinatenbegriffs mit Hilfe des Schwerpunktes
und die Studien zur geometrischen Verwandtschaft, insbesondere zur Affinitdt
und Kollineation.

2.1 Die Entdeckung des Nullsystems

M&bius’ Vorliebe fiir die Mechanik machte es ihm nicht leicht mtglich, sich
von dem Begriff des Schwerpunktes zu 18sen und so den entscheidenden Schritt zu
den allgemeinen homogenen Koordinaten zu vollziehen {de Vries 1934, Hist.Stud.
X, S$.54)). Doch lieB ihn diese Liebe zum Schipfer der geometrischen Mechanik
werden. "Nachdem der der Statik entnommene Begriff des Sc¢hwerpunktes ihn auf
dem Gebiete der Geometrie so wesentliche Dienste geleistet hatte, mochte ihm
dieser Erfolg die Anregung gegeben haben, das ganze Gebiet der Statik vom geo-
metrischen Gesichtspunkt aus zu durchforschen." ((Reinhardt 1887, 712)

Im "Barycentrischen Calcul® (1827) finden sich noch keine diesbeziiglichen
Untersuchungen. Aber schon kurz nach der Drucklegung dieses Werkes, beginnend
mit dem l.November 1827, lassen sith Tagebucheintragungen zum Gebiet der Statik
feststellen (Reinhardt 1887, 712).

"am 5,.Februar 1828 fand ... M8bius, daB in Bezug auf ein beliebiges
gegebenes Kraftesystem alle Axen in einer Ebene, filir welche das Moment
des Systems Null ist, durch einen bestimmten Punkt der Ebene gehen,
den er den Nullpunkt der Ebene nannte {(das heute sogenannte Null-
system). Er erkannte sofort, daf die geometrischen Sdtze, welche aus
dieser Lehre von den Axen einer Ebene fliefBen, sich auch rein geo-
metrisch, unabhdngig von statischen Begriffen, herleiten lassen.

Diese Bemerkung wurde die Veranlassung zu der allerdings erst im Jahre
1833 erschienenen Abhandlung 'Uber eine besondere Art dualer Ver-
hdltnisse zwischen Figuren im Raume' ... .

Eine Folge dieser Betrachtungen iliber die Nullpunkte der Ebenen war
ferner die am ll.Februar 1828 gemachte Entdeckung, daB sich zwei
Tetraeder konstruieren lassen, von denen ein jedes dem anderen zugleich
um~ und eingeschrieben ist, eine Entdeckung, die er bereits in dem-
selben Jahre verdffentlichte.” (Reinhardt 1887, 712f.)

In dieser Arbeit (1828) findet sich keinerlei Hinweis auf den statischen
Ursprung des genannten Satzes. MSbius bewies ihn mit Hilfe seines bary-
centrischen Calculs.

Bevor Mtbius' Studien zum Nullsystem zur vollen Reife gelangten, die ihm
einer Publikation wlirdig erschienen, verdffentlichte er zwei Abhandlungen
zur Statik, welche bereits seine auf die Grundbegriffe gerichtete Absicht er-
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kennen lassen. In der (1829) publizierten Arbeit "Bewels eines neuen, von
Herrn Chasles in der Statik entdeckten Satzes ...“7 bewies Mobius das Folgende:

"Wie auch die Kréfte, welche auf ein freies und seiner Form nach unver-
dnderliches System wirken, auf zwei Krifte reduziert werden mdgen,

so ist das Tetraeder, welches zu den gegenilberliegenden Kanten die
Geraden hat, wodurch die zwei resultierenden Krdfte ihrer Stdrke und
Richtung nach vorgestellt werden, immer von demselben Inhalte".

(1829, 501)

Was MObius zu dieser Verdffentlichung veranlafte, war die von ihm entwickelte
Beweismethode. Er ging aus von der damals bekannten Tatsache (wir verwenden
wieder die heute iibliche Schreibweise - vgl. abs. II 6.2): das Moment einer Kraft
F = (f;f) bezliglich einer Achse A = (a;3) ist gleich dem Produkt der Pro-
jektion von F auf eine zu A senkrechte Ebene ¢ mit dem Abstand dieser
Projektion von A . MoSbius stellte dann fest, daB dies gleich dem sechsfachen
Inhalt des durch a/ |a| und £ aufgespannten Tetraeders ist (Fig. 1).

In moderner Notation bedeutet dies, daB das Moment gleich dem Spatprodukt
s ~T¢ ,f}/la| ist {vgl. dazu Abs. IV 5).
Nun machte MSbius die entscheidende Bemerkung:

[a,r

"Da es aber Bei den Momenten nicht sowohl auf ihre absolute GriBe,
als vielmehr auf ihr gegenseitiges Verhdltnis ankommt, so kann man
die Momente ... geradezu den Tetraedern ... gleich setzen."

(1829, 502)

Bis auf einen Faktor 6 filhrte hier also Mébius das gegense i tige
Moment zweler Krd8fte P' und F ein, und gab diesem den
Wert [f'.rf,-rf,fj . Dieser Begriff war fiir die geometrische Mechanik von
fundamentaler Bedeutung. Mit ihm gelang es nun M3bius leicht, den genannten
Satz zu beweisen,

In den Hinden von Mtbius wurde die Darstellung des Momentes einer Kraft
bezliglich einer Achse durch ein Tetraeder zu einem fruchtbaren Instrument
im ErschlieBen neuer SHitze in der Statik. MObius verfolgte die Absicht, seine
Sdtze aus "den ersten Prinzipilen der Statik" abzuleiten und zwar mit Hilfe
des Begriffs des Krdftepaares von Poinsot. Poinsot begann seinen Aufbau der
"Eléments de statique" von 1803 mit der Untersuchung von speziellen Fdllen,
wie der Zusammensetzung paralleler Krdfte und solcher, die auf einen Punkt

wirken.
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MSbius meinte dazu:

"Es scheint mir aber noch vorteilhafter zu sein, wenn man die
Elemente der Statik nach Auseinandersetzung der Fundamental-
begriffe von Kraft, Gleichgewicht, gleichwirkenden Krdften, u.s.w.
mit der Theorie der Krdftepaare sogleich beginnen 1last.®
(1831, 509f.)

M8bius war sich also iiber den fundamentalen Charakter des Begriffes des Krdfte-
paares ganz im Klaren. Die Theorie der Krdfte in dieser weise aufbauend,
leitete Mobius “die sechs bekannten allgemeinen Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichts eines Kriftesystems, als den endlichen Zweck dieser klelnen
Abhandlung," (1831, 501) ab.

Nach der bereits 1828 erfolgten Entdeckung des Nullsystems lieB sich
Mtbius lange Zeit, bis er (1833) mit der ausgereiften Abhandlung “Uber‘eine
besondere Art dualer Verhdltnisse zwischen Figuren im Raume" hervortrat. In
vollendeter Art und Weise analytische mit synthetischen Uberlegungen ver-
kniipfend, leitete Mdbius alle grundlegenden Beziehungen zwischen Nullpunkten,
Nullebenen, konjugierten Geraden und Nullgeraden ab. Er sprach in diesem Zu-
sammenhang allerdings noch von "Punkten" und "Gegenebenen" bzw. "Ebenen' und
"Gegenpunkten', "Linien" und "Gegenlinien" sowie von “Doppellinien". Die Haupt-
achse des Nullsystems nannte er "Hauptlinie des Systems". Wie M&bius selbst
in der Einleitung schrieb;

“[bin ich]l ... zu den vorliegenden geometrischen Untersuchungen
.». zundchst durch einige, bei der Beschdftigung mit der Statik
erhaltene, an sich sehr einfache Resultate veranlaBt worden. ...

Ich habe nun diese Verhdltnisse, abgesehen von ihrem statischen
Ursprunge, rein geometrisch zu behandeln gesucht." (1833, 491}

Durch die Aufnahme der Mtbiusschen Gedanken in seine damals vielverwendete
"Sammlung von Aufgaben und Lehrsitzen aus der analytischen Geometrie des
Raumes" (1837, §27, S. 139-145) sorgte L.J.Magnus flir eine systematische
Einordnung dieser Ideen in ein Lehrgebdude und damit flir deren weitere Ver-
breitung.

Den AbschluB dieger Abhandlung bildete die Erdrterung des Zusammenhangs
der betrachteten Dualitdtsverhdltnisse mit der Statik. Dort findet man etwa
den satz, daB jedes Kridftesystem nach zwei Kriften in Richtung wvon zwel kone
jugierten Geraden des entsprechenden Nullsystems zerlegt werden kann, die
eine dieser Geraden kann dabei beliebig gewdhlt werden (1833,512). MSbius
kam schlieBlich zur Einsicht, daB dieTheorie der Kradafte~
systeme im wesentlichen mit der Theorie
der Nullsysteme dguilwvalent ist.- Zum SchluB zeigte
er, wie die "Doppellinien”, d.h. die Nullinien, die Linien von ver-
schwindendem Moment sind.



2.2 '"Lehrbuch der Statik"

In dem 1837 bel Georg Joachim Gdschen in Leipzig erschienenen "Lehrbuch
der Statik" brachte nun M&bius seine Untersuchungen zur Statik zu einen ab-
schlieBenden Hohepunkt. Das Buch stiefl bei seinen Zeitgenossen auf kein
groBes Interesse - nur ein kleiner Teil der auflage wurde verkauft (Rein-
hardt 1887, 713).

Wie Mbbius selbst in der Vorrede betonte, wurzelte seine anhaltende Be-
schdftigung mit der Mechanik in Poinsots "gehaltreichen und elegant"
(Mobius 1837, 3) geschriebenen Werk iiber die Statik.

"Die Methode, deren ich mich in diesem Lehrbuche bedient habe, ist
ausschlieflich weder die synthetische noch die analvtische, Doch
habe ic¢h in der Regel der ersteren den Vorzug gegeben, wenn eine
einfache geometrische Construktion zur Fihrung eines Beweises oder
zur LOsung einer Aufgabe hinreichend war, so wie ich auch nicht
selten die schon durch Analysis gefundenen Sdtze durch geometrische
Betrachtungen noch zu erldutern gesucht habe: beides aus dem Grunde,
well bei Untersuchungen; welche r&umliche Gegenstinde betreffen, die
geometrische Betrachtung eine Betrachtung der Sache an sich selbst
und daher die natlrlichste ist, wihrend bei einer analytischen Be-
handlung, so elegant diese auch sein mag, der Gegenstand sich hinter
fremdartigen Zeichen verbirgt und dsmit unserem Auge mehr oder
weniger verloren geht.," (1837, 3f.)

Mobius stellte an den Anfang seines Lehrbuches acht "Grundsidtze", mit denen
er versuchte, der Statik eine Art axiomatische Crundlage zu schaffen, der
wohl erste systematische Versuch in dieser Richtung iberhaupt.~

Mit Hilfe der von ihin (1829)gefundenen Darstellung des Moments einer Kraft
beziiglich einer Achse durch ein Tetraeder, leitete er die sechs Bedingungs-
gleichungen fir das Gleichgewicht eines starren Kdrpers hsr. Dazu bewiss
Mobius zunichst den folgenden Satz, der wegen seiner grofen Bedeutung in der
Originalversion zitiert sei:

“Sind ... (X,7v,2)., (X',Y',Z°),
Systems und resp. (X,y,z), (x',
liebige Punkte ihrer Richtungen |
man zur Abklirzung die Summen

LYt MY, ... die Kridfte des
zty,  (xt,y¥,z"), ... be-

(%
v ;
d.h. ‘Irigergeraden], so ist, wenn

KK +X% ces = A,
YA A+ = B;
ZHZ2' 42"+ .. = C,
b7V ERANART- AR AF NP 5 P
AL VAT AD SRV AAE SN B

RYwYX+R W =y X Ll N,

setzt, das Moment des Systems 1n Bezug auf die durch £, g, h, F,
G, H Dbestimmte Axe dargestellt durch den Ausdruck

sF (L-gC+hB) + sG (M~haA+fC) + sH (N-fB+ ga)." (1837, 91f)
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sei (Fig.?2)
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Figur 2

xX,¥,2) = X ., (X*,Y',2*) = XK' , ...

(%,v,2) = I (X'fY'aZ') s rt ¢ vecs
dann wird in der heute iiblichen Vektornotation

A

Bl = K+ K + K"+ ...

C

ruk + rtx K'Y 4+ rx K" 4+ ..

it

— N —
s

und das Moment des Systems beziiglich der gegebenen Achse gleich

- L 7\ £ A
sC |G (M + Gl GgixB] )Y
H/ \N H hi \c

5 ist dabel eine vom Koordinatensystem abhingige Proportionalitédtskonstante,
Wie sich sofort einsehen 138/t, ist dies tatsdchlich gleich dem Moment des
Kriftesystems

{A‘L
( iBI;{M])
le/ |y
bezliglich der achse
r £ P
s{ (¢ lglxicg] ) .
H h H
Denn der obige Ausdruck fir das Moment ist offenbar identisch mit
P L £l IF A
s [Gle|M +(gxka)'B)
H N h H C

und dies stimmt mit der spiter von G. Battaglini (1826-1894) und F.Klein (1849
1925) aufgestellten Definition Uberein (vgl. Abs. IV 6 und V 2.4).
Mobius arbeitete also bereits mit dieser ziemlich allgemeinen Formel!

wWie MSbius zeilgte, l&aBt sich aus dem obigen Satz sofort eine notwendige

und hinreichende Bedingung flr das Gleichgewicht ableiten. Denn soll Gleich-



gewicht herrschen, so muB daz Moment bezliglich jeder beliebigen Achse
verschwinden., Dies ist aber nur mdglich, wenn

A = 0, B = 0, ¢ = 0, L = O, M = 0, N = O .,
Die Einfiihrung der Symbole a, B, ¢ und L, M, N, sowie ihre Ver-
wendung zur Darstellung des Momentes der Kriftekonfiguration beziiglich einer
Achse, war ein erster Schritt in Richtung der Einfithrung von Koordinaten
eines Krdftesystems bzw. dessen Darstellung durch ein Vektorpaar. Mdbius
ging damit einen wesentlichen Schritt weiter als Polnsot, der die sechs
Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes direkt aus elementaren Uber-

legungen ableitete und sie blofi in der Form

XXX+ ... = O VZAVPZ 't c..  w2Y¥ez'Yr - .. = 0
Y+Yi14+¥Y"+ .., = O ZX4+2' X'+ L. =xZex'ZP - .., = O
ZAZV 2 ... = 0O XY4X'Y'+ vvh  ~yRK=y'H' = ... = O

aufstellte (Poinsot 1821, 105-110).

Im sechsten Kapitel des "Lehrbuches der Statik" filhrte Mdbius den Leser
zundchst durch rein statische Betrachtungen zu einer grindlichen Einsicht
in die geometrische Natur eines allgemeinen Krdftesystems, d.h. exr be-
schreibt die geometrischen Eigenschaften des einem Krdftesystem zugeordneten
linearen Komplexes. Die heute iblichen Bezeichaungen "Nullpunkt" und "Null-
ebene" stammen aus diesen Untersuchungen (1837, 118). Mit “Nullebene® des
Punktes M Dbezeichnete MSbius die Trdgercbene der Geraden vom Moment
nell durch M . Sie liegen senkrecht zur Geraden des grdften Moments durch
M . Der"Nullpunkt' einer Ebene ist der sSchnittpunkt aller Achsen einer Ebene,
flir die das Moment null ist.

Nach einer Diskussion des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten (vgl.
Abs. 3), kam MSbius zum ersten Mal - gleichzeitig mit Chasles (vgl. Abs. II
5.2) - auf die Analogie zwischen Drehungen und Kriften zu sprechen. Ausgehend
vom analytisch bewiesenen Satz

"Unendlich kleine Drehungen um drei sich unter rechten Winkeln

in einem Puncte schneidende Axen lassen sich daher ganz autf die-
selbe Welse, wie Krifte, zu einer einzigen Drehung zusammensetzen,
indem man ndmlich den axen und Winkeln der Drehungen die Richtungen
und Intensitdten der Kridfte entsprechen last." (1837, 263),

zeligte MCbius, wie sich die Gesetze der Zusammensetzung von Krdften und
Kriftesystemen auf die Zusammensetzung von Drehungen uUbertragen lassen.
Schlienlich kam er zu dem Satz:

“Unendlich kleine Drehungen heben sich stets gegen einander auf,
wenn ihnen proportionale und nach ihren Axen gerichtere Kriafte
sich das Gleichgewicht halten, und umgekehrt.®" (1837, 263)

MOhius'® Griindlichkeit filhrte ihn hier, zum ersten Mal in der Geschichte
Uberhaupt, auch auf die Analogie zwischen Kriftepaaren und franslationen,
letztere aufgefaBt als Paare von unendlich kleinen Drehungen.

4. .. das Axenpaar der Drehungen [kann] ebenso, wie das Krdftepaar,
ohne Anderung seiner wWirkung beliebig in seiner Ebene und in jeder
damit parallelen Ebene verlegt werden ...., und daf ebenso wenig,
wie ein Kraftepaar sich auf eine einzige Kraft reduciren 1d8t,
auch ein Paar von Drehungen mit einer einzigen Drehung gleiche
wirkung hat.® (1837, 264)

MoOhius gestattete sich eine weitere Ausfihrung dieses Gegenstandes nicht,

sendern bemerkte nur noch,
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"dafl zu Folge des Erdrterten Alles, was bis zum Ende des sechsten
Kapitels von Krdften und den Momenten derselben gelehrt worden ist,
auch vollkommene Anwendung auf unendlich kleine Drehungen und deren
Momente erleidet." (1837, 265)

Der im folgenden Abschnitt zu besprechende Aufsatz widmet sich ausschlieBlich
den hier angedeuteten Zusammenhdngen.

Mobius gilt das Verdienst, zum ersten Mal auf die Be d e u t ung des
Nullsystems flir die unéndlich kleine Bewegung eines starren Kdrpers aufmerk-
sam gemacht zu haben. Wir erinnern daran, daB wohl Chasles als erster das Null-
system einer unendlich kleinen Bewegung entdeckte (vgl. Abs. II 4.3.), dieses
aber nicht vor (1843) systematisch untersuchte,

2.3 “{per die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen®

Der kurz nach dem Erscheinen des “Lehrbuches der Statik" publizierte Auf-
satz "Uber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen" (1838} war einer
weiteren Ausarbeitung der schon im genannten Lehrbuch erwdhnten Analogie
zwischen unendlich kleinen Drehungen und Krdften gewidmet.

“Die hier gegebene Darstellung dieser Gegenstdnde unterscheidet sich
von der dortigen ... hauptsdchlich dadurch, daB wdhrend ich dort
analytisch zu Werk ging, ich mich hier der Construction bedient habe.
Es veranlaBte mich hierzu die Erwdgung, daf fir einen Gegenstand,
der ganz in das Gebiet der Geometrie ... gehdrt, eine rein gecmetrische
Behandlung die zweckmdBigste ist." (1838, 547)

Mobius zeigte zunidchst, daB ein Kdrper durch zwel Drehungen in jede beliebige
Lagé gebracht werden kann. Wie MBbius in der Statik die Theorie der Kraftepaare
an den Anfang gestellt hatte, begann er hierseine systematische Darstellung
mit der Theorie der Drehpaare. Als "Fundamentalsatz in der Theorie der Dreh-
ungen" bezeichnete er die Tatsache, daf die Reihenfolge der Zusammensetzung
unendlich kleiner Drehungen auf das Resultat keinen EinfluB hat. Schlieflich
formulierte M8bius seine wichtigste Einsicht folgendermafBen:

"Man hat niamlich nur Richtung und GriBRe der Kraft mit Axe und GriBe
der Drehung zu vertauschen, um aus der bekannten Vorschrift flr die
Zusammensetzung der Krifte die Vorschrift flir die Drehungen abzu-
leiten. ... [Es ergibt sich, daBl zwischen Kridften und Drehungen
die vollkommenste Analogie herrschen mugs.' (1838, 557)

Mit der besprochenen Abhandlung8 sind im wesentlichen die Arbeiten von
M8bius zur geometrischen Mechanik abgeschlossen. Nur in den Jahren (1848}
und (1850) kommt er noch einmal kurz auf diesen Gegenstand zuriick, trdgt aber
nichts Grundlegendes mehr dazu bei. Er wendet sich anderen Gebieten der Geo-
metrie, sowlie der Optik und der astronomie zu.9

2.4 wirdigung des Schaffens von MSbius

In MBbius' Arbeiten verwirklicht sich die wechselseitige Befruchtung zwischen
reiner Mathematik und Mechanik auf ideale Weise. Es gibt von ihm keine mecha-
nische Abhandlung, in der er sich nicht zu geometrischen Fragestellungen an=-
regen l1dBt, und umgekehrt ist er immer bestrebt; die in der Geometrie oder
sonst in der Mathematik gewonnenen Ergebnisse wieder der Mechanik zu gute
kommen zu lassen. Ahnliches gilt fiir seine Untersuchungen zur Optik, die ihn
zu Betrachtungen iiber Kettenbriiche und projektive Punktreihenlo sowie iiber
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die Eigenschaften unendlich dinner Strahlenblndel veranlassten. - In Mdbius
tritt uns ein Geist von hoher Originalitdt und Universalitdt entgegen,
in welchem die gegenseitige Abgrenzung der Wissenschaften noch nicht FuB
fassen konnte.

Obwohl M&bius noch nicht zum Kern der geometrischen Mechanik, der sich erst
im Rahmen der Liniengeometrie offenbart, vorgestoBen ist, kann er gleichwohl
als Begriinder der geometrischen Mechanik
gelten. Seine Untersuchungen sind derart griindlich und tiefgehend, daB die
spdteren Erweiterungen und Vervollst&ndigungen des Gebietes durchaus als Fort-
filhrung der Mtbiusschen Ansitze aufgefalft werden kdnnen - und auch tatsdchlich
50 aufgefalt wurden. Von groRer Bedeutung war vor allem seine genaue Einsicht
in die analogen Verhiltnisse der folgenden Begriffspaare (wenn er auch den
tieferen Grund dieser Analogie noch nicht durchschaute):

Unendlich kleine Drehung Einzelkraft
Zusammensetzung von unendlich Zusammensetzung von Einzel-
Kleinen Drehungen kréften

Drehsystem : Kraftesystem

Zwel erzeugende Drehungen Zwel erzeugende Krifte
(Drehkreuz) (Kraftkreuz)

Drehpaar (Translation) Kriftepaar {(Drehmoment)

Was uns auBerdem zu dieser Beurteilung des Schaffens von Mthius veranlaft,
ist vor allem der im umfassendsten Sinne geometrische Geist, der jede seiner
Arbelten prédgt. wir finden in ihm wieder - wie bei Monge - einen vollkommenen
Vertreter der Einheit von synthetischer und analytischer Methode. M8bius war
immer bestrebt, die Einseitigkeiten der einen Methode mit Hilfe der anderen
zu Uberwinden, um den vorliegenden Gegenstand m8glichst anschaulich, exakt
und mit Leichtigkeit begreifbar zu machen.

M8bius benutzte ausgiebig analytische Methoden, ja er gehdrte sogar zu den
Schipfern ganz neuer Kalkille und symbolischer Bezeichnungen. Bereits sein
erstes umfassenderes Werk, der "Barycentrische Calcul" (1827) ist der Vervoll-
kommnung und wesentlichen Erweiterung der Koordinatenmethode in der ebenen
Geometrie gewidmet. Zum Gebrauch in Vorlesungen lber Dynamik und Himmelsmechanik
ersann M8bius eine “"geometrische addition von Strecken", spdter auch im An-~
schluB an Grassmann eine "geometrische Multiplikation® (Reinhardt, 1887, 717},

die als erste tastende Versuche in Richtung der Vektorrechnung gelten mﬁssen.ll
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3. Das Prinzip der wvirtuellen Geschwindigkeiten

Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, der virtuellen Verschiebungen
(Verriickungen) oder der virtuellen Arbeit, wie es auch genannt wird, hat eine
lange und vielfdltige Geschichte. Eine erste brauchbare Formulierung scheint
von J.Bernoulli (1667-1748) zu stammen, die er 1717 brieflich an P.Varignon
(1654-1722) mitteilte.'? Aber erst J.L.Lagrange (1736-1813) erhebt das Prin-
zip in seiner "Méchanique Analitique" wvon 1788 zu einem analytischen Grund-
prinzip der Statik. Dies war ein wesentlicher Schritt auf dem Wege zu einer
von geometrischen Argumentationen befreiten analyvtischen Mechanik,

DaB man versuchte, dieses allgemeine und etwas abstrakte Prinzip immer wie-
der von Neuem zu beweisen, kann nicht verwundern. Und doch haben alle Beweise
den Charakter von empirischen Ableitungen. "Selbst wenn man es auf eine Reihe
axiomatischer Sdtze zuriickfilhrt, aus denen es durch rein logische Prozesse
akleitbar ist, sind doch diese axiomatischen Sdtze als reine Erfahrungstat-
sachen aufzufassen, und ob man sie oder das Prinzip selbst als den pragnantes-
ten Ausdruck der aufgenommenen Erfahrungselemente ansehen will, bleibt immer
dem Belieben Uberlassen." (Marcolongo/Timerding 1911, 252f)

Bereits Lagrange gab zwei Beweise des Prinzips. Weitere Beweige stammen
etwa von J.B. Fourier (1768-1830), A.M.ampdre (1775-1836) und Poinsot. 3
Obwohl sich letzterer eingehend mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten auseinandersetztel% baute er die "Eléments de statigque® von 1803 vdllig
unabhingig davon auf, ja er erwdhnt es dort nicht einmal. Dies ist verstind-
lich, wurde doch Lagraages Fassung des Prinzips zum Ausgangspunkit reln analye-
tischer Betrachtungen, wihrend Poinsot eine geometrische (d.h. auf geometrisch-
en Prinzipien beruhende) Theorie der Statik liefern wollte. Man beachte hier-
bei, dafi dieses Prinzip im Rahmen der analytischen Theorie eigentlich den Be-
griff des Gleichgewichtes erst festlegt, wdhrend die geometrische Theorie
diesen Begriff auf einfache statische und geometrische Einsichten stitzen kann.

UnbeeinfluBt von solchen Vorlieben oder aAbneigungen wendete sich Mobius
in seinem "Lehrbuch der Statik' (1837} dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten zu. Sind bei einem starren Korper die ry die angriffspunkte der
Krdfte fi ., s0 zelgte er (1837, 251 ff), daB beim Gleichgewicht der Krifte
Z fi . fi = 0 gilt. Auf diese Weise gewann er das Prinzip der virtuellen
Geschwindigkeiten:

"Ist ein System von Krdften, welche auf einen frel beweglichen Kérper
wirken, im Gleichgewicht, und wird der Kdrper um ein unendlich
Weniges verriickt, so ist die Summe der Producte aus jeder Kraft in
den nach ihrer Richtung geschitzten wWeg ihres Angriffspunktes jeder-
zeit Null." (1837, 253)

Bemerkenswert ist, daf Mobius die Gesetze der Zusammensetzung unendlich
kleiner Drehungen in "Zusdtzen", die unmittelbar an seine Behandlung des
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten anschliefen, entwickelte, und dort
zugleich die Analogie zwischen Kriftesvstemen und Systemen von unendlich
kleinen Drehungen zur Sprache brachte (vgl. abs. 2.2 und 2.3). Er beachtete
allerdings noch nicht den unmittelbaren Zusammenhang dieser Analogie mit dem
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Es gelang erst 0linde Rodrigues

15

(1794~1851) in seiner grofen Abhandlung™ ™ "Des lois géométriques qui régissent

les déplacements d'un systeme solide dans 1l'espace...® (1B40} den kithnen
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Schlun zu ziehen, daB sich die Analogie zwischen den Gesetzen der Zusamuen-
setzung der Krifte und derjenigen der Drehungen aus dem Prinzip der vir-
tuellen Geschwindigkeiten ableiten lassen.

Nach einer ausfilhrlichen rechnerischen Diskussion endlicher und unend-
lich kleiner Drehungen und deren Zusammensetzung kam er zur “Conclusion. -
Lol gé&nérale de la Statique". Dort betrachtete er das Verhdltnis virtueller
Bewegungen eines K8rpers und eines an diesem angreifenden Kridftesystems und
bemerkt schlieBlich:

"Ainsi s'expligue l'analogie si remarquable des lois de l'equilibre
et congéquemment de celles de la composition des rotations infiniment
petites, avec les lois de 1'8quilibre et de la composition des forces
considérées dans la Statique." (1840, 437)

zZum SchluB dieser Abhandlung gab er die bekannte Formulierung des Prinzips der
virtuellen Geschwindigkeiten in der Form EZfi . 5ri = 0 ., Eine viel tiefere
Binsicht in die G e ome t r 1 e eines Kridftesystems oder eines Systems

von Drehungen als Poinsot scheint Rodrigues nicht gehabt zu haben. Wahrschein-
lich kannte er die Arbeiten von MS8bius nicht.

Chasles bezng sich verschiedentlich auf das Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten. In der "Note 34" 2zu seinem "Apergu historique...® (1875, 414) stellte
er ein dazu analoges Prinzip der virtuellen Rotation auf (vgl. Abs. II 5.2),
ohne allerdings in seinen spidteren Arbeiten darauf zuriickzukommen.

In seiner ersten grofBeren Arbeit zur Geometrie der infinitesimalen Beweg-
ung eines starren Korpers, zeigte Chasles (1843, 1430), wie sich das Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeiten aus der Analogie von Krdftesystemen und
Systemen von Drehungen ableiten 148t, Damit machte er klar,

“comment 1a consid@ration du mouvement et de 1'infini dans ce prln-
cipe correspond & des considérations purement statiques."

Die Umkehrung zu betrachten, wie das Rodrigues getan hatte, lag daher nicht
in seiner Absicht. Chasles kannte wahrscheinlich die Arbeit von Rodrigues
(1840)16, war sich iiber deren~Bedeutung, was das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten anbetrifft, aber offenbar nicht im Klaren. Er kam spdter auch
nur mehr am Rande auf dieses Prinzip zurlick. Flir ihn als iberzeugten Geometer
konnte, ja durfte es auch nie eine prinzipielle Bedeutung haben, es durfte
sich nur als untergeordnetes, ableitbares Prinzip offenbaren.

Die eigentliche zentrale Bedeutung des Prinzips der virtuellen Geschwindig-
keit als Ausdruck einer ge ome t ris chen Beziehung zwischen einem
Kraftsystem (linearer Komplex)} und einer unendlich kleinen Bewegung (linearer
Komplex) erkannte erst Klein (1871 b). Diese Einsicht beruhte auf einer
profunden Kenntnis der Pliickerschen Liniengeometrie und deren Zusammenhang
mit der Mechanik (vgl. dazu Abs. V 2),
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4. Die Arbeiten von Chasles zur geometrischen Kinematik

Ohne die Arbeiten von MSbius dem Inhalt nach gekannt zu haben (vgl.Abs.
1.3), ging Chasles in der Abhandlung (1843) daran, die geometrischen Eigen-
schaften der Bewegung eines starren Kdrpers genauer zu studieren. Ohne Be-~
wels reihte er zahlreiche Sdtze aneinander. Er fiuhrte neu den Begriff der
Charakterdistik ein und legte so den Grund zum Studium des mit
elner unendlich kleinen Bewegung verbundenen Charakteristikenkomplexes:

"Dans le plan, il existe une infinité de points, dont les
trajectoires seront comprises dans le plan m&me, tous ces points
sont situés en ligne droite. J'appelleral cette droite la
¢caractéristigue du plan ..." (1843, 1420)

"La tangente & la trajectolire d4'un point jouit de la propriété
d'8tre lacaracté&ristiqgue d'un plan; et
réciproquemment, la caractéristique d'un plan est toujours
tangente & lattrajectoire d'un de ses points," (1843, 1421f)

Obwohl Chasles in manchen Sdtzen ilber MtSbius hinausging, gelang ihm doch kein
Portschritt prinzipieller Natur- aufBer daB er konsequent neben den Bewegungen
der Punkte eines starren Kdrpers auch die Bewegungen von nit diesem fest
verbundenen Ebenen und Geraden studierte.

dhnliches 138t sich von der aAbhandlung (1860) sagen. Nach einer Be-
griffsbestimmung der Kinematik, studierte Chasles die Bewegung einer Figur
in der Ebene, einer Geraden im Raume, einer ebenen Figur im Raume und schliefi-
lich eines starren KSrpers mit Fixpunkt.

Ihre Fortsetzung fand diese Abhandlung in einer Reihe von Aufsdtzen aus
dem Jahre 1861. Chasles untersuchte hier griindlich den durch die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte zweier Lagen eines starren Kdrpers erzeugten
3ehnenkomplex - ein guadratischer Komplex - der fiir unendlich benachbarte
Lagen in den Charakteristiken ~ Komplex ibergeht. Es geht hier eigentlich
um die geometrischen Eigenschaften zweler kongruenter Riume, denen Chasles
eine "eingehende und erfolgreiche Untersuchung ... [widmet] und iiber sie
eine beinahe erstaunliche Fille einzelner Sitze aufstellt." {Schoenflies/
Gribler 1902, 201 f£f.)

Chasles schlof mit der Bemerkung:

"On congolt, que ces questions ont leur analogues, sous un point
de vue plus Elevé, dans des systémes de figures, non plus égales,
mais s embl ables entre elles; et plus généralement en-
core dans les figures homographigues de la
construction la plus générale.'" (186la, 501)

Daid eine Verfolgung dieser Bemerkung, d.h. das Studium projektiver Be-
wegungen, in das von ihm prophezeite Reidch einer vollkommen dualistischen
Mechanik flhren kdnnte, hatte er wohl nicht mehr bedacht. Jedenfalls
"lassen sich in der That augenblicklich [die meisten der bei Chasles ange-
flihrten Sitzel] auf den durch zwei collineare Riume erzeugten Complex aus-
dehnen. " (Kdtter 1901, 374)

Der weitere Ausbau des durch Chasles geschaffenen Gebietes der G e o -
metrie der Bewegung knipfte sich vorwiegend an den Namen
A.Mannheim {1831-1%06), der hier stellvertretend fir die Ubrigen Autoren

is

genannt sei. Zur Entwicklung der Grundlagen der geometrischen Mechanik im

Rahmen der Liniengeometrie trug dies aber kaum etwas bei.
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5. Die ersten Ansdtze zur Liniengeometrie

5.1 Eine neue Eigenschaft des linearen Komplexes

Im anschluf an Arbeiten von M8bius (1837), (1838) unternahm J.J. Syl-
vester (1814-1897) in der Abhandlung (186la) den Versuch, die geometrischen
Bedingungen flir sechs Geraden, nach denen Kriafte im Gleichgewicht sein kénnen,
ndher zu untersuchen. Solche Geraden bilden ein "systéme en involution", wie
er sagte. Dies ist genau dasselbe, was Plicker wenig spdter einen linearen
Komplex nennen sollte. Sylvester prizisierte die schon von MSbius (1838,

563) gegebenen geometrischen Bedingungen und gibt konkrete Konstruktionen
an, mit welchen man zu flinf gegebenen Geraden die Menge aller sechsten kon-
struieren kann, die mit diesen in Involution sind, Dabei stief er auf die
nach ihm benannte konstruktive Definition des linearen Komplexes: gegeben
seien zwei projektive Strahlenbilischel, die einen gemeinsamen sich selbst
entsprechenden Strahl - den Verbindungsstrahl ihrer Zentren - besitzen. Jede
Treffgerade zweier sich entsprechender Strahlen dieser Blischel ist dann ein
Strahl des linearen Komplexes (186la, 742). Schlieflich ging aus dieser Ab-
handlung der Satz hervor, dapB durch fiinf Strahlen in allgemeiner Lage ein
linearer Komplex vollstdndig bestimmt ist.19

In einer zweiten Abhandlung (1861lb) gab Sylvester einen analytischen
Ausdruck filir die Bedingung aer Involution von sechs Geraden, wobei er bereits
imp l iz it Linienkoordinaten verwendete.

In der Arbeit (1861b) kniipfte Chasles an Sylvesters Untersuchungen (186la,b)
eine Flille geometrischer Betrachtungen an, die die Einsicht in den einer un-
endlich kleinen Bewegung zugeordneten linearen Komplex immer deutlicher und
anschaulicher werden lieBen.zo

Hatte auch Mdbius durch seine Untersuchungen (1838) der infinitesimalen
Beweglichkeit eines starren Kdrpers deren Zusammenhang mit der Statik priazis
aufgekldrt und so die Bedeutung des Nullsystems fiir die genauere Unter-
suchung dieser Beweglichkeit erkannt, so war es das Verdienst von Chasles,
durch die genannten Betrachtﬁngen den der infinitesimalen Bewegung zugeord-
neten Komplex der konkreten geometrischen Anschauung zugdnglich gemacht zu
haben. Spdter wurden seine mannigfaltigen Ergebnisse im euklidischen Raum

zum Leitfaden flir die projektive Erweiterung der Theorie.21

5.2 Zur Entdeckung der Linienkoordinaten vor Plicker

Lange bevor J.Pliicker (1801-1868) die nach ihm benannten Linienkoordinaten
entdeckte und zum Objekt einer systematischen Untersuchung machte, finden
wir bei G.Monge (1746-1818) zum ersten Mal die Idee, einer Geraden Koordinaten

zuzuordnen.22

Die ersten Ansitze zur Definition der homogenen Achsenkoor-
dinaten stammen aus dem Jahre 1771, im Rahmen von Betrachtungen zur elemen-
taren analytischen Geometrie der Punkte, Geraden und Ebenen. Dabei formulierte
er bereits die Bedingung, welche die sechs Koordinaten identisch erflillen
milssen, In der ersten und zweiten Auflage der "Feuilles dfAnalyse ..." kam

er auf diese Koordinaten zuriick und berechnete mit ihnen den kirzesten Ab-

stand zweier Geraden. Monge kam allerdings nicht auf die Idee, Gleichungen



44

zwischen diesen Koordinaten zu betrachten und die dadurch bestimmten Linien-
gebilde zu untersuchen - obwohl-er berelts auf anderem Wege Linienkong-
ruenzen studiert hatte.

Im Zusammenhang des Studiums von Raumkurven (1860 a,b) benutzte Arthur
Cayley (1821-1895) gelegentlich homogene Linienkoordinaten, ohne sie aller-
dings explizit als solche zu bezeichnen und ohne niher auf deren Bedeutung
hinzuweisen. Er kam beildufig zur Gleichung der geraden Linie, genauer des
speziellen linearen Strahlenkomplexes, benutzte sowohl Achsen- wie auch
Strahlenkoordinaten und stellte die jeweiligen Bedingungsgleichungen auf.
AuBerdem leitete er die Bedingungsgleichung fiir den Schnitt zweier Geraden
ab, lieB sich aber sonst nicht weiter auf diese Koordinaten ein.

In den "Notes and References", die Cayley der Herausgabe seiner "Collected
Mathematical Papers" (Bangd 4,1891, p.616-618) beigefiigt hatte, charakteri-
sierte er selbst die historische Stellung seiner dort wieder abgedruckten
Abhandlungen (1860 a.b): "The fundamental idea of these two papers is
n o t that of 'the six coordinates of a line'..." Dagegen arbeitete Plicker
in seiner ersten grofien Arbeit zur Thecrie der Linienkoordinaten (1865b)
vorerst mit nur vier Koordinaten, ging aber schon direkt in die Linieng e o-
me t r ie hinein, d.h. studierte ausgiebig Gleichungen zwischen diesen Koor-
dinaten. Cayley bemerkte dazu an der schon genannten Stelle: )

"The establishment of these notions of a Complex and a Congruency,
and the general idea of regarding the line as a element in the
Geometry of Space are absolutely Plilicker's, there is no anticipation
of them in my two papers." (1860a,b)

In einer kurzen Note stellte Cavyley die Gleichung fir den durch finf Ge-
raden definierten linearen Komplex auf (1861, 1041), Er bezog sich darin auf
die Arbeiten von Sylvester (186la,b) liber sechs Geraden in Involution.

Cayley schien in den folgenden Jahren diesen Problemkreis immer weiter
verfolgt zu haben, bis er in einer am 1ll.November 1867 der Cambridge Philo-
sophical society vorgelegten Abhandlung {(1869) seine Ergebnisse zusammenfasste.
von Plilcker (1865a,b) schien er dabel dem Inhalt nach nicht beeinflusst wor-~
den zu seins: “...many of the investigations of the present memoir, in which
these coordinates [of a line] are employed, have been in my possession for
some years past.," (1869, 67) bDies 148t sich durchaus erhidrten. Einem Hinweis
auf Plucker (1863b) lieB Caylev die Bemerkung folgen: "...the course of deve-
lopment there given to the theory is however altogether different from that
in the present memoir. ...I have ... applied these coordinates to the guestion
of the involution of six lines." (1869, 67) Letztere fllhrte Cayley auf Syl-
vester (186la) zuriick. Seine eigene sich direkt daran anschlieBende Arbeit
(1861) erwdhnte er nicht, sie dient uns aber als Bekrdftigung der Unabhdngig-
keit seiner Gedanken von Pliicker. Vielleicht wurde er durch dessen Unter-
suchungen nur angeregt, seine eigenen mdglichst rasch zu publizieren. Jeden-
falls scheint es berechtigt, seine Arbeit (1869) vor derjenigen von Pliicker
- die allerdings geome t risch sehr viel tiefer greift- zu pridsen-
tieren,

Der sich schon in der Arbeit (1860} andeutende Eindruck, wie Cayley mehr
nach einer eleganten analytischen Behandlungsweilse der geraden Linie und ihrer
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Beziehung zu anderen geometrischen Objekten suchte als nach einer Linien-
geome trie, bestdtigt sich in der genaueren analyse sofort. Obwohl
sich Cayley viel mit Geometrie beschidftigte, war ihm diese doch eher eine
Quelle der Anregung zum Studium a 1 g e br ai s cher Probleme als ein
sich selbst geniigendes Forschungsfeld.

Zu Beginn der Abhandlung stellte Cayley gleich homogene, auf Tetraeder-
koordinaten beruhende Strahlen- und Achsenkoordinaten auf und leitete deren
Bedingungsgleichungen ab. Er zeigte weiter - in typischem Gegensatz zu
Pliicker, der dies nicht fiir so wichtig hielt - die Unabhdngigkeit der Linien-
koordinaten von den zwei dieselben definierenden Punkten bzw. Ebenen. Es
folgen analytische Behandlungen der elementaren Beziehungen zwischen Punkten,
Ebenen und Geraden.

Im letzten Abschnitt untersuchte Cayley elementare statische und kine-
matische Anwendungen seiner Linienkoordinaten. Er leitete etwa die Gleich-
gewichtsbedingungen fiir Krdftesysteme und Drehsysteme ab, und bemerkte, das
sie formal identisch sind.- Es handelte sich im Grunde genommen um eine Um-
formulierung bekannter Dinge in Linienkoordinaten, wobel -~ aufler dem wichtigen
Begriff der Koo rdinaten einer Kraft undeiner
unendldich kleinen Bewegung - kaum neue Gesichtspunkte
hinzugefiligt wurden. Es lag offenbar Cayley auch wenig daran, die Linien-
geometrie und deren Verhdltnis zur Mechanik selbst zum Objekt einer Unter-

suchung zu machen.
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Kapitel IV
Euklidische Liniengeometrie und Mechanik: Julius Pliicker

1. Das Aufbliihen der exakten Wissenschaften im Deutschland des 19.Jh.

1.1 Der EinfluB3 Alexander von Humboldts

~Alexander von Humboldt (1769-1859) war einerseits den am Neuhumanismus
orientierten geistigen Bestrebungen seines Bruders Wilhelm (1767-1835) sehr
zugetan, andererseits aber durch seine Forschungsreisen erfiillt von den
M3glichkeiten und Aussichten einer intensivierten naturwissenschaftlichen
Forschung.l Bei seinem Aufenthalt in Paris 1807-1827 lernte er die Mathe-
matik und die mathematischen Wissenschaften kennen und schi@tzen, besonders
im Zusammenhang mit dem dort gepfdegten Unterrichtswesen. Er geriet dadurch
in einen gewissen Konflikt mit der in Deutschland bliihenden idealistischen
(romantischen) Naturphilosophie.2

Alexander von Humboldt war durch seine Anlagen wie durch seine Erfahrungen
dazu vorbestimmt, den naturwissenschaftlichen und mathematischen Wissen-
schaften neue Impulse zu geben, und zwar unter dem Gesichtspunkt einer
'Synthese' des Neuhumanismus mit dem Rationalismus der franz&sischen Auf-
kldrung und ihrer Kulmination in der Revolution, Vom Neuhumanismus wurde das
Ideal der reinen wWissenschaft als Selbstzweck unter Vernachldssigung der An-
wendungen Ubernommen und von der Gegenseite die analysierende, rationale,
Betrachtungsweise der Natur., Damit ist zugleich der herrschende Geist der
Naturwissenschaften des 19.Jh. charakterisiert.3

Als A.von Humboldt 1826 voribergehend Paris verlien, um nach 18~jshrigem
Aufenthalt, einem Ruf seines K8nigs folgend, seine im folgenden Jahr end-
gliltig erfolgende Rickkehr nach Berlin vorzubereiten, brachte er ein reiches
Konzept zur Neugestaltung der Mathematik4 und Naturwissenschaften in Deutsch-
land, insbesondere in Berlin, mit {Biermann, 1973, 22).Es war naheliegend,
daB3 sich Humboldt bei der Verwirklichung seiner Plane nach Verbindeten umsah.
Auf mathematischem Gebiet muBte selne Aufmerksamkeit notwendig auf A.L.
Crelle (1780-1855) fallen. In erster Linie natlirlich wegen dessen "Journal
fir die reine und angewandte Mathematik", gegriindet 1826, und den sich in
diesem Umkreis sammelnden Mathematikern ersten Ranges.5 Humboldts Plédne be~
zogen sich auch auf das Ausbildungswesen der genannten Wissenschaften, Crelle
hatte dhniiche Intentionen und so ergaben sich auch hier Berthhrungspunkte.
Se kam es, daB Crelle gewissermafen der Vellstrecker der Humboldtschen Pléne
zur ¥Forderung von Forschung und Lehre in der Mathematik wurde.6

Die Reorganisation der gesamten Wissenschaften, insbesondere der Natur-
wissenschaften, erhielt in Deutschland einen starken Impuls durch die end-
gliltige Ubersiedlung von A.v.Humboldt von Paris nach Berlin im Jahre 1827.7
Hatte er bereits seit Anfang der zwanziger Jahre seinen EinfluB auf die
deutschen Verhdltnisse geltend gemacht, konnte er ihn nun, nahe dem Kdnig
und dem Ministerium stehend, voll zur Geltung bringen. "Er besaB ... die
seltene Gabe, auch ohne genaueres Verstidndnis die Bedeutung ihm ferner liegen-
der Gebiete zu.erkennen, ja er hat nicht selten, durch seine allgemeinen Auf-
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fassungen und ein sicheres Gefilihl fiir die Forderungen der Zeit geleitet,
fruchtbare Anregungen fiir ihm fremde Wissenschaften gegeben. Im Zusammenhang
mit dieser Eigenschaft steht seine Fghigkeit, junge, vielversprechende Talente
schon vor ihren eigentlichen Leistungen mit sicherem Instinkt zu erkennen. Da
Humboldt zudem in Berlin eine auBerordentliche gesellschaftliche Stellung
genoB, die ihm durch seine Beziehung zum Hofe und seine vielseitigen Verbind-
ungen einen groBen Einfluf verschaffte, so war er der geeignete Mann, um auf
Jahre hinaus die Entwicklung der ihn interessierenden Wissenschaften in Preufien
zu bestimmen. Er ist denn auch der eigentliche Urheber einer Erscheinung auf
dem Gebiete der Mathematik und Naturwissenschaften, die fir die philologischen
Fdcher etwa 10 Jahre frither, nidmlich 1810 mit der Griindung der Berliner Uni-
versitdt, beginnt, und die ich als *deutsche wissenschaftliche Renaissance'
bezeichnen méchte." ((Klein 1926, 17)

Wie sehr das Selbstverstindnis der Naturwissenschaften8 durch ihn ge-
fordert wurde ld8t sich vielleicht aus der Wende ablesen, welche durch
seinen Vorsitz der 7.Versammlung der “Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Arzte"™ 1828 in Berlin in dieser in der Folge einfluBireicher Gesellschaft
hervorgerufen wurde.9 Urspriinglich im AnschluB an ihren Griinder, Lorenz Oken
{(1779-1851), romantisch-naturphilosophischen Ideen verpflichtet, veranlaBte
Humboldt 1828 eine tiefgreifende Wandlung hin zum Geiste der modernen Natur-
wissenschaften (vgl. oben). Durch die im Winter-Semester 1827/28 gehaltenen,
schon damals beriihmten "Kosmos"-Vorlesungen war das Feld abgesteckt: Ab-
wendung von der in Deutschland weit verbreiteten romantischen Naturphilo-
sophie hin zu einer vorurteilslosen, methodisch und technisch vervollkommneten

experimentellen Untersuchung der Natur.

1.2 Zur BEntwicklung der synthetischen Geometrie von Poncelet bis

von Staudt 10

Der durch Monges Schiiler veranlafte Streit um die analytische und synthe-
tische Methode (vgl. abs. II 2) wuchs sich zu einer prinzipiellen Trennung
der Auffassungen aus:

*... die Anhdnger beider Richtungen suchen ihre Ehre darin, n u r
mit dem einmal erwihlten Werkzeug zu arbeiten. Die Vorteile und
Nachteile zeigen sich um so prignanter, je einseitiger die Metho-
den ausgebildet werden." (Klein 1926, 115)

Nach ersten-kriftigen Schritten Poncelets in die synthetische projektive
Geometrie, sowie den ausgewogenen Betrachtungen von MSbius zum Dualit3ts-
prinzip und der kollinearen Verwandtschaft, findet sich bei Jacob Steiner
(1796-1863) zum ersten Mal der Plan eines r e i 'n synthetischen aufbaus der
projektiven Geometrie.ll Steiner hatte inhaltlich wenig Neues beigetragen,
desto gréBer war sein Verdienst in der Systematik. Man verdankte ihm das Prin-
zip der sukzessiwen Erzeugung hdherer Gebilde aus niedereren. Konseguenz in
der Durchfilhrung eines einmal gefaBten Planes verband sich bel ihm mit einer
gld&nzenden Darstellungsgabe.

Mit Georg Karl Christian von Staudt (1798-1867) erreichte die synthetische
projektive Geometrie einen gewissen AbschluB und Héhepuhkt. Nebst seiner durch-
greifend systematischen, rein synthetisch und dualistisch aufgebauten Dar-
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stellung der projektiven Geometrie in der "Geometrie der Lage" (1847) und
den"Beitrigen ..." (1856-60), sind drei Hauptleilstungen hervorzuheben: Erstens
gelang von Staudt zum ersten Mal eine saubere Definition des Begriffs der
Projektivitdt. - Zweitens kehrte er in genialer Weise den iblichen Gedanken-
gang um und definierte das Polarsystem nicht mit Hilfe eines zugrundeliegen-
den quadratischen Gebildes, sondern definierte zuerst das Polarsystem und
entwickelte daraus die Eigenschaften der reellen oder imaginidren quadratischen
Inzidenzgebilde (Kegelschnitte, bzw. Quadriken). In diesem Zusammenhang be-
handelte er auch zum ersten Mal auf rein projektiver Grundlage das von ihm
im AnschluB an M8bius s¢ genannte "Nullsystem", d.h. eine Korrelation im pro-
jektiven Raume, bei der jeder Punkt (=Nullpunkt) in der ihm entsprechenden
Ebene (=Nullebene) 1liegt (1847, 191f.). - Drittens war ihm die Befreiung
der Grundlagen der projektiven Geometrie von metrischen Begriffen nicht genug:
er wollte auch dem Doppelverhdltnis, unabhingig von seiner iiblichen metrischen
Definition, einen rein projektiven Sinn geben. Er benannte es deshalb neu
mit "Wurf" und entwickelte eine Art Wurf-Rechnung, mit der es spdter gelang,
unabhdngig von jeder Metrik ein projektives Koordinatensystem aufzubauen.
Von Staudts Hauptleistung bestand darin, zu zeigen, daB sich den wirfen ein-
deutig Zahlen zuordnen lassen, fir welche die iblichen Rechengesetze gelten.l2
H.Hankel (1839-1873) fasste 1869 die geschilderte Entwicklung so zusammen:

"Die lange vernachl&ssigte Geometrie hat seit 50 Jahren wieder ihr
Haupt erhoben und sich zu einer 'neueren Geometrie' herangebildet,
welche die Vorzilige der synthetischen Methode der Alten, ndmlich
die rdumliche Anschauung der GréBenverhdltnisse selbst, und die der
analytischen Methode, die Allgemeinheit und Gleichfdrmigkeit der
Prinzipien, miteinander verbindet, ohne die Nachteile beider, die
Uberladung mit ineleganten Figuren oder die Unterdrilickung der An-
schauung durch die algebraischen Kalklile zu teilen.™
(Hankel 1884, 24) .

1.3 Zur Entwicklung der analytischen Geometrie von M8bius bis Pliicker 13

Die Auseinandersetzung zwischen Poncelet und Gergonne um das Dualitdts-
prinzip Ende der zwanziger Jahre des 19.Jh., war eine mdchtige Triebfeder fir
die Fortentwicklung der analytischen Geometrie., In den Jahren 1827-29 findet
sich eine bemerkenswerte Konzentration an bedeutende Arbeiten. Wie kaum anders
zu erwarten, std8Bt man hier zundchst auf die Arbeiten eines brillianten ehe-
maligen Schiilers der Ecole Polytechnigue, Etienne Bobillier (1797-1832). Bobi-
llier benutzte ausgiebig die abgekiirzte Notation und flihrte zum Studium der
Kegelschnitte zum ersten Mal ein Koordinatendreieck ein. Homogene Koordi-
naten verwandte er allerdings nicht explizit.

Der endgliltige Durchbruch zur Arithmetisierung der Koordinaten, d.h. ihrer
Losl8sung von metrischen Begriffen (bisher waren "Koordinaten" immer
"Strecken" gewesen), gelang erst A.P. M8bius (1790-1868) im "Barycentrischen
Calcul™ (1827) und etwas spdter J.Pliicker (1801-1868) in einer Serie wvon
Arbeiten im Crelleschen Journal (1830 a,b,c).

Pliicker publizierte nicht nur ein paar wenige Arbeiten oder e i n
Buch zum Gegenstand der analytischen Geometrie, sondern sein ganzes mathe-
matisches Lebenswerk war diesem Gebiet gewidmet und hat dementsprechend dessen
Entwicklung wesentlich geprédgt. Plicker war weniger interessiert an der Er-~
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er wollte einen Neuaufbau der analytischen Geo-
me trieliefern (vgl. dazu Abs. 2.1),

Wdhrend seine Vorgdnger Bobillier und M&bius die homogenen Koordinaten
nur in einem begrenzten Rahmen zur Anwendung gebracht hatten, machte sich
Plicker eine klare Sicht der zugrundeliegenden Prinzipien zu eigen. Nach der
Einflihrung von homogenen Koordinaten (1830a) entdeckte Pliicker kurz darauf
die Geradenkcordinaten in der Ebene (1830b,c), sowie die Ebenenkoordinaten
im Raume (1832). Fir das Dua l i td tspr inzip war dadurch end-
lich eine saubere analytische Charakterisierung geschaffen: Sind in der
Gleichung

XU+ x,U, +  x3Uy + x, U, = 0 (1)

(xl,xz,xs.x4) die Koordinaten eines variablen Punktes und Ul'Uz'Ua'U4
fest, so stellt (1) die Gieichung der allen diesen Punkten gemeinsamen
Ebene dar; sind andererseits [Ul'UZ'UB'U4] die Koordinaten einer variablen
Ebene und X e Xo e Ry Xy fest, so stellt (1) die Gleichung des allen diesen
Ebenen gemeinsamen Punktes dar. Der zwecks einer Dualisierung eines gegebenen
Satzes vorzunehmenden Vertauschung der Worte "“Punkt" und "Ebene" entspricht
jetzt einfach die Vertauschung von "“konstant" und "variabel" beziiglich den
Griofien RysXprXqsXy und Ul’UZ’UB'U4 . Die algebraischen Operationen
bleiben aber genau dieselben.

Im "System der Geometrie des Raumes" (1846} unternahm eg Pliicker, die von
ihm in der ebenen analytischen Geometrie gemachten Entdeckungen systematisch
auf den Raum zu erweitern. Hier sprach Plicker auch zum ersten Mal die
Idee der Koordination einer geraden Linie im Raum aus:

Im Zusammenhang mit allgemeinen Uberlegungen zu einer analytischen Geo-~
metrie von vier Dimensionen (vgl. weiter unten) gzeigte Pliicker, daR eine
solche tatsdchlich kX on kr e t existiert:

"Eine gerade Linie h3ngt von v i er linearen Cong -
tanten ab, flir die wir zum Beispiel, indem wir eine solche
Linie durch die Gleichungs-Paare:

X = Kz + A t KV + Aw

Yy = NZ + v u = uv + VW

darstellen, %, 4, \,v in der zweifachen Bedeutung [d.h. als Koeffi-
zlienten von Punkt- oder Ebenengleichungen] nehmen k&nnen. Diese

vier GrdBen, die wir als Verdnderliche betrachten, welche fiir eine
gegebene gerade Linie leicht zu construierende Werthe erhalten,
sind die vier Coordinaten der geraden
L inie . Eine Gleichung zwischen diesen vier Coordinaten be-
stimmt noch keinen geometrischen Ort filir die gerade Linie, sondern
nur ein Gesetz, nach welchem der unendliche Raum aus geraden

Linien besteht." (1846, 322)

Mit der sich anschliefenden Bemerkung, er "gedenke auf diesen Gegenstand,
der ... ein weiteres Gebiet flr analytisch-geometrische Entwicklung zu er-
8ffnen scheint" (1846, 322f) zuriickzukommen, beendet er seinen Ausblick auf
die Liniengeometrie, deren Bedeutung er wohl bereits ahnte, ihr aber zundchst
keine Zeit mehr widmen Konnte oder wollte.

Die Entdeckung der Linienkcordinaten war fiir Pliicker eigentlich nichts
auBergewthnliches. Einem Menschen, dem der Begriff der Koordinaten so im
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Blute lag war klar, daf jeder Figur von unverinderlicher Form Koordinaten
zugeordnet werden konnten.14

Plicker kam nur an einer einzigen Stelle seines Werkes auf die M&glichkeit
einer n-dimensionalen Geometrie zu sprechen, Er
schriebs

"Jede gecometrische Beziehung ist als die bildliche Darstellung einer
analytischen Beziehung anzusehen, die, abgesehen von jeder Deutung
ihre selbstdndige Geltung hat. So gehdrt auch das Princip der Reci-
procitit [=Dualit#t] ganz eigentlich der Analysis an. ... Es besteht
... auch ohne daB wir uns irgendwie um die Bedeutung der zwei oder
drei Verdnderlichen und Constanten kimmern, ganz unabhingig von der
Betrachtung von Punkten, geraden Linien und Ebenen. ... Rein analy-
tisch aufgefaBt, ist das Prinecip der Reciprocitdt natiirlich nicht
an die Dimension des Raumes gebunden und auf diese beschré@nkt. so
wie wir, dem Ubergange von der Ebene zum Raume entsprechend, eine
Verdnderliche mehr einfilhren, ktnnen wir die analytischen ErSrter-
ungen auch auf &ine groBere Anzahl von Veranderlichen ausdehnen. Bei
vier Verdnderlichen insbesondere erweitert sich die Grund-Gleichung
der Reciprocitdt" in die folgendes

%0y %0y 4 XUy + XU+ XgUg = 0.
Plilicker f£3hrt dann fort:

"Wahrend wir die Auffassungsweise der Herren G e r g o n n & und
Poncelet als die geometrische Bedeutung des allgemeinen
Princips der Reciprocitédt fiir den Fall zweier und dreier
Verdnderlicher ansehen, liegt die Frage nach einer geometrischen
Deutung fir den Fall mehrerer und namentlich fiir den Fall von
v 1 e r Verdnderlichen nahe. Die Beantwortung diesexr Frage setzt
die der anderen nach der geometrischen Deutung, die wir einer Glei-
chung zwischen vier Verdnderlichen geben kdnnen, voraus.”

(1846, 322f.)

Hieran schlieBt sich das obige Zitat Uber die Koordinaten einer geréden Linie
an.

Obwohl sich Pliicker dementsprechend iber die M8glichkeit einer analytischen
Geometrie von n Dimensionen im Klaren war, so zeigt doch seine Formulierung
ganz deutlich, daB er sich eine solche nicht im abstrakten Sinne vorstellen
konnte. Nur im Falle einer gegebenen geometrischen Interpretation - wie hier
etwa bei n=4 die Geometrie der Geraden im Raume - hatte fir ihn die Idee
einer analytischen Gecometrie von n Dimensionen iberhaupt einen Sinn.
Pliicker ging auch an keiner weiteren Stelle seines Werkes auf diese allge-
meinen Gedanken mehr ein - und dies trotz seines engen Kontaktes zu England
(vgl. Abs. 2), wo Cayley bereits (1843) seine "Chapters in the analytical
geometry of (n) dimensions" geschrieben hatte.

Getrieben von einem starken dsthetischen Gefiihl, entwickelte Cayley
(1843) in formaler Eleganz eine n-dimensionale algebraische Geometrie mit
Hilfe des Determinantenkalkiils. Dabei scheint er sich um Interpretationen
irgendwelcher Art keine Gedanken gemacht zu haben. Flr ihn handelte es sich
um einen Zweiqg der reinen Mathematik, der mit der Realit#dt ohnehin nichts
zZu tun hatte.15

Dies war zutiefst im Gegensatz zu Pliicker, der sich eine Losldsung des
Formalen vom Inhaltlichen nicht vorstellen konnte. So schrieb Klein iber ihn:



52

"Die Auffassung, die einen Punktraum von n Dimensionen fingiert, lehnte
er im gelegentlichen Gespradch als zu 'metaphysisch' ab." (Klein 1926, 171)

Mittlerweile hatten sich die analytische und synthetische Geometrie in
ihren Methoden so sehr angenshert, daB eine getrennte Betrachtung ihrer Ent-
wicklung immer weniger sinnvell wird. Von einem Gegensatz der Methoden konnte
kaum mehr gesprochen werden. Die Allgemeinheit der Methoden der synthetischen
Geometrie, ihre saubere Handhabung imagindrer Elemente im AnschluB an von
Staudt, lieB nun nichts mehr zu wlnschen iUbrig. Andererseits waren die
rechnerischen Mittel der analytischen Geometrie so flexibel geworden, und im
anschlufd an Pliicker so gut an die geometrische Gestalt anpafBbar, daB von
einer Vergewaltigung des Reiches der geometrischen Formen durch zu allgemeine
Methoden nicht mehr die Rede sein konnte.

Diesen ausgewogenen Standpunkt in der Beurteilung der ehemals so kontré-
ren Methoden vertrat in den folgenden Jahrzehnten vor allem Felix Klein
(vgl.abs. V 3.2). Aber die geschilderte Harmonie sollte nicht von langer Dauer
sein, eine Entwicklung, der sich Klein, ohne Erfolg, immer wieder entgegen-
stemmte.
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2. Plickers wissenschaftliche Methode

Julius Pliicker (1801~1868)l6 hatte fiir die Fortentwicklung der geo-
metrischen Mechanik herausragende Bedeutung. Er war der Schdpfer der eukli-
dischen Liniengeometrie, die nun den geeigneten Rahmen abgab, die Mechanik
des starren K8rpers geometrisch pridgnant zu beschreiben (vgl. Abs. 3 u. 4).
Im welteren gelang es Plilcker, die traditionelle synthetische und analy-
tische Methode in der Geometrie zu einer Einheit zusammenzuschlieBen und
damit der analytischen Geometrie zum Durchbruch zu verhelfen (vgl. Abs.

1.2 und 1.3), Die methodischen Prinzipien, die Pliicker dabei lelteten, sollen
in diesem Abschnitt genauer herausgearbeitet und mit seinen spdter ver=-
folgten Zielen in Verbindung gesetzt werden, da diese Gedanken fiir die Fort-
entwicklung der geometrischen Mechanik von groBer Bedeutung gewesen sind. -
Fur Plickers Anteil an der inhaltlichen Entwicklung der analytischen Geo-

metrie sei auf die vorbildliche Analyse von Bover {(1956) verwiesen.l7

2.1 Pllicker als Mathematiker

Julius Plicker begann seine akademische Laufbahn mit Vorlesungen iber
ein Buch von J.-B. Biot (1774-1862), die "Essai de G&ométrie analytique"
von 1805, durch Biots Vorlesungen in Paris wurde er selbst in die neue
Behandlungsweise der Geometrie eingefiihrt. Auch selne ersten wissenschaft-
lichen Arbeiten verdanken ihre Entstehung den in Paris erhaltenen Anregungen.
Indirekt empfing Plicker wohl von G.Monge (1746-1818) die fruchtbarsten
AnstdBe. So sagte er iber ihn 1833 in einer Ubersicht {iber die Entwicklung
der analytischen Geometrie:

"Wie von D e s ¢ ar tes, so kann man auch von M o n g e

sagen: er schuf eine neue Geometrie. So wie die Figur auf dem
Papier eine Darstellung der Curve giebt, so thut es ihm auch

eine Gleichung. Er sieht einen vollstdndigen Parallelismus

zwischen Construction und Rechnung, allen geometrischen Beziehungen
entsprechen algebraische. Eine algebraische Rechnung bildet

sich ab in der Construction, eine geometrische Construction

wird ausgedrlickt durch die Sprache der Algebra." (Pliicker 1885, 617)

Gleich in seiner ersten Arbeit (1826) versuchte Plilicker dem durch Monge
gesetzten Ideal in der Darstellung nachzukommen, In der durch Gergonne stark
iberarbeitet publizierten Fassung lieB sich diese Intention allerdings kaum
mehr erkennen:18 Gergonne hatte das Originalmanuskript zu einer fast rein
synthetischen Abhandlung umgearbeitet. Zudem schien es nun, wie wenn Pllcker
ein Plagiat an Poncelet begangen hdtte. Dies hatte naturgemsB einen scharfen
angriff von demselben zur Folge, den Pliicker erst spdter zu Gesicht bekam.19
Jedenfalls konnte ihn diese bittere Erfahrung in seiner Absicht, endlich
der analytischen Methode zum Durchbruch zu verhelfen, nur bestdrken.

Plicker war sich iber die Bedeutung seiner Beitrdge zur analytischen Geo-
metrie sehr wohl im klaren. Fast in jedem Titel oder Vorwort seiner Blicher
und Abhandlungen sprach er von einer "“neuen Behandlungsweise" - so auch be-
reits in den "Analytisch-Geometrischen Entwicklungen" (1828). Im Vorwort
derselben brachte er zum Ausdruck, wie es ihm eigentlich darum ginge, im

Geiste der synthetischen Geometrie analytische Geometrie zu treiben, d.h.
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die vollkommene methodische Vereinigung der beiden Vorgehensweisen zu
erreichen:

"Die Eleganz der rein analytischen Constructionen ... ist nie in
Abrede gestellt worden; wohl aber die Fruchtbarkeit derselben ...
Jene rein constructive Methode sucht die Raumverhiltnisse und die
Beziehung der Figuren zueinander unter verschiedenen Gesichts-
punkten in Verbindung zu bringen; sie geht dabei abwechselnd vom
Besonderen zum Allgemeinen und vom Allgemeinen zum Besonderen.
Eben hier liegt die Hauptquelle ihrer PFruchtbarkeit. ... Aber
denselben unschitzbaren Vortheil, der aus dem Bestreben hervorgeht,
die Resultate unter allgemeinen Gesichtspunkten zusammenzustellen,
Xann auch die analytische Geometrie sich aneignen, wenn sie aus
ihrem Bereiche jede iberfliissige Entwicklung und jede Vermischung
von Construction und Rechnung verbannt." (1828, IV)

In der Vorrede zum zweiten Band der "Analytisch-Geonmetrischen Entwicklungen®
(1831b) machte Pliicker die charakteristische Bemerkung:

"Wohl nichts beginstigt mehr das Auffinden neuer Methoden, als der
Versuch, geometrischeld.h. synthetische] Sdtze, die in der Aussage
einfach und symmetrisch sind, analytisch zu bewelsen. In dieser
Hinsicht habe ich viel dadurch entbehrt, daf der 'Traité& des
propriétés projectives' des H. Poncelet mir bei der Ausarbeitung
des ersten Bandes fremd blieb und die originellen Leistungen des
H. Steiner in demselben Gebiet erst erschienen, als jener Band
unter der Presse war." (1831 b, V)

Zwelerlei 143t sich daraus ablesen. Erstens das schon weiter oben erwdhnte
Ziel pllickers, die analytische Methode so flexibel zu gestalten, daB sie
ebenso gegenstands-spezifisch wird wie die synthetische Methode - und doch
dabei ihre Allgemeinheit nicht verliert. Zweitens die Achtung und Wert-
schdtzung der der reinen synthetischen Geometrie verpflichteten Mathematiker.
So findet sich bei Plicker nirgends ein Hinweis auf die Uberlegenheit seiner
Methode oder gar eine polemische AuBerung gegeniiber irgendwelchen Synthetikern.
Plicker wollte von diesen lernen und deren Errungenschaften auch seiner ana-
lytischen Geometrie zugute kommen lassen.

Hatte sich Pliicker auch zu der Ansicht bekannt, “daf die Analysis eine
Wissenschaft ist, die , unabhdngig von jeder Anwendung, selbstdndig flir sich
allein dasteht, und die Geometrie, so wie von einer anderen Seite die Mechanik,
blos [als] die bildliche Deutung gewisser Beziehungen aus dem groBen erhabenen
Ganzen erscheint" (1831 b, IX), s0 hatte er sich doch nie mit Analysis
oder Algebra a 1 1 e i n beschdftigt: die tatsdchliche Ve rb indung
mit der Geometrie war ihm wesentlich, rein analvtisch-algebraische
Rechnungen lagen ihm fern. Darin liegt auch der tiefere Grund seiner Igno-
ranz gegenliber den Déterminanten, die Cayley so ausgiebig benutzte. Pliicker
stellte keineswegs ein algebraisch-analytisches Lehrgebdude auf, das er
nachher geometrisch interpretierte, -wie man aus cbigem Zitat meinen kdnnte.
Pllcker geometrisierte vielmehr in algebraischem Gewande.

Plickers sprudelnde Produktivitdt lieB ihn nicht zu der Form-Vollendung
kommen, wie man sie spiter in den Darstellungen von Otto Hesse (1811-1874)
findet. Man erwarte von Pliicker keine eleganten Rechnungen: die Form,

worin ein neuer Gedanke mitgeteilt werden muBte, war flir ihn verhdltnis-



55

20
mABig nebensichlich, der Gedanke selber war alles.

In diesem Sinne war Pliicker liberhaupt kein Analytiker oder gar Algebraiker.
"Plicker's Rechnungen tragen zum Theil auffallend den Stempel
des blofBen Hulfsmittels fiir die Darlegung geometrischer Ver-
hdltnisse."{Clebsch 1895, XIV)

Kurz nach Beginn seiner Lehrtdtigkeit in Bonn 1836 mufite Plicker auch
provisorisch die ordentliche Professur in Physik ibernehmen. Dies hatte
spdter einschneidende Konsequenzen flir seine wissenschaftliche Entwicklung.

In seinem vorldufig letzten Werk (1846) zur analytischen Geometrie brachte
Pliicker seine friher fir die Ebene entwickelten Methoden zur fruchtbaren An-
wendung auf die Geometrie des Raumes.

“wenn .., [die voriiegende Arbeit], selbst in denjenigen Theilen,
die von Geometern ersten Ranges wiederholt mit Vorliebe behandelt
worden sind, noch eine reiche BAusbeute neuer Resultate gegeben hat,
so lege ich darauf nur insofern Gewicht, als die Methode es ist,
die, wohinaus wir sie verfolgen mdgen, nothwendig Neues aufdecken
muB. Und diese M e t h o d e =~ in solchem Glauben lege ich die
Feder nach mehr als zwanzig Jahren nieder, um sie fiir diese Art
von Forschung nicht mehr zu ergreifen - wird der Wissenschaft
bleibend angehdren.

Bonn, im Juli 1846.
Der Verfasser." (1846,IIIf.)

In merkwilirdigem Gegensatz zu diesen Abschiedsworten steht die im selben
Buch zu findende Bemerkung - im Zusammenhang mit der ersten Erwdhnung der
Koordinaten einer geraden Linie - er "gedenke auf diesen Gegenstand ...
zurlickzukommen ..." (1846, 323). Was lag hier vor ?

Pliicker ist der eigentliche Schdpfer der analytischen Geometrie. Vor ihm
lag mehr cder weniger unbebautes Land. Er selbst konnte sich aber vermutlich
gegeniiber seinen widerstreitenden Neigungen - einerseits es bei der Dar-
stellung der methodischen Prinzipien bewenden zu lassen und seine Aufmerk-
samkelt einem neuen Gebiete zuzuwenden, andererseits seiner unerschdpflichen
Phantasie freien Lauf zu lassen und Aie analytische Geometrie weiterzuver-
folgen ~ zu keilnem eindeutigen EntschluB durchringen.

Den Ausschlag zur Hinwendung Plickers zu einem ganz neuen Gebiet, der
Experimentalphysik, gaben duBere Lebensumstédnde. Erstens war es Plicker nicht
vergtnnt, 2zu seinen Lebzeiten in Deutschland die ihm gebithrende Anerkennung
zu finden. Dies lag zum einen Teil sicher an der Neuartigkeit seiner Ge-~
danken, andererseits aber an dem von J.Steiner (1796-1863) und C.G.J.

Jacobi (1804-1851) ausgehenden Kesseltreiben gegen die analytische Geometrie,
Die vehemente Ablehnung des Gebrauchs der Analysis im Reiche der Geometrie

21

durch Steiner war damals geradezu sprichwdrtlich und iibertrug sich auf
selnen groBen Freundes~ und Verehrerkreis in Berlin.22 - Zweltens brachte
Plicker die provisorische Ubernahme der Professur filir Physik im Jahre 1836
zundchst nur VerdruB. Sich ganz auf seine mathematischen Forschungen konzen-
trierend, widmete er anfangs nur wenig Zeit der Physik. Dementsprechend un-
gliinstlg war ein Bericht der zustdndigen Behdrde, der ihm auf Umwegen zu
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23 Dies konnte Plicker nicht auf sich sitzen lassen:

Ohren gekommen sein muf.
er wandte sich von 1841 an vermehrt und ab 1846 ausschlieflich der Physik =zu.

Plickers Genie erkannten zuerst die englischen Mathematiker J.J. Sylvester
(1814-1897) und A. Cayley (1821-1895), Sylvester, der den zufdllig bei einer
Versammlung der British Association anwesenden Pliicker gpontan als "the
master" der englischen Mathematiker begriiBte, schrieb: ‘

"Plicker may be sald to have reformed geometry in its relations

to Analysis. There comes none between him and Descartes in this
line, he is in danger of having his transcendant merits as a
mathematician overlooked by imperfectly juges by reason of the 24
great Geometer having in his case merged in the experimentalist.,"

2.2 Plicker als Experimentalphysiker

Es kann nicht die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung sein, Pliickers
Arbeiten zur Experimentalphysik dem Inhalt nach zu besprechen und historisch
zZU wiirdigen.25 Vielmehr goll das qualitative und me t hod i s che
Moment seiner physikalischen Arbeiten betrachtet und zu seinem mathematischen
Werk in Beziehung gesetzt werden.

Charakteristischerweise erhielt Pliicker seinen ersten und flir alles ent-
scheidenden AngtoB durch Michael Faraday (1791-1867). Aus den genannten
Grilnden blickte er chnehin mehr auf England als Deutschland und lieB sich
durch Faradays Entdeckungen zur Drehung der Polarisationsebene eines Licht-
strahls 1846 und zum Diamagnetismus 1846/47 zu eigenen Untersuchungen an-
regen. Damit begann eine Periode des fruchtbaren wissenschaftlichen und freund-
schaftlichen Kontaktes mit Faraday, der sich seinerseits durch die Ergebnisse
Plickers gefdrdert flihlte.

Pliickers enge Verwandtschaft mit Faraday zeigte sich schon in der &duBeren
Form seiner Verdffentlichungen: sie erinnerte an dessen "Experimental
researches":

"... er liebt es, in der Weise F a r a d a y s , seine Beobachtungen
tagebuchartig in zahlreichen Paragraphen aneinander zu reihen,
seine Versuche unter immer verdnderten Bedingungen, mit immer neuen
Stoffen zu wiederholen." {(Riecke 1896, XII)

Was den Inhalt seiner physikalischen Arbeiten anbelangte, so mag es er=-
staunen, darin nichts weniger als Ans&tze zu einer mathematischen Durch-
dringung der Erscheinungswelt zu finden. Seine Arbeiten waren wesentlich
gualitatiwver Natur,.Plicker war in keiner Weise, was man einen
mathematischen Physiker nennt.

“Die Eigentimlichkeit seines Wirkens liegt ... tief in der Eigenart
gseiner geistigen Veranlagung begriindet: Pllicker war von Hause aus
eine stark produktive Natur, seine mehr produzierende als analy-
sierende Denkwelse fand die grdfte Freude an der Mannigfaltigkeit
der Gestalten und Gebilde, welche seiner fruchtbaren und uner-
sch8pflichen Phantasie entsprangen." {(Ernst 1933, 84)

"Und wie die Freude an der Gestalt im hSheren Sinne es ist, welche
den Geometer . macht, so war sie auch die Quelle seiner physika-
lischen Untersuchungen.” {Clebsch 1895, XIII)

Der scheinbare Widerspruch von Pliickers mathematischer und physikalischer

Periode 18st sich unter dieser Perspektive auf.
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Es ist aufschlufireich, daR sich Plilcker besonders intensiv mit dem
phdnomenologisch ergiebigen aber quantitativ nur schwer erfaBbaren Gebiete
des magnetischen Verhaltens der Gase beschidftigte. Seine Untersuchungen
von elektrischen Entladungen in verdiinnten Gasen waren eigentliche Pionier-
Leistungen. Durch seine Untersuchungen der Entladungsspektren wurde er zu
einem gewichtigen Vorldufer von G.R. Kirchhoff (1824-1887) und R.W.Bunsen
(1811-1899).

Plicker fand in England, wo in der Experimentalphysik Faraday den Ton an-
gab, die gréfte Anerkennung. Im Jahre 1866 verlieh ihm die Royal Society,
deren Mitglied er seit 1855 war, flr seine Verdienste auf den Gebieten der
Mathematik und Physik die Copley~-Medaille, eine selten an Auslinder ver-
gebene Auszeichnung, auf die Plicker besonders stolz war.

2.3 Plickers spdte Jahre

Das Erscheinungsjahr der letzten seiner physikalischen Arbeiten, 1865,
f8llt mit demjenigen seiner ersten Arbeiten zur Liniengeometrie zusammen.
Pliickers Wende war wiederum eine absolute. Er zersplitterte seine Krafte
nicht im Versuch, zwel verschiedene Gebiete auf einmal zu bewdltigen.

Auch der 1863-1865 stattfindenden wende zurlick zur analytischen Geometrie
lagen Pliickers widerspriichliche Neigungen zugrunde. Hier waren allerdings die
duBeren Ursachen nicht so deutlich. Vielleicht legtem ihm die iber-
wdltigenden Erfolge von Kirchhoff und Bunsen nahe, dafll seine Zeit als
Experimentalphysiker abgelaufen war. Er hdtte sich einem v¥llig neuen
Gebiet zuwenden miissen, um wieder in Ruhe ungestsrt arbeiten zu kdnnen.
Unterdessen fanden seine fritheren mathematischen Arbeiten, vor allem in Eng-
land und dann auch in Frankreich wachsende Anerkennung.26

Form und Inhalt der Arbeiten Pliickers zur Liniengeometrie und Mechanik
werden welter unten (Abs. 3 und 4) einer genaueren Analyse unterzogen. Hier
sollen noch die duBeren Umstdnde ihrer Entstehung betrachtet werden.

Felix Klein (1849-1925) von dem spidter noch ausfiihrlich die Rede sein wird,
bezog mit 16 Jahren im Herbst 1865 die Universitit in Bonn und begann ein
Studium der Mathematik und Naturwissenschaften. Ihn zog insbesondere die
Experimentalphysik und die Pers®nlichkeit Pliickers an. Plicker erkannte rasch
Kleins Interesse und schnelle Auffassungsgabe. Er wdhlte ihn bereits 1866
zu seinem Assistenten. Er schrieb in seinem Jahresbericht 27 fiir 1866:

"... und wenn geeignete Pers&nlichkeiten sich finden, gebe ich
solchen gerne Gelegenheit, sich praktisch auszubilden. Dies ist
namentlich jetzt der Fall, wo der Studiosus Felix K1 e in
aus Diisgeldorf mir zur Seite steht, der, obwohl erst im dritten
Semester seiner Studien, alle seine Fachgenossen Uberragt und
nach kurzer PFrist ... in meinen eigenen Arbeiten, mathematischen
sowohl als experimentalen, mir tdtigen Beistand leisten wird. Ich
darf um so mehr auf ein dauerndes Verhd&ltnis zu ihm rechnen, als
er meiner besonderen Leitung anvertraut ist, um hier seine Studien
2u vollenden.”

Dieses enge Verhdltnis zu Plicker sollte fiir Kleins Zukunft entscheidend
werden. Klein erwies sich in vieler Hinsicht als ein wlrdiger Schiiler von
Plicker, indem er dessen mathematische Forschungsinhalte und insbesondere
~methoden mit Begeisterung aufgriff, selbstdndig verarbeitete und wesentlich
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erweiterte. In seinem erginzenden Bericht 28 zum oben erwdhnten Schreiben
Pliickers bemerkte der Kurator der Universitdt, daB Pliicker Klein "als einen
angehenden Gelehrten von grofier Auszeichnung signalisierte."

Klein muBte zundchst Plilcker bei den Experimentalvarlesungen beistehen,
wuarde dann aber immer mehr in dessen Arbeiten zurLiniengeometrie hineinge-
zogen. S0 wurde Klein insbesondere bei der aAusarbeitung des ersten Bandes
der "Neuen Geometrie des Raumes ..." (1868) in Geist und Methode der Pliicker-
schen Untersuchungen eingefithrt.

Plicker war sich liber die Bedeutung seiner neuen Ideen durchaus im klaren.
Er schrieb in seinem Bericht 29 veom Marz 1867:

"Mitteilungen iber Experinental-Untersuchungen werden fir den Augen-
blick durch mathematische Arbeiten - Geometrie, Mechanik, Physik
betreffend - zuriickgedringt, die mich gleichzeitig in Anspruch
nehmen, und denen ich groBe Tragweite beilege. Die Ausfiihrung der
Prinzipien, welche in den bereits vertffentlichten aAbhandlungen
niedergelegt sind, wird die Hauptaufgabe meines Lebens bilden.
Dieselbe wilrde meine Krafte, bel der Ausdehnung welche sie annimmt,
Ubersteligen, wenn ich nicht die Aussicht hitte, von wissenschafi-
lichen Freunden in England und Frankreich unterstiitzt zu werden.”

Noch wshrend der prucklegung des ersten Bandes wurde Pliicker am 22.Mai
1868 aus dem Leben abberufen. Vom zweiten Band (1869) lag nur ein kleiner
Teil im Manuskript vollstédndig vor, den Klein nach den Intentionen und Plinen
von Plicker vervollstdndigte und herausgab. Kaum zwanzig Jahre alt meisterte
er diese Aufgabe souverdn.
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3. Pliickers erste Arbeiten zur Liniengeometrie und Mechanik

3.1 Liniengeometrie

Die geometrische Forschung wieder aufgreifend, kniipfte Plicker genau
dort an, wo er vor knapp 20 Jahren aufgeh®rt hatte (vgl. Abs. 1.3). Erstaun-
licherweise ist dies ihm selbst erst spdter zum BewuBtsein gekommens

“...I may state, that the principles upon which my paper

is based were advanced by me, nearly twenty years ago
(Geometry of ‘Space, No. 258 [1846, 322f.]), but this had
entirely escaped from my memory when I recurred to Geometry
some time since." (1865 b, 537 (Anm.) )

Die erste Abhandlung zur Liniengeometrie, "On a New Geometry of Space",
wurde zundchst in den Proceedings der Royal Society of London angezeigt
(1865a) und dann in den Philosophical Transactions publiziert (1865b).

Die Griinde, weshalb Pliicker auf Englisch schrieb und in London ver8ffent-
lichte, haben wir besprochen (abs. 2.2 und 2.3)

Ausgehend von der doppelten Auffassungsweise einer Geraden als Punkt-
reihe (="Strahl") und als Ebenenbiischel (="Axe") fitlhrte Pliicker zunichst
verschiedene Koordinaten der geraden Linie ein, beschridnkte sich dann aber
in der systematischen Diskussion auf die vier GrdBen r, s, P
definiert durch

X

]

rz + p

y= sz + &
d.h. durch die Projektionen der Geraden auf die x,z- und die vy,z-Ebene
eines rechtwinkligen Koordinatensystems.

Als Komplex, Kongruenz oder Konfiguration (Strahlengebilde) definierte
er diejenige Menge von Strahlen, die durch eine, zwei bzw. drei Gleichungen
zwischen den vier Linienkoordinaten bestimmt ist. Die durch ein bzw. zwei
lineare Gleichungen bestimmten 1 i ne a r e n Komplexe und
1l inearen Kongruenzen unterzog er nun einer ersten Analyse.30

Auf der Suche nach der allgemeinsten Gleichung eines linearen Komplexes
kam Pliicker zur Einfillhrung einer finften Koordinate, definiert durch die
Projektion der Geraden auf die x,y-Ebene:

ry - sX = reé - sp = n
Die Gleichung des Komplexes erhdlt dann die Form

Ar + Bs + C + D&+ Ep + F (sp = re ) =0,
oder in kartesischen Koordinaten

A(x=X')+B(y-y')+C(2=-2')+D (y'2-2'y) +E (X'z2=-2'X)+F (X'y-y'X) =0 .
Pliicker zeigte, daB dies tatsdchlich die allgemeinste Gleichung eines
linearen Komplexes ist. Weiter definierte er konjugierte Geraden beziiglich
eines linearen Komplexes und diskutierte die durch diesen induzierte (Null<)
Korrelation.

Wie Pliicker bemerkte, hdngt die Gleichung eines linearen Komplexes von
fiinf Konstanten ab, wobei davon vier die sogenannte Ha up t a ¢ h s e
festlegen. Weiter definierte er die lineare Kongruenz als Schnittgebilde
zweier linearer Komplexe und leitete daraus ihre Eigenschaften ab. Er filihrte
die Achseund dieLei tgeraden der Kongruenz ein und
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bemerkte, da letztere entweder reell oder konjugiert (hoch-)imaginar sind
und dafB alle Geraden der Kongruenz beide Leltstrahlen schneiden.

Eine Konfiguration als Schnitt dreier linearer Komplexe ist immer ein ein-
schaliges Hyperboloid, wie Plilcker sehr elegant ableitete:

"By combining the three complexes 1,2, )" we get three couples
of directrices [=Leitgeraden]. Each ray of the configuration,
belonging simultaneously to the three congruencies, meets both
directrices of each couple. Hence in the general case the confiw-
guration s a hyperboloid its rays consti-

P
tute one of its generations, while
the directrices of all congruenciles
passing through it are right 1ines

of its other generation." (1865b, 505)

In einer "additional Note", eingereicht am ll.Dezember 1865, machte Plik-
ker eine Reihe von wichtigen Bemerkungen. Zundchst flihrte er mit Hilfe von
homogenen Punkt- oder Ebenenkoordinaten (im Rahmen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems} h o m o g e n e Strahlen~ bzw. Achsenkoordinaten einer
geraden Linie ein (vgl. Abs. V 2.1) und formulierte deren identische Be-
dingungsgleichung.

Nach einigen Uberlegungen zu Komplexen und Kongruenzen hdheren Grades ver-
suchte Plucker Geradenkoordinaten zu definieren und zwar ohne Punkte oder
Ebenen, die mit der entsprechenden Geraden inzident sind, 2zu verwenden. Da-
bel hatte er im Sinn, durch

"a system of coordinates which, independently of points and planes,
fixes the position of a right line in space, we are enabled, by
regarding right lines as elements of space, to reconstruct the
whole geometry without recurring to the ordinary system."

(1865b, 539)

In Analogile zur Bestimmung von Punkt- und Ebenenkoordinaten durch den
Schnitt von drei Ebenen bzw. die Verbindungsebene dreier Punkte wollte er
eine Gerade als Schnitt von vier linearen Komplexen einfiilhren und ihre
Koordinaten als diejenigen Parameter der vier Komplexe, welche diese Geraden
enthalten, definieren. ( Der Parameter eines linearen Komplexes ist eine fiir
diesen charakteristische Konstante. Pliicker leitete ihn schon (1865h,485)
ab; hier wird er aber erst im Abschnitt 4.2 eingefithrt.)

Dies ist aber nicht mdglich, da sich vier Komplexe im allgemeinen in z we i
Geraden schneiden {vgl. Schoenflies in Pliicker 1895, 614f)). Diese grund-
legenden Uberlegungen Pliickers wurden einige Jahre spiter, (1869), von

H.G. Zeuthen (1839-~1320) aufgegriffen und - allerdings in etwas anderer
Weise -~ weltergefiihrt (vgl. Abs. 5).

Ganz am SchluB dieser langen fir die Liniengeometrie bahnbrechenden Arbeit
kam Plicker noch auf Kridfte zu sprechen:

"... £orce may be regarded as a merely geometrical notion,
and there is only one step more to be taken in order to arrive
at a 'Geometry of Forces', as there is a geometry based on the
notion of right lines." (1865b, 539)

Charakteristisch flir diese Arbeit ist, daB Plicker abwechslungsweise die
synthetische und analytische Methode heranzog. Der Schwerpunkt lag dabel
auf der Darlegung der ge ome tr ischen Eigenschaften des Linien-
raumes und dessen linearen Gebilden. Entscheidend war die Idee Pllickers,
die Gerade als Raume l eme n t einzuflhren, und ihr demzufolge Koordi-

naten zuzuordnen.
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Er untersuchte zum ersten Mal diejenigen Gebilde, die durch Gleichungen
zwilschen diesen Koordinaten definiert sind. Was noch heute iberzeugend wirkt,
sind die mit Sorgfalt und Leichtigkelt durchgefiihrten geometrischen Uber-
legungen und nicht deren formale Darstellung. Kannte man Cayleys erste Er-
wdhnung der Linienkoordinaten ({(1860Qa,b), so konnte der Pliickersche Forma-
lismus nur als sehr schwerf&llig erscheinen. Von daher ist es auch ver-
stdndlich, daB in d i e ¢ e r Hingicht sich kaum jemand an Plicker orientierte
und man spdter vor allem an die Untersuchungen von Cayley, G. Battaglini (1826-
1894) und Klein anknilipfte. Die neuen Grundbegriffe der Liniengeometrie, sowie
ihre erste eingehende geometrische Analyse verdankte man aber fast ausschlief-
lich Plicker.

Pliicker blieb die Cayleysche Arbeit (1860a,b) bei der Abfassung seiner
grundlegenden Darstellung (1865b) unbekannt, wie er selbst in einer Anmerkung
(1865b, 537) bezeugte. Er stellte dort auch fest, wie sein und Cayleys
Gesichtspunkt ein v8llig verschiedener sei. - Bemerkenswert ist vor allem,
daB die elegante formale Darstellung Cayleys auf die Abfassung der "“Neuen
Geometrie des Raumes ..." (1868) von keinem Einfluf war. Plilcker beschrinkte
sich dort weiterhin auf homdgene kartesische Linienkoordinaten. Erst Klein
ging im Anschlufl an Cayley und Battaglini zu homogenen projektiven Linien-
koérdinaten iber (Abs. V 2.1).

3.2 Mechanik
Einen ersten Problemkreis, die Einfllhrung der Linienkoordinaten, hatte
Plicker bereits (1865b) behandelt. Nun will er daran gehen

"... to connect, in mechanics, translatory and rotatory movements
with each other by a principle in geometry analogous to that

of reciprocity, ... I met a solution ..., which in vain I
sought for in P o in & o t ' s ingenious theory of coupled
forces, by pursuing the geometrical way." (1866, 546)

Zur ibersichtlichen Darstellung der Ergebnisse Pliickers verwenden wir
wieder die heute iibliche Vektorschreibweise;, Pliicker schrieb noch alles in
Komponenten aus. Als Koordinaten einer Kraft bezeichnete Plucker die zweil
mal drei Komponenten der Vektoren r-r' und rxr' wobhel r' den Angriffs-
punkt bedeutet und r die Richtung sowie die Intensitdt der Kraft fest-

legt (Fig.l).
D.h. |r-r'l ist die Intensitdt der Kraft
und |lr xr'l der Betrag des Momentes beziig-
lich des Ursprunges O . Nur letzteres ist
von diesem abhdngig. Offenbar gilt identisch
(r-r') « (rxr') = O.
Das der formalen Addition beliebig vieler
r Krafte (f; fi) , i=1,2,...,n ent=
sprechende Resultantengebilde nannte Plicker
eineDyname (ww , deren 6 Koor-
dinaten definiert &ind durch

Figur 1 (wiw) = Z(fi;fi) = (Zfizzfi) ’
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Im allgemeinen ist dann natiirlich
wew #£ O, 3

Nachdem Pliicker im ersten Abschnitt den Zusammenhang der Krdfte und deren
Zusammensetzung mit der Liniengeometrie gekldrt hatte, ging er nun im zweiten
Abschnitt daran, dasselbe fiir (endliche!) Rotationen zu tun. Was das Physi-
kalische betrifft, driickte er sich hier allerdings nicht sehr klar aus.32
Gemdf der mechanischen Vorstellung einer Drehung um eine Gerade, erschien es
in Analogie zur Definition einer Kraft sinnvoll, eine solche durch zwei Ebenen
festzulegen. 3ind diese Ebenen gegeben durch n+.r =1 und n'«r =1,
s0 definierte Pllicker die Koordinaten einer "rotatory force" oder Drehung
durch (n-n'; nxn') . Auch hier bezeichnete er I[n-n'l als die Intensitdt
und Inxn'l als das Moment der Drehung. Wegen der Abh#ngigkeit der Ebenen~
gleichungen vom Koordinatenursprung ist nun hier aber sowohl die Intensitét
wie das Moment von diesem abhidngig. Plickers Begriff der rotatorischen Kraft
oder Drehung war also keineswegs eindeutig bestimmt durch den Zwischenwinkel
der beiden beteiligten Ebenen. Er sagte dariber an einer Stelle des NachlaBes:

"Hier verlassen wir die gebrduchliche Definition der GrBBe einer
Rotation,die man durch den beschriebenen Rotationswinkel zu be-
stimmen pflegt. Unsere Bestimmung der RotationsgrdBe ist von der
Annahme des Anfangspunktes der Koordinaten abhdngig.*

{zitiert nach Schoenfliies 1904, 401f.))

Was Pllicker unter der "rotatory force" als Ursache einer Rotation verstanden
hatte, blieb im Ungewissen33. Anscheinend kam es Plicker auf eine Prazision
in dieser Hinsicht gar nicht so an. Was ihn interessierte - von wenigen vor-
l3ufigen andeutungen abgesehen -, waren nicht die mechanischen Verhdltnisse,
sondern mehr die sich an statische Uberlegungen ankniipfenden g e ome t r i -
s ¢ hen Tatbestdnde. Neue Termini sind in dem Sinne nur als Hinweis auf
{noch nicht prdzisierte) bildhafte Vorstellungen zu sehen.

Diese vor allem auf begrifflicher Ebene zu Tage tretenden Mingel versuchte
Klein in seiner bedeutenden Arbeit "Uber den Zusammenhang der Liniengeometrie
mit der Mechanik starrer Kdrper" (1871b) zu kliren (vgl. Abs. V 2.6). Die
pPliickerschen Ausfiihrungen geben jedoch in £ o r m a 1 e r Hinsicht zu keinen
Bedenken AnlaR.

In ihnen kommt deutlich die Enge des euklidischen Rahmens, sowle der un-
dualistischen Art der euklidischen MaSbestimmung zum Ausdruck. Die Plilckersche
Fassung der "rotatory force" oder Drehung hat etwas Kiinstliches, Konstruiertes
an sich, obwohl sie sich letztlich formal gleich verhdlt wie die gewShnliche
Kraft.

Pliicker hat sozusagen im Rahmen der euklidischen Geometrie das AuBerste
geleistet zur Einflilhrung einer gewissen reziproken Beziehung zwischen Krdften
und Rotationen. DaB dies in der v¥llig undualistisch veranlagten euklidischen
Geometrie zu einem im Ganzen unbefriedigten Ergebnis kommen muBte, ist eigent-
lich klar.

Die aAbhandlung (1866} gleicht der Form nach deutlich den experimental-
physikalischen Arbeiten Pllickers: sie besteht aus einer Aneinanderreihung
von Ideen-8kizzen, flr deren genauere Durchdringung sowie prédzise Darstellung
und Formulierung sich Pliicker keine Zeit genommen hatte. Es ist erstaunlich,
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wie wenig bei Plicker der BinfluB von Mobius' klar durchdachter Unter-
suchung (1838) zu spliren ist. Vermutlich hatte er sie zur Zeit ihres Er-
scheinens gekannt, dann aber wieder v8llig vergessen. Es 1d8t sich jedenw-
falls kein einziger Hinweis auf sie in (1866} feststellen. Man darf also fest-
halten, daB pPliicker seine Ergebnisse unabhidngig von MSbius gewonnen hatte,
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4. "Neue Geometrie des Raumes ..."

Plicker schien die zeitgendssische Entwicklung der gecmetrischen Litera-
tur wenig bis gar nicht verfolgt zu haben. Der einzige Literaturhinweis in
der ganzen "Neuen Geometrie des Raumes ..." bezieht sich auf Mtbius (1833)
und Magnus (1837), und zwar auf die durch einen linearen Komplex erzeugbare
korrelative Verwandtschaft (1868, 31). Dieser Umstand erklart sich weitgehend
durch Plickers produktive Veranlagung (vgl. Abs. 2), welche der Ausarbeitung
und Bewdltigung der eigenen Ideen den ersten Rang vor der Verarbeitung der
geistigen Produkte Anderer einrdumen muB, "So konnte es in einzelnen Fidllen
geschehen, daB ihm Untersuchungen Anderer, welche zu den seinigen in Be-
ziehung standen, unbekannt blieben, und daB er zuweilen von neuem fand und
als das Seinige betrachtete, was Andere vor ihm bereits ausgesprochen hatten.
Er durfte sich damit trb&sten, daB dfter das entgegengesetzte geschah, und
andere Geometer sich Entdeckungen zuschrieben, welche Plicker ldngst vor
ihnen gemacht hatte." ((Clebsch 1895, XIV)) In dieser Hinsicht waren sich
ibrigens M®bius und Plicker sehr verwandt.

4.1 Euklidische Liniengeometrie

Die bereits in einer "Additional Note" zur Arbeit (1865b) angedeuteten
homogenen euklidischen Linienkoordinaten stellte nun Pliicker an den Anfang

seiner "Neuen Geometrie .,..".

Die urspringlichen Linienkoordinaten r , s , pPeS.m einer Geraden g
waren definiert durch die Projektion auf die x,z- und die y,z-Ebene:
X = rz + ¢
y = sz + @

sowie die Projektion auf die x,yv-Ebene:
Iy - 8X = XG = sp o= 0 .
Ist die Gerade g durch zwei Punkte (x,v,2z) ., (x',y'z') festgelegt, so

wird
x = x! v -y
r = A ———— s =
zZ - 2! z ~ 2'
x'Zwxz! y'z=-yz'! xy' -x'y
p = G = Y] =
z - B! z - 2t z = 2! .

Statt dieser fiunf Koordinaten werden nun die Verhdltnisse wvon sechs neuen
Koordinaten wie folgt eingefiihrt:

r :+ s : 1 3+ -6 3 p i -
Dies ist aber glelch:

(x=x') : (y=-y") ¢ A(z=z') = (yz'-v'z) : (xX'z-xz') : (xy'-x'y).
Dadurch ist die Koordinatenbestimmung in bezug auf das Koordinatensystem eine
symmetrische geworden, Pliicker nannte diese sechs Gr6Ben die Ko or 4 i ~
naten der Geraden durch die Punkte (x,v,2}) , (x',y',z') .

Fihrt man die Ortsvektoren r, = (x,v,2), r, = (x',v',2') ein (Fig.

1
2), so sind die ersten drei Koordinaten offenbar gleich r; - I, und die

letzten drei gleich ry*r, . Die Koordinaten der Geraden lassen sich also
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in moderner Schreibweise darstellen durch das Vektorpaar (rl—rz; rlx r2) ‘
wobei z.B. die Ldnge von ry=Tr, nur bis auf einen Faktor bestimmt ist.
ry % r, heist das Moment der Geraden g bezliglich
o .

Die von Pllcker natirlich noch nicht verwendete Darstellung von Geraden
durch Vektorpaare erweist sich als sehr addquat flir die Beschreibung der eukli-

dischen Liniengeometrie.34

Im folgenden wird von ihr systematisch Gebrauch
gemacht, um so die Ergebnisse Pliickers in einheitlicher und prégnanter Weise
zZu beschreiben.,

Offenbar gilt zwischen den Koordinaten
einer Geraden die Bedingungs =
gleichung:

(r) = ry) « (ryxry)) = 0 .

Jeder Geraden g , der ein beliebiger

linienfliichtiger Vektor s =r, - r

1 2
zugeordnet 1st, kann durch ein Vektor-

paar (s;s) mit s = r % 1,

stellt werden und umgekehrt wird durch

darge-

jedes Vektorpaar modulo Is] eindeutig
eine Gerade bestimmt (vgl. aAbs. IT 6.2).
Das geometrische Gebilde, das einem

Figur 2 solchen Vektorpaar entspricht, ist eine
Gerade, versehen mit einem wohlbestimmten
linienflichtigen Vektor.

Es gelten offenbar die Sitze:
- Die nur bis auf einen Faktor bestimmten Plilckerschen Koordinaten
(rl - r

r; x er stellen eindeutig eine Gerade dar.

9 ¢
- Normierte Pliickersche Koordinaten stellen eindeutig eine Gerade dar,
die Trdger eines linienfllichtigen Vektors ist.
Verschiebt man den Ursprung O um den Vektor t , so geht die Darstellung
(s;8) 1iber in die Darstellung (s} + txs) . Folglich ist nur der Momen-
tenvektor s vom Ursprung. abhingig (vgl. abs. II 6.2).
Wie schon Poinsot entdeckt hatte, gilt nun:
- Kr8fte wverhalten sich wie Geraden, die Tridger eines linienfltichtigen
Vektors sind.
Die sechs Koordinatenwerte (s;s) sind dabei absolut zu nehmen und nicht
nur in ihrem Verhdltnis. Sie werden dann von Pliicker als die Koo r d i -
naten der Kraft bezeichnet. Der Vektor s ist der auf der
wirkungslinie frei verschiebbare Kraftvektor und der Vektor § gleich dem
Momentvektor der Kraft bezliglich des Ursprungs O . Auch hier gilt natiir-
lich s.% = O , denn so ist die Richtung von 5 mechanisch ja definiert.
Zus&tzlich zur Bestimmung der Koordinaten einer Geraden durch zwei Punkte
= "gtrahlenkoordinaten" } betrachtete Pliicker auch die Bestimmung der Koor-
dinaten durch zwei Ebenen (= "Axenkoordinaten" ) . Wie er feststellte,
haben beide Koordinatenbestimmungen eine gewisse Bedeutung flir die Mechanik:
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"So wie wir eine Kraft durch eine, als S £t r a h 1 [=Punkt~
reihe] betrachtete, gerade Linie und durch zwei auf ihr
liegende P u n ¢ t e darstellen, so kdnnen wir eine Rota-
tion {(richtiger [t1] ausgedriickt, die andere Art von Kraft,
welche eine Rotation hervorbringt) durch eine als A x e
= Ebenenbiischel] betrachtete gerade Linie und durch zwei
durch die Axe gelegte E b e n e n darstellen. ... Wdhrend
aber Strahlen und Axen an und fiir sich identisch dasselbe
sind, stehen Kr&dfte und Rotationen wiederum coordiniert neben-
einander, analog wie bei Puncten und Ebenen." (1868, 23f)

Wie schon Chasles, ahnte hier Pliicker das Richtige, kann aber der Natur
der Sache nach noch zu keiner vcllkommenen Einsicht durchstoBen.

Mehr beil&dufig kam Plicker auf den Begriff der D y n a m e 2usprechen.
Unter dieser verstand er ein Kraf tesys tem, d.h, die Summe
aus endlich vielen Eingelkridften. Ihr kdnnen ebenfalls sechs Koordinaten
zugeordnet werden, die aber erstens absolut genommen werden missen und
zwischen denen zweitens keine Bedingungsgleichung besteht. Indem er die Frage
stellte, was die Koordinaten einer Dyname bedeuten, wenn ihnen nur r e 1 a -
t 1 v e Werte zugeordnet werden, kam Pllicker zum Ergebnis:

"Dann entschwindet das specifisch Mechanische und, um mich auf
eine kurze Andeutung zu beschranken: es treten geometrische
Gebilde auf, welche zu Dynamen in derselben Beziehung stehen,
wie gerade Linien zu Krdften und Rotationen." (1868, 25)
wie das genauer zu verstehen i1st, fihrte Plicker nicht aus. Es handelt sich
natlirlich um den linearen Komplex, was Plicker aber nirgends explizit aus-

gesprochen hatte.

4,2 Krdftesysteme und lineare Komplexe

Zum besseren Verstdndnis des Verhdltnisses mechanischer Krdftesysteme ,
von Pliicker Dynamen genannt, zu den linearen Komplexen als geometrische Ge-
bilde, sei hier ein Abschnitt eingeschoben, dessen Inhalt nicht auf Pliicker
zuriickgeht, sondern bereits teilwelse die Untersuchungen von Klein (1871b)
vorweg nimmt, Der Vorgriff an dieser Stelle ist notwendig, um die eukli-
dische Liniengeometrie und ihr Verhdltnis 2zu den Grundbegriffen der geo-
metrischen Mechanik einigermaBen geschlossen darstellen zu kodnnen.

Ein Kriftesystem ist definiert als die Summe beliebiger, aber endlich
vieler Krdfte (fi M fi) , 1 = 1,2,...,n :

Giw) = (£, 5 Fy ) = (Yf; i3 E) mit w.§ £ O .
(vgl. Abs. II 6.2) Man mennt die absolut genommenen Werte der Kompo-
nenten der Vektoren w,w die XKoordinaten des Krifte-
systems odér der Dyn ame. Jedes Kriftesystem (w,;w) kann als
Summe einer Einzelkraft und eines Krdftepaares aufgefasst werden. Es kann
aber ebenso durch zweil windschiefe Krdfte dargestellt werden. Das Resultat
nennt man dann ein K r a £ £t kX r e u 2. Ein solches 1dBt sich etwa wie
folgt gewinnen. '

Sei die Trdgergerade A(fl ’ fl) , ANeR, einer beliebigen Kraft
vorgegeben. Sind die Koordinaten der anderen Kraft gleich (f2 : fé) ’
so muB folgendes gelten, wenn sie ein Kraftkreuz bilden sollen, das

(w ; W) 3guivalent ist:
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d.h.

Afl + fz = w oder f2 = W - Kfl

Kfl + fz = W oder fg = W - kfl .
Daraus 13d8t_sich eindeutig A , und damit die Kraft (f, ; f2) bestimmens
wegen £+ El = 0 und f, . fz = O ist n#mlich

£, - Ez = (w - Afy) (W - P\fl)

= WeW - h(fl- w o+ fl- w) = O
und damit
W -V-V . -
A = fir £, W + fl- w £ 0 .

Durch die Zuordnung

WO.\:I
£, = w & £
2 - 1
fiow t fl- w
B z
2 T W P 1
. fl-w+fl-w

ist eindeutig (fzifz) , einschlieflich der Normierung, bestimmt.

Durch

£, = (fl-w + fl' W) we {wew) f

P

ist eilneZuordnung wvon Geraden, vermittelt durch das Krifte-

(fl-ﬁ + fl- w) w- (wew) F

system (w,;w), bestimmt, sofern w.w % O . Diese Zuordnung hdngt n i ¢ h t
vom Betrag von w.w ab. Diejenigem G e r a d e n , fir die flﬁﬁ + fl' 1%
= 0 ist, werden sich selbst zugeordnet. - Da den 6 Koordinaten (w,w)
wegen w.w # O keine besonderen Bedingungen auferlegt sind, stellt

w «£ + weE = o0
die allgemeinste lineare Gleichung zwischen den Koordinaten der Geraden
h(flifl) dar. Im Sinne von Pliicker nennt man das so bestimmte Gebilde einen
linearen Komplex . Diejenigen Geraden A(fli?l) , welche der
Bedingung w 'fl + W 'fl = 0O gehorchen (das sind die Geraden des line-
aren Komplexes), kdnnen zur Zerlegung von (w,;w) in zwei Einzelkrifte, d.h.
in ein Kraftkreuz, offenbar nicht herangezogen werden.

Die Geraden-Zuordnung, die durch ein Krdftesystem vermittelt wird, lHEBt
sich auch als eine Zuordnung von Geraden auffassen, die durch einen linearen
Komplex hervorgerufen wird und umgekehrt. Denn aus den obigen Uberlegungen
folgt ohne weiteres der S a t 2

Zu jedem Kriftesystem (w,w) mit w-w # O gibt es genau
einen linearen Komplex mit der Gleichung
w.f+w.f = 0 , wobet £.F = 0.
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Zu jedem linearen Komplex mit der Gleichung
wef+ w.f = 0 , wobei £:-f = 0 , w.w # O,
gibt es unendlich viele Kriftesysteme der Form Af(w;w) mit NeR .

Die Geometrie des linearen Komplexes wird im nichsten Abschnitt ge-
nauer studiert werden. - Sind zwei Geraden im Sinne der obigen aAbbildung ein-
ander zugeordnet, so nennt man sie bezliglich des linearen Komplexes einander
konjugier t., EBinen linearen Komplex mit w.w = O nennt man
speziell oder entartet . Das Vektorpaar (w,w) stellt dann
eine G er ade dar.

Ob man von einer Kraft (f;f) oder von einer Geraden (£;£) spricht,
ist einerlei, wenn nur im Auge behalten wird, daB im ersten Fall die Koordi-
natenwerte absolut zu nehmen sind, wdhrend sie im zweiten Fall nur bis auf
einen Faktor bestimmt sind. GemdB dem obigen Satz hat man nun bel Krifte-
systemen und linearen Komplexen eine ganz analoge Situation: mit (w,w)
kann man sowohl ein Krdftesystem wie einen linearen Komplex bezeichnen, wo=-
bei im ersten Fall die Koordinatenwerte absolut und im zweiten Fall nur bis
auf einen (reellen) Faktor bestimmt sind.

4.3 Geometrie des linearen Komplexes

Nach Pliicker ist ein linearer Komplex bestimmt durch eine homogene line-
are Gleichung in den Koordinaten (x=-x', y=-y', 2~2', y2' =-y'z, x'z-x2',
xy' - x'y) , d.h. etwa durch N :

A(x=x') + B(y-y') + C(z=~2') + D(yz2'~y'z) + E(X'2~-%x3') + F{xy'=x'y) =

Setzt man a = (A;B,C) . a = (D,E,F) , so 148t sdich dies wieder in
moderne Vektornotation iibersetzen:

3+ {r=r*) + a-.(cxz') = 0 .
Sel etwa r' fest und r variabel, so erhdilt man wegen a . {rxr') =
r.(r'x a)

(+r'xa)er-a.r'* = 0 ,
also eine Ebenengleichung der Form

n.r- &= 0 .
rolglich liegen alle Strahlen durch den Punkt r' in einer Ebene U ,
bilden also ein Strahlenbiischel. GemdR der allgemeinen Theorie der Rezipro-
zitdt nennt Plicker U die Polarebene von r* . Zur Unterscheidung von der
Polaritdtsbeziehung an einer Fldche 2 . Grades scll U nach dem Vorschlag
von M&bius als die Nul 1l e b en e des Punktes r! bhezeichnet werden,
Jedem Punkt r' des Raumes ordnet also der lineare Komplex eindeutig eine
durch ihn hindurchgehende Ebene, eben die Nullebene, zu; in dieser liegt
ein ganzes Blischel von Strahlen des Komplexes.

Es gilt aber auch die Umkehrung: jeder Ebene U ordnet der Komplex
eindeutig einen in ihr liegenden Punkt, den Nu l 1l punkt von U zu,
durch welchen ein ganzes Blischel von Strahlen des Komplexes geht.- Um dies
zu zeigen, geht man aus von der Ebene

n.r-&= 0
und setzt n = A&B + r*xa) und &§=n(3.r') . Nun muB gezeigt werden,
daB es zu jedem n und & genau ein r' gibt,
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Dazu berechnet man:

AME@+a + (r‘xa)+a) = A(a-a)
Al@xa + ({r'xa)xa)
-An(ax (r*x a))

=]

X .

1))
oW

-A({a+a) r' = (a+r') a)
-A(@.a) r' +8a

-n.a) r" +8a.
Damit wird
(n+a) r' =8a - nxa

da - nxa
r'* = . -
ns+a
Die Vektoren a, a eines Krdftesystems bzw. eines linearen Komplexes

(2;3) mit der Gleichung -a+-p + a.p = O haben im allgemeinen beliebige
Lagen im Raum. Gibt es aber einen Ursprung O so, daB a parallel zu a ?2
Verschiebt man den Ursprung O um den Vektor &t , so geht das Vektorpaar
jeder Kraft (£;f) in das Vektorpaar (f;f + tx f) {ber, also geht das
Vektorpaar (aja) des Kriftesystems, d.h. des linearen Komplexes, ebenfalls
in ein Vektorpaar der Form (a;3a + txa) iber. Die urspriingliche Frage
lautet also: Gibt es ein t so, daB a parallel zu a + twxa wird, d.h.
daB gilt

ka = a+ txa , xe®R ? (1)
Wird diese Gleichung skalar mit a multipliziert, so erhidlt man
w(a+a) = a+a+ (txa)+a = a+a ,
also asva
W = .
asra
Nun ist aber t aus der Gleichung xa = a + txa nicht eindeutig bestimmt:

ist sie fiir t erflillt, dann auch fiir t -~ Ta , Te R . Die mdglichen
Punkte t 1liegen also alle auf einer Geraden mit dem Richtungsvektor -a.

Sei rp, = t und r, = t-a , folglich ry=r, = a und ryxr, = -
txa. Aus Gleichung (1) folgt -txa =3 - ka , also ist die Vektorpaar-
darstellung der erwdhnten Geraden t ~ ta gleich (a;& - ka}) . Man nennt

siledieHauptachse oder einfach Achse des Kradafte«
systems oder des linearen Komplexes .Die Kon-
stante

a » a
heift nach Pliicker der Parameter des linearen Kom--
Plexes . Der Parameter ist eine Invariante des Komplexes (a’a) be-
zliglich Translationen. Denn bei einer beliebigen Verschiebung des Ursprungs
um den Vektor +t' &ndert er sich nicht: a bleibt invariant und & geht
iber in a3 + t'xa . Es ist aber a {3 + t'xa)l =a-a .

Die Achse (a;3 =~ wa) eines linearen Komplexes (a;3) 1ist dadurch
ausgezeichnet, dafB sie auf den Nullebenen ihrer Punkte senkrecht steht. Denn
der Normalenvektor der Nullebene von t ist gleich & + txa und dies
ist flir alle t auf der Achse gleich «ka.

Ist die Achse eines linearen Komplexes mit der Vektorpaardarstellung
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(a;3a) bestimmt, so 143t sich seine riumliche Gestaltung leicht iber-
blicken. Der Komplex hat dann ndmlich bezliglich eines Punktes der Achse
die Darstellung (a;ka), denn ist t ein Ortsvektor der Achse, so geht
a tdber in 3 + txa = wa.

Ausgehend wvon der Darstellung (a, xa) hat dann ein beliebiger Punkt
P mit dem Ortsvektor r eine Nullebene mit dem Normalenvektor Ka + I xa.
Da der Ursprung O ja auf der Achse beliebig verschiebbar ist, kann r
immer so gewdhlt werden, daf r.la (Fig.3) . Mit Hilfe des Parameters «
und des Winkels ¢ 2zwischen kKa und xa + rxa last sich dann eine

wichtige Beziehung ableiten:

sing |ka x (ka + rxa)l K la x {r xa}l
‘tanlf = = = =

cos ¢ ka +» (ka + rxa) K (a -+ a)

I1(a+a) r -~ (a-r) al {rl

Kk (a « a) - K )
a
Figur 3
Also ist

wtang = [rl .

Plicker arbeitete oft und gerne mit dem Prinzip der speziellen Lage. So
benutzte er zur bequemen analytischen Handhabung des linearen Komplexes ein
Koordinatensystem, bei welchem etwa die z-Achse 1n die Achse des Komplexes
f£dllt. Dann ist etwa a = (0,0, &) , und aus der Gleichung

a (r=-r') +a-(rxr') = xas+{r-r') +a.{rxr') = 0
wird
Adk(z = 2') + x{xy' - x'vy) = O
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oder
Xy' - X'y + K(z=-z'}) = 0O .
Aus dieser Gleichung 148t sich unmittelbar der Satz ableiten:

"Ein Linien-Complex ersten Grades bleibt unver#dndert, so=-
wohl wenn derselbe parallel mit seiner Axe verschoben als
auch wenn er um dieselbe gedreht wird."” (1868, 38)

Der lineare Komplex ist also schraubungsinwvazriant bezig-
lich seilner Achse. Denn eine Schraubung um die z-Achse ist gegeben
durch

X = X cosg - ¥ sing
y = X sing + ¥ cosg
z = % + 8
Damit wird
xy' = (X cos¢ - ¥ sing ) (X' sing + ¥' cos¢ )
= Xy coszq - %' sine + (%%X' - ¥¥') siny cosg
xty = X'y cos2q - ?'%sinzg + (XX' -« ¥¥') sing cosg
z=z' =2 = 2'
also
Xy - X'y + k(z=z') = %¥' - X'Y + k(2=Z') = 0O .

Greift man eine beliebige Gerade des Komplexes heraus, dreht und ver-
schiebt sie um bzw. ldngs der Achse, so werden alle derart erzeugten Geraden
tangential an einen Zylinder und tangential zu gewissen Schraubenlinien
dieses Zylinders. Ist % > 0 , so sind die Schraubenlinien rechtsgewunden,
und flir k < 0 linksgewunden. Fiir einen gegebenen linearen Komplex sind
wegen dem festen Wert von w alle so erzeugbaren Schraubenlinien gleich ge-
wunden. Es sind also zwei wesentlich verschiedene Typen von Komplexen zu
unterscheiden, je nach dem Vorzeichen von «K !

K » 0 rechtsgewundener linearer Komplex,

K < 0 linksgewundener linearer Komplex .
Fir KW= 0 ist a.a = 0 und damit stellt das Vektorpaar (a;3) (in der
Hauptachsendarstellung insbesondere = (a&a,0)}) eine Gerade dar:

k=0 spezieller linearer Komplex,

4.4 Lineare Strahlenkongruenzen

Eine lineare Strahlenkongruenz ist bestimmt durch ein System zweier
linearer Gleichungen in Linienkoordinaten:

ap +a8a.p = 0 , a-a £ 0 ;

a»p +a'.p = 0 , a‘ta £ 0 .
Sie besteht demzufolge aus den gemeinsamen Strahlen zweier linearer Komplexe
K =a+.p+a-p = 0 und K' = a'+p+a'+p = 0 . Alle Komplexe
der Form

K + NK' = 0 , AeR ,

enthalten dieselbe Kongruenz. Man sagt, daB alle Komplexe welche durch
die vorstehende Gleichung dargestellt werden und von welchen je zwel die
Kongruenz bestimmen, ein B i 5 ¢ h e 1 wvon linearen Komplexen bilden.

Die speziellen Komplexe dieses Biischels
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K+ X' =a.p+a.p+ N@.a+a-p) =

(2 + \a*')p+ (a+ ra')+«p o)

ergeben sich aus einer quadratischen Bedingungsgleichung fir XA :

a + Xa') - (@ + A3') = o0

a~a+ r(a.a' + a'.3a )+ A2 ar.3 o= o0 .

Dabei ist nach Voraussetzung a+.a £ 0 und a'.a' # 0 . Im allgemeinen
gibt es also zwei spezielle lineare Komplexe in einem Komplexbiischel. sie
kdnnen beide reell oder keonjugiert imagindr oder reell zusammenfallend sein.
Man nennt die entsprechenden Geraden die L e i tgeraden der
linearen Strahlenkongruen z.
Dergeometrische Ort der Hauptachsen
eines Komplexbischels ergibt sich aus der Betrachtung
der Nullpunkte der Hauptachsen. Die Achse eines Komplexes (w,;w) hat

die Darstellung (w,w - ®w) , wobeli = (w-.w) / (w.w) . Die Nullebenen
der Punkte t dieser Achse sind wegen n = w + txw = Kw {(siehe Gleich-
ung (1) im abs. 4.3) gegeben durch die Gleichung wep+ & = O . Die

Nullpunkte selbst sind dann bestimmt durch

Sw - wxw

Woew
wWendet man dies auf das Komplexbiischel
(@ +xa* ; a+ rat) , re R,
an, so ist der geometrische Ort der Punkte der Hauptachsen des Komplexbiischels
gegeben durch
8(a + ra') - (a+ Aa') x (@8 + a3

r =
(a + Aa') » (a + aah)

Bel geeigneter Spezialisierung des Koordinatensystems 133t sich durch Elimi-
nation von A und & nach einiger Rechnung die Gleichung

(x2 + y2) z sing =~ pxy = O

ableiten.35 Diese Gleichung 3.Grades stellt also diejenige Linienfliche dar,
die von den Achsen der Komplexe eines Blischels gebildet wird. Sie wurde

spdter Zy 1l iindroid genannt.35

4.5 wlirdigung des Schaffens von Plicker

Pllicker hatte die linearen Gebilde der Liniengeometrie erschdpfend bew
handelt. Sein Interesse wandte sich denn auch sehr bald den Komplexen
2.Grades zu, die ein viel weitldufigeres Feld fliir geometrische Unterw
suchungen boten. Hier leistete Pliicker Pionierarbeit. Zeugnis von- seiner Pro-
duktivitd8t legte der ganz den Komplexen zweiten Grades gewidmete zweite Teil
seines Buches (1868/69) ab, von dem etwa die ersten 100 Seiten bei seinem
Tode druckfertig vorlagen. Der Rest (= (1869} ), noch einmal etwa 100
Seiten, wurde wvon Pliickers Assistenten Felix Klein herausgegeben.

Charakteristisch, auch fir sein letztes Werk, ist bei pllicker die ab-
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wechselnde Praktizierung der einander erginzenden synthetischen und ana-
lytischen Darstellungsmethoden. Dieses Verhalten war der Ausdruck seiner bis
ins hohe Alter hinein andauernden Produktivitdt, die ihn immer wieder zur
Erwelterung und gegenseltiger Auseinandersetzung der gecmetrischen und der
formalen Darstellung drédngte.

Von der Mechanik liefl sich Pliicker nicht so sehr in seinen Untersuchungen
befruchten, wie das bei M&bius der Fall war. Pliicker war zu sehr Geometer,
als daB er auf die spezifisch mechanischen Probleme eingehen wollte. So ge-
lang ihm in dieser Hinsicht nicht eigentlich ein Beitrag, der ilber MSbius
in irgendeiner Weise hinausging. Sein Verdienst liegt anderswo: In der Er-
schlieBung eines neuen Gebietes, eben der Liniengeometrie. Hier verdanken
wir ihm alle grundlegenden Begriffe und deren inneren Zusammenhang: Strahlen-
und Achsenkoordinaten, Komplexe, Kongruenzen, hdhere Regelfldchen, Komplex-
flichen usw..

Pllicker berlicksichtigte die zeitgendssische Literatur, vor allem was die
Algebra betrifft, im Gegensatz zu den Italienern (Abs. 6) recht wenig. Sein
vorwartsdrangender Geist lieB ihm dazu nicht die ndtige Musse.

Von geradezu entscheidender Bedeutung flir die Entstehung einer in die
Liniengecmetrie eingebetteten Mechanik des starren Korpers war die auBer-
ordentliche Fdrderung, die Pliicker seinem Schiiler und Schiitzling Felix Klein
angedeihen lieB. Ohne dessen frihe intensive Beschiftigung mit der Linien-
geometrie und dessen N&he zum Meister hdtte Klein kaum so bedeutende Bei-
trdge geleistet - und damit die Forschung nachhaltig beeinfluBt. Man darf
wohl sagen, daB ein wesentlicher Teil der Bedeutung Plickers fiir die geo-
metrische Mechanik in seinem Vermdchtnis an Klein besteht - was unsere zum
Teil recht ausfithrliche Behandlung von Plicker mehr als rechtfertigt. Klein
flhrte nicht nur dessen Forschungen im inhaltlichen Bereiche weiter, sondern
war auch in besonderem MaBe von Pliickers methodischen Intentionen gepragt.

Die fruchtbare Beschdftigung mit der geometrischen Mechanik setzte einer-
seits ein hohes geometrisches Kdnnen voraus und andererseits eine ebenso
virtuose Handhabung der analytischen Hilfsmittel. Sie konnte nur von einem
Mathematiker bewdltigt werden, der sich die analytische und synthetische
Methode der Geometrie zu eigen gemacht und sie miteinander verschmolzen hatte.
In diesem Sinne war die auf Klein lbergegangene Pliickersche methodische
Intention eine wichtige Voraussetzung flir seine bedeutenden Beltrige zur
geometrischen Mechanik. Entsprechendes galt spdter filir F.Lindemann (1852~
1939) als Schiiler von Klein.
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5. Metrische Tetraederkoordinaten in der Liniengeometrie

Es gab in Deutschland insbesondere einen Mathematiker, der die Bedeutung
der Plilckerschen Arbeiten zur Liniengeometrie sofort bemerkte, mit Interesse
verfolgte und bald eigene Untersuchungen anstellte: Alfred Clebsch (1833-
1872). Clebsch hatte zum vorneherein allerdings einen anderen Standpunkt:

"Clebsch war in erster Linie Algebraiker,und allen seinen Arbeiten
gemeinsam ist die vollendete Beherrschung des algebraischen
Apparates. Ihr zur Seite stellt sich in den spdteren Untersuchungen
die klare geometrische Auffassung, vermsge deren jeder Schritt,
der die Rechnung vollfiihrt, zu einem anschaulichen Verstidndnisse
gebracht wird. Aber es ist nicht die concrete Art, die rdum-
lichen Verhiltnisse zu sehen, wie wir sie bei manchen anderen
Geometern finden,; die geometrische Anschauung ist ihm mehr Symbol
und Orientierungsmittel f£ir die algebraischen Probleme, mit denen
er sich beschiftigte." {(Klein 1874, 2f.))

S50 interessierte ihn an der Liniengeometrie insbesondere deren Zusammen-
hang mit der Determinantentheorie und der Theorie der quaterniren Formen
(vgl. dazu etwa Clebsch (1870))}. Trotz des frithen Todes von Clebsch, konnte
man dank seiner umfassenden Lehrtdtigkeit und Forderung junger Wissen-
schaftler von einer eigentlichen Clebsch'schen Schule sprechen. Im weiteren-
Sinne gehSrten zu ihr die Mathematiker J.Liroth (1844-1910}, Klein, F.Linde-
mann (1852-1939) und vor allem italienische Mathematiker, von denen
hier insbesondere G.Battaglini (1826-1894) bedeutsam ist (vgl. Abs. 6).

Zur Untersuchung von Regelfldchen h8herer Ordnung bediente sich bereits
(1867) J. Liiroth der pliickerschen Linienkoordinaten. Aus der Schule von
Clebsch stammend, ging er mit einer formalen Eleganz vor, die sofort in
die Augen stach.

Er legte den Linienkoordinaten homogene Punkt- oder Ebenenkoordinaten zu-
grunde und zeigte, daB deren Definition unabhingig von den gewdhlten Punk-
ten und Ebenen ist. Nach einer Darstellung der identischen Bedingungs-
gleichung der Linienkoordinaten in Determinantenform, leitete er die Be-
dingung flir den Schnitt zweier Geraden ab, die erstmals von Cayley (1860a,b)
aufgestellt wurde.

Werden die Linienkoordinaten zweier Geraden in der Form (xl,xz,...,xs) ’
(yl,yz,...,ys) geschrieben, so wird mit der aAbkiirzung

R = XX, + KpXg +  XXg

die Schnittbedingung gleich

3R
= 0 (Liiroth 1867, 131}. (2)

1 3 x,
i

Zwel Jahre spdter trat H.G. Zeuthen (1839-1920) mit einer fir .die folgende
Entwicklung einfluBreichen Arbeit an die Offentlichkeit: "Notes sur un
syst&me de coordonn&es lin&aires dans l'espace®” (1869). Pliicker, sowie Cay-
ley, stlitzten ihre Koordinaten der geraden Linie auf Punkt- und Ebenen-
koordinaten. Pllicker machte allerdings einen {(unzul#nglithen) Versuch36
einer unabhingigen Definition der Linienkoordinaten, vermutete aber, die

Durchfthhrung sei sehr aufwendig.
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Zeuthen nahm nun diesen Grundgedanken auf, und es gelang ihm mit Hilfe
der mechanischen Ideen Plilckers das gesteckte Ziel zu erreichen. Der Stil
seiner Abhandlung unterschied sich merklich von der Arbeit Liiroths. Zeuthen,
als Schiler von Chasles37, legte das Hauptgewicht auf die geometrischen Uber-
legungen, seine Rechnungen dienten nur mehr oder weniger der formalen Nach-
zeichnung seiner Gedanken.

Als Grundbegriff zur Definition der neuen Koordinaten diente das von
Zeuthen erstmals eingefilhrte gegenseitige Moment zwedler
Geraden .38 Sind - wieder unter Verwendung der heute {iblichen Notation -
die zwei Geraden gegeben durch (a;3a) und (a';a'}) , so definierte Zeuthen
(1869, 433f) das Moment durch a-a' + a -a' und zeigte, daB dies gleich
§ siny lal Ja'l ist; dabei ist & der kiirzeste Abstand der Trigergeraden
von a und a' , und Yy dJder Zwischenwinkel von a und a' (Fig.4).
Das Moment zweler Geraden ist also eine vom Koordinatensystem unabhidngige
geometrische Gridfe.

Dieses Resultat 148t sich leicht mit Hilfe der Vektorschreibweise
ableiten: sei a = r 3
dann gilt

a-a'+ a-a' =

- = L L P oy | (RN | [
Tor Q@ ry % r2 und  a r'y=r'y . a rtyxrt,

= (rl-rz) -(r'lx r'z)-+ (r'l-r'z) -(rlx r2)
= [rl ~ Loy r‘l,ré] + [ri -ré ,rl,r2]
= [r1<-r2, ry-ryeryl + [ri—-ré,rl-rz,rzj
=[xy =ry, 1y -rryl - [ry-ryrf-rir)l
=[xy =rye rf -rjerj-r,]
= [a,a' ,ri-r,]

re2 2

(ré—rz) « (axat)

]

§ sin y lal la']

Figur 4

Der Ausdruck a .a' + a-.a' ist also gleich dem kiirzesten Abstand

§ der Geraden (a;a) und (a';3') |, multipliziert mit dem Sinus des

Zwischenwinkels ¥ und den Betrdgen von a und a' . Folglich gilt:

Die beiden Geraden s ¢ hn e i d e n sich (sind parallel) genau dann,

wenn 9 = O (siny= 0) , d.h. genay wenn a-.a' + a-a‘' = 0 .
Die geometrischen Objekte, auf welche Zeuthen eine beliebige Gerade

des Raumes beziehen mdchte, sind die sechs Kanten eines Tetraeders. Wie
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bereits MObius (1837, 140) gefunden hatte, 1laBt sich jede beliebige Kraft,
und damit jedes Kraftsystem (w;w) nach sechs vorgegebenen Geraden (ai,éi),
i=1,2,...,6 , zerlegen:
(wiw) = X, (al,al) + % (a2,a2) + X (a3,a3) +
+ %y (a4,a4) + X, (a5,a5) Xy (as,as) . 3

Die sechs inhomogenen Gleichungen mit den sechs Unbekannten XysXgreeorXg
haben genau dann eine eindeutig bestimmte Ldsung, wenn die Determinante der
Koeffizienten nicht verschwindet, m.a.W. wenn die Geraden (ailai) ’
i=1,2,...,6, allgemeine Lage habken, d.h. linear unabhdngig sind. Dies ist
sicher dann der PFall, wenn die sechs Geraden die Kanten eines Tetraeders
bilden.

Zeuthen betrachtete nun nicht Kraftsysteme, sondern einfach Geraden. Flr
dieselben gilt natiirlich eine entsprechende Zerlegung. Flir (a,;3) mit

lal = 1 wixd
(a;3) = x, (a)03)) + x5 (a,78,) + ...+ x5 (agrag) (4)

wenn die (ai}éi) die Kanten A; eines Tetraeders (Fig.5) sind.

Figur 5

Bezeichnet man das Moment der Geraden A = (a,3) Dbezliglich der Geraden
Ay = (81551) mit (A,Al) , so wird

) (Bg.A)) + x, (A A)) + x5 (Ag,A) -
Das Moment einer Geraden mit sich selbst, sowie das Moment zweier sich
schneidender Geraden verschwindet. Also gilt

(Aara) = x; (4, Al)
und schlieflich
(a, Al)
Xl = -
(Ag. Ay)

Werden nur Indizes moduloc 6 zugelassen, so ergibt sich allgemein
L
i = T ar— .
(A, 503;)
Normiert man (a,;éi) so, daB Iai) gleich der entsprechenden Kantenldnge
i
des Tetraeders ist, so wird
(A4.Al) = ay-a) + a3 = 6T |,
wobel T - das Volumen des Bezugstetraeders bedeutet.
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Daraus folgt N

x, = (A,Ai) - fir i =1,2,...,6 .
Somit erhalten die Xy eine klare geometrische Interpretation: X5 ist
gleich dem Moment der beliebig vorgegebenen Geraden A mit der Kante Ai
des Bezugstetraeders, multipliziert mit dem Kehrwert des sechsfachen Volumens
desselben.

Einer gegebenen Geraden A = (a,a) kommen, wle aus den obigen Ausfithr-

ungen folgt, bis auf einen Faktor eindeutig sechs Werte XyrXgeaarXg  ZUL
Dabei gilt
(a,a) = 4 (al,al) + Xy (32; az) Foee. ok Xy (a6,a6) ’

was man auch in der Form
A = x4Al + x5A2 F+ o eeee + x3A6
schreiben kann. Flir eine zweite Gerade B gilt dann
B = y4Al + y5A2 + ... + Y3A6 .
Das Moment von A und B ist definiert durch
(A,B) =a.b+a.bp .
Daraus folgt wegen der Linearitdt des Momentes in beiden Argumenten

6
(Al B) = Z xi‘|:3yj+3 (Ai’ AJ-) .
i,j=1

Aufgrund der vorausgesetzten geometrischen Situation (Fig.5) verschwinden

nur die Momente (A;,A,) = (A4,A)), (Ay,Az) = (Ag,A)) und (Ag,Ag) =
(A6,A3) nicht. Also wird
(8,B) = x,7,(8.8)) + x,¥5 (A5, A)) + X3y, (Ag,Aj)
+ X,y (A, 8,) + x5V, (A5, A5) + xgyy (Ag.AQ)
6
= 67 ( Z? X5¥s,3 ) .
i=1
Das Moment einer Geraden mit sich selbst ist immer Null. Folglich gilt
6
(a,n) = 6T ¢ Z: XX g ) = 0.
i=1
Man erhdlt so die wohlbekannte Bedingungsgleichung:
XXy + KXo + Xy = O . (5)
Nun sind alle Vorbereitungen getroffen, um zu zeigen, dad die A TERRR

tatsdchlich als Koordinaten einer Geraden aufgefaBt werden dlirfen (Zeu-
then 1869, 435). Zunidchst folgt aus der Schnittbedingung filir die Geraden
a, B 6

(A' B) = 6T ( Z Xiyi+3 ) = O ’

i=1
4d.h.
xly4 + X,¥g + x3y6 + x4yl + Rg¥s + x6y3 = 0
daB die Koordinaten homogen sind. Man hat es also nur mit 5 Variablen zu
tun und wegen der Identitdt (5) schlieglich nur mit 4 . Ist eine Gerade
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A = (aja) gegeben, so lassen sich die 6 GrdBen KyoXoeseorXg bigs auf
einen Faktor eindeutig bestimmen., Und umgekehrt 1anBt sich aus den sechs
Grifen X;,Xgsee.sXg mMit Hilfe wvon A, = (ai,ai} und

A = xlA4 + x2A5 + XBAG + X4Al + x5A2 + x6A3

die Lage der Geraden eindeutig festlegen.39
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6. Geometrische Mechanik in Italien : Giuseppe Battaglini

Nach der Einigung Italiens erhielten mehrere bekannte Mathematiker ein-
fluBreiche politische Stellungen und konnten so ihre Wissenschaft nach Kraf-
ten fordern. Eine neue Ara begann. Der erste Lehrstuhl fiir hdhere Geometrie
in Bologna wurde fir L. Cremona (1830-1903) geschaffen.40

Eine wichtige Rolle in diesem ProzeB der Profilierung der italienischen
Mathematik spielte Giuseppe Battaglini (1826~1894), vor allem durch die 1868
gegriindete Zeitschrift "Giornale di Matematiche". Er begann seine Kurse
in hBherer Geometrie im Jahre 1860 an der Universitdt in Neapel, wo
fiir ihn ebenfalls ein Lehrstuhl flir hthere Geometrie eingerichtet wurde.
Battaglini gehdrte zu den eifrigsten Verfechtern der "neuen geometrischen
Spekulationen" und seine Zeitschrift wurde “"das gleichsam amtliche Organ
fiir die nichteuklidische Geometrie." {(Bonola/Liebmann 1908, 133)) So erschien
im 6.Band des "Giornale ..." die berithmte Arbeit von E.Beltrami (1835~1900)
"Saggio di interpretazione della geometria non euclidea" (1868a) (vgl. Abs.
viri. 2.1).

Die durch Battaglini ins Leben gerufene geometrische Schule lief sich vor
allem durch Cayley, Sylvester, A. Clebsch (1833~1872) und P. Gordan (1837-
1912) inspirieren und beschéftigte sich hauptsichlich mit dem geometrischen
Studium der Invarianten von algebraischen Formen (Segre 1932, 6).

Bereits 1866 begann Battaglini eine Serie von Arbeiten ilber euklidische
Liniengeometrie und Mechanik im AnschluB an Pliicker zu publizieren. Der
erste der beiden Aufsitze (1866a,b) war im wesentlichen einer Umformulierung
der Plickerschen Gedanken lber Liniensysteme ersten Grades gewidmet und ent-
hielt keine mechanischen Anwendungen. Der zweite hatte Liniensysteme zweiten
Grades zum Inhalt und ging teilweise wesentlich iber Pliicker (1865b) hinaus.
An diesen Aufsatz sollte spdter Klein anschlieBen {(vgl. dazu Abs. V 1).

Kurz nach dem Erscheinen der "Neuen Geometrie des Raumes ..." {(1868)
wandte sich Battaglini vor allem den Anwendungen auf die Mechanik zu. Er be-
gann mit der Nota "sSulla compbsizione delle forze" (1869a). Er driickte
in Shnlicher Weise wie Zeuthen, ohne dessen Arbeit (1869) gekannt zu haben,
die Keordinaten einer geraden Linie mit Hilfe der Momente dieser Geraden
beziiglich den Kanten eines Tetraeders aus. Dann betrachtete er zunichst
die Zusammensetzungsregeln filir Krifte, und zeigte schlieBlich explizit, wie
sich ein beliebiges Krdftesystem auf sechs Krifte, deren Wirkungslinien-:
ein Tetraeder bilden, reduzieren 1laBt.

Die Nota "sulla teorica dei momenti" (1869b) beginnt mit der Formulierung
des Prinzips der virtuellen Arbeit in Anlehnung an Mdbius (1837, 258). Wie
Battaglini feststellte, ist es sinnvoll (wir verwenden wieder die moderne
Vektorschreibweise) einem Kraftsystem (w;w) bezliglich einer Achse (p;p)
das Moment W.p+ ws+p zuzuordnen. Betrachtet man nun alle die-
jenigen Geraden, die das Moment Null haben, beziigldch (w;w%w) ., so erhidlt
man die Gleichung des linearen Komplexes: wW:.p + w.p = O . Daraus
leitete Battaglini die wichtigsten Eigenschaften (Nullkorrelation, konju-
gierte Geraden, Hauptachse) dieses Komplexes ab.
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Die beiden genannten Arbeiten fanden ihre Fortsetzung und AbschluB in
der Nota "Sulle serie @i sistemi di forze" (1869%9c). Hier studierte Battaglini
elementare Eigenschaften der Blischel und Bilindel (=zweifach unendliche
Systeme) linearer Komplexe. Zum ersten Mal tauchte hier im Z2usammen -
hhang mit der Mechanik die Mannigfaltigkeit der Hauptachsen
der Komplexe eines Bilischels auf - eine Regelfliche dritten Grades, die
spdter Zylindroid 3Sgenannt werden sollte (vgl. Abs. 4.4). Und zwar fand
er das 2ylindroid als Ort der Hauptachsen aller derjenigen Dynamen, die sich
aus zwel nach festen, gegebenen Linien wirkenden Krifte zusammensetzen.

In einer ebenfalls noch im Jahre (18694d) publiziertén Abhandlung "Sulle
dinami in involuzione" schwang sich Battaglini zu einem erhdhten Gesichts-
punkt empor. Man findet hier zum ersten Mal die grundlegenden metrischen Be-
griffe der geometrischen Mechanik explizit und vollstdndig formuliert. Die
Idee, elner Dyname Koordinaten zuzuordnen, kam Battaglini im AnschluB an
Plicker (1866), er bezog sie dann aber auf die sechs Kanten eines Tetra-
eders {im wesentlichen gleich wie Zeuthen 1869). Die Dynamen, mit den
Koordinaten (w,w) und Aw,w), N¢ R ,nannte er “proportional". Nach der
Einflihrung des Momentes einer Kraft bzw. einer Dyname beziiglich einer Ge-
raden {(vgl. cben), flihrte er erstmals die folgenden Begriffe ein (hier in
moderne Schreibweise iibersetzt):

~8ind (wl;ﬁl) und (wz,ﬁz) zwel Dynamen, so heiit
Wl'W2+Wl'W2

das gegenseitige Moment der beiden

Dynamen .,

-Ist

W)t Wy bW e Wz = 0
so liegen die Dynamen h a rmon i s ¢ h .

Die GrdBe W-w+ w-w = 2w.W nannte er das Momentder
Dyname (ww) mit sich selbst, Wie man sieht, ist dieses
im wesentlichen gleich dem Pllickerschen Parameter.

Im folgenden spricht Battaglini immer noch von Dynamen, es ist aber
eigentlich von Komplexen die Rede, d.h. von Klassen zueinander propor-
tionaler Dynamen. Die Definition der harmonischen Lage lbertradgt sich
natlirlich auf Komplexe: Die Komplexe (a,3a) und (b;g) liegen genau dann
harmonisch, wenn &b+ a.b = 0O .

Besteht zwischen den Koordinaten (a,;a) eines Komplexes eine homogene

lineare Gleichung a-p +a-.-p = O , dann gibt es ein vierfach unend-
" liches (eo* ) System von Komplexen {(p;p) .,die zu (a;a) harmonisch
liegen. Analog bestimmen zwei Gleichungen

al' p"*' al'p = o}
dy*pt+ap = 0
ein System von o> Komplexen (p;p) ., die harmonisch zu (al;él) und

(a2;§2) » d.h. auch harmonisch zu A; (a;ra)) + A, (agia) » Ay, Ng e
R, liegen. Entsprechendes gilt fir drei oder vier Gleichungen. Gelten
finf Gleichungen, so gibt es im allgemeinen genau einen Komplex, der
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harmonisch zu den finf gegebenen liegt.
Durch Linearkombination
Xl (al’a2)+ )\2(32;.32)+’ )\3(33;33)4“ A4(a4;a4>+ xs(asras) = o}
von k Komplexen (aijéi) , i=1,2,...,5 , mit k=2,3,4,5 erhdlt man

oo (k=1 linearen Komplexen. Battaglini

genau {k=l)-fache Systeme wvon
nannte sie (k-1)-fach- in “Involution" (nicht zu verwechseln mit dem
Kleinschen Involutionsbegriff, der dasselbe wie "harmonisch" bei Battaglini
bedeutet ~ vgl. Abs. V 2.3).

Durch den Begriff der harmonischen Lage wird jedem System von Komplexen
ein anderes zugeordnet, etwa einem l-fachen System ein 3-faches und im
allgemeinen Falle einem k-fachen System ein (5~kel)-faches. Battaglini
nannte solche zugeordneten Systeme "assoziiert."

Der verbleibende groBere Teil der Arbeit hat eine genauere gecmetrische
Diskussion der k-fach, k=1,2,...,5, in Involution liégenden Komplexe
zum Inhalt. Battaglini trieb hier zum ersten Mal lineare Geometrie im
fiinfdimensionalen Raum der Komplexe - wobei er noch nicht den Gesichtspunkt
eineg abstrakten Punktraumes von mehr als drei Dimensionen einnehmen konnte.

1870 dehnte Battaglini seine Untersuchungen zur Statik auf die Kine-
matik aus. In der Arbeit "Sul movimento geometrico infinitesimo di un
sistema rigido™ (1870) zeigte er den engen Zusammenhang des linearen Komp-
lexes mit den infinitesimalen Bewegungen eines starren Korpers auf. 6bwohl
seine Resultate kaum iber Chasles (1843) hinausgingen, war doch sein Ge=-
sichtspunkt ein anderer:

Battaglini formulierte seine Gedanken ganz im Rahmen der analytischen Linien-
geometrie, wodurch vieles klarer und iberschaubarer wurde,

Bel den sich daran anschlieBenden Arbeiten (1873a,b), die sich nun der
Dynamik des starren Kdrpers zuwandten, trat der liniengeometriscne Stand-
punkt wieder etwas in den Hintergrund. Die Liniengeometrie benutzte er nur
zur bequemen Darstellung von Kraftesystemen und infinitesimalen Be-
wegungen, nicht eigentlich aber fiir dynamische Uberlegungen.

Battaglini gehdrt das Verdienst, die Beitridge von M&bius und Pliicker
zur geometrischen Mechanik wohl als erster in ihrer Bedeutung erkannt zu
haben. Er formulierte die Ergebnisse von Mdbius erstmals im Rahmen der
euklidischen Liniengeometrie und bereicherte dieses Gebiet selbst durch
wichtige Beitridge. Seine ersten Schritte in die Geometrie des Komplexw-
raumes waren seine originellste Leistung, die ihn als unmittelbaren Vor-
ldufer von Klein auszeichnete. Klein empfing wvon seinen Arbeiten - neben
denjenigen Pllickers - dle stidrksten Anregungen zur ndheren Beschdftigung
mit der Liniengeometrie (vgl. Abs. V 1). Battaglinis bedeutende Arbeiten
zur Liniengeometrie und Mechanik hatten keine grofien historischen Aus-
wirkungen, da sie sehr rasch durch Kleins Untersuchungen in den Schatten
gestellt wurden.
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Kapitel v

Liniengeometrie und Mechanik: Klirung grundlegender Zusammenhidnge durch
Felix Klein

1. Kleins frithe Beschiftigung mit der Liniengeometrie

Seit Ostern 1866 war Felix Klein (1849-1925) Assistent bel J.Pliicker
(1801-1868) bis zu dessen pl&tzlichen Tode 1868, Pliickers Alterswerk
"Neue Geometrie des Raumes ..." (1868/69) war damals erst zum Teil in
Druck. Nach dem wWunsche der Verlagsbuchhandlung B.G. Teubner
in Leipzig sollte der noch ausstehende Teil von A. Clebsch (1833-1872)
herausgegeben werden. Klein, der schen von Pliicker zur Vorbereitung und
Redaktion des werkes herangezogen worden war, kam so mit Clebsch in per-
stnliche Verbindung, der ihn insbesondere auf die Arbeiten von G. Battag-
lini (1826-1894) aufmerksam machte, vor allem auf dessen Darstellung der
Theorie der Komplexe ersten und zweiten Grades (Battaglini (1866a,b)).
Klein schrieb dariiber:

"Es wurde mir nicht ganz leicht, von den mehr elementaren
Methoden der Plicker'schen Darstellung zu dem konseguenten
Verfahren der projektiven Koordinaten iberzugehen, wie es von
Battaglini gehandhabt wurde. Das Studium der Lehrbiicher von
Salmon-Fiedler und mancher Originalabhandlung half mir iber
diese Schwierigkeit weg. Ich bemerkte dann aber bald, das die
von Battaglini zugrunde gelegte kanonische Form der Komplexe
zweiten Grades nicht die allgemeine sein konnte....bamit
hatte ich das Thema, aus dem ich hoffte, eine Dissertation
gestalten zu konnen, ndmlich die Herstellung einer wirklich
allgemeinen kanonischen Form:" (1921, 3)

Der schon frith durch Plicker auf Liniengeometrie spezialisierte Klein
l&ste das sich selbst gestellte Problem in erstaunlich kurzer Zeit, 4&. h.
innerhalb kaum eines Jahres. Durch R. Lipschitz (1832-1903), seinen
Doktorvater, auf eine noch unter der Druckpresse gelegene Arbeit von K.
Weierstrass (1815-1897) iber die Theorie der Elementarteiler (1868) auf-
merksam gemacht, gelang es Klein mit Hilfe dieser noch 'feuchten' Theorie
die kancnischen Formen der Komplexe zweiten Grades exakt zu bestimmen.
Die Dissertation Kleins (1868) hatte fiir alle seine spateren Arbeiten zur
Liniengeometrie eine zentrale Bedeutung: er knlipfte immer wieder auf die
eine oder andere Weise an die dort dargestellten Uberlegungen an. Die im
Zusammenhang mit der geometrischen Mechanik wichtigen Aspekte griff er
in einem wenig spdter erschienenen Aufsatz "Zur Theorie der Linienkomp=-
lexe des ersten und zwelten Grades" (1870a) wieder auf und vervoll-
stdndigte die bereits in der Dissertation veranlagte geometrische Deutung
der dort dargestellten algebraischen Resultate. Dabel beschrdnkte er sich
aber charakteristischerweise auf die Diskussilon des "allgemeinen Falles"
d.h. auf die geometrisch bedeutsamen und interessanten Fdlle unter Aus-—
schluB der Ausartungen.-

Es folgt zundchst eine knappe Darstellung der projektiven Liniengeometrie

nach Kleinl} daran anschlieBend werden im Abschnitt 2.3 die Untersuchungen
Kleing {1870a}) diskutiert.
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2. Projektive Liniengeometrie

2.1 Projektive Linienkoordinaten

Die von Pliicker verwendeten homogenen Linienkoordinaten beziiglich eines
rechtwinkligen Koordinatensystems
(x=%') s (y=y'): {(z=z'): (y2'=y'z): (2x'=z'x): {(xy'-x'y)
lassen sich auffassen als die Verhdltnisse der sechs zweigliedrigen Unter-
determinanten der Matrix

x v z 1
x''y' z' 1 .

Macht man sich vom rechtwinkligen Koordinatensystem frei, und legt ein
Koordinatentetraeder zugrunde, so mufl obige Matrix ersetzt werden durch

X KXo X

1 ¥2 %3 %y

¥y ¥y Y3 Yy4f -

Aus ihr bildet man wieder die zweigliedrigen Unterdeterminanten und e r =
k1 &8rt als homogene Koordinaten der geraden Linie mit Hilfe eines Pro=-
portionalitdtsfaktors P die folgenden GroRen:

PPl = XY, - X7y PP3g = X3¥Yy = X4¥3

PP13 = X ¥3 = X3¥y PPgo = XYy = *¥y
p = XY, =~ X,¥ P _

PP1a it4 471 PPr3 = x2y3 - X3Y,

oder allgemein
PPix = %i¥x - %Yy =

In dieser Form traten die Linienkoordinaten erstmals bei Cayley (1860 a)
auf und wurden dann vor allem durch Battaglini verwendet. Aber auch bei
Plicker (1868, 7f) lassen sie sdch schon finden, allerdings unter Zugrunde-
legung rechtwinkliger homogener Koordinaten. Fiedler (1870) gab erstmals
eine direkte geometrische Deutung dieser projektiven Linienkoordinaten mit
Hilfe des Doppelverhdltnisses.

Wegen der Identitdt

Xl X2 X3 X4
Yy ¥y Y3 ¥4

det
X *p X3 X4

Yy ¥, Y3 ¥y
besteht zwischen den Linienkoordinaten die i dentische Be -
dingungsgleichung

il
o]

P1pP3q * Py3Pgp T P14Pr3



85

Die in dieser Weise mit Hilfe zweier Punkte definierten Koordinaten
heifen S trahlenkoordinaten der Geraden. In entsprechen-
der Weise definiert man als A chsenkoordinaten einer Ge~

raden die Verhdltnisse der sechs Unterdeterminanten der Matrix

Uy Uy Uz Uy

v, Vv, V

1 V2 V3V,

gebildet aus den Koordinaten zweier Ebenen [Ul'UZ’U3'U4] ’ fVl,Vz,Va,V4]
durch diese Gerade. D.h. also
SQix = UiV = WY = .
Vi Vk
wobei wieder ein cquadratische Identitit (Bedingungsgleichung) der Form

Q12034 + Q13042 + Qa3 = O

gilt. Bs stellt sich natlirlich hier die Frage, in welcher Beziehung diese
beiden Arten von Koordinaten stehen. Bezlehen sich beide auf dieselbe Gerade,

so gilt _

Uy X +U, X +U R0, X, = O (1) lel+V2x2+V3x3+v4x4 = 0 (2)

UY U, Yo+ Uaya+l,y, = 0 (3) VY VoY, tVaya+V,y, = 0 (4)
Nun ist

01(2) - V) (1) = Qy,%, + Qpaxg + Ql4x4 = 0 (5)

Upl4) = vy (3 = @1y, 4 Oy3¥y + 0147y = O (6)
und

Xy B)=vy (5] = Qy3pp3 = Q4P = O
d.h.

Q

13 Pyo
Q14 Pa3

Durch dhnliche Kombinationen der Gleichungen (1), (2) , (3} und (4} er-
h&lt man schlieflich

Pra® Pr3i Pra? Pag® Pap? Ppy = Q347 Qgp% Qa3 Q1p° O13F Qg (7)
d.h. also: Beim Ubergang von Achsen- zu Strahlenkoordinaten und umgekehrt
vertauschen sich die ersten und letzten drei Koordinatentripel.
Zur bequemen Handhabung der Linienkoordinaten sollen z we i A r ten

von Produktbildung eingefihrt werden. 8ind p = (plz'pl3’
---1923), q = (q12,q13,-..,q23) bzw. R = (Rlz,Rla,---,Rza) .
s = (812,813,...,823) die Koordinaten von Geraden (oder spdter auch Kom-

plexen) in Strahlen~ bzw. Achsenkoordinatendarstellung, so sel
P+d =Pyp9, * Py3diz * Pigdyy f Pagf3q o Pyodyn T Pasdas,
pra) = DPypd34 + Py3dyp; + Prgdp3 t o Pag®ypy v PgoYyz t Poydpg-

Qffenbar ist
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6
P+d = a-P = ) Py -
i, k=1

(pog) = (q.p) .
In ganz entsprechender wWeise werden die Produkte R+ 8 und (R,8) defi-
niert. Die identischen Beziehungen zwischen den Strahlen- und Achsen-
koordinaten lauten dann

{p,p} = O (R,R) = 0 . (8)
Beziehen sich die Koordinaten p,P bzw. g, Q@ auf dieselbe Gerade, so gilt
offenbar wegen (7)

{p,p) = p+-P = P+p = (PP ,
(plQ) = p«.qg = (P'CI) ’ (9)
P,R) = pQ = P.gq = (p,q) .

Es soll nun die S chnittbedingung flir zwei Geraden in Linien-
koordinaten abgeleitet werden. Die Geraden p.,p' seien festgelegt durch

je zwel auf ihnen liegende Punkte (xl,xz,x3,x4) P (yl,yz,y3,y4) bzw.
(x{exh,x5,x4) (yi,yé.yé.yé) . Schneiden sich die Geraden, so liegen die
vier Punkte in einer Ebene, d.h. ihre Koordinaten sind linear abhingilg.

Also ist

X, X

1 72
Yy ¥5 ¥Yq ¥
det L S2 =3 =4 = 0 .
1 ¥ ] ]
X1 *2 X3 %4
Y] vy Y3 Y
Entwickelt man diese Determinante nach zweigliedrigen Unterdeterminanten, so
wird
PyoPis + PyaPls + PyaPhn + PagPl, + PyoPlg + PoaPly = O (10}
12%34 13%42 14%23 34%12 42%13 23714

bile schnittbedingung fir zwel Geraden p,p'

hat demnach die Form (p,p*) = © . Sind Pik'Pik , die Achsenkoordi~
naten der beiden Geraden, so 1dBt sich diese Schnittbedingung wegen (9)
auch darstellen durch p+«P' = P:p' = (P,P') = 0O .

2.2 Die linearen Gebilde der Liniengeometrie

Sind p und g =zwei sich schneidende Geraden, so ist das dadurch bestimmte
Strahlenbiischel gegeben durch Geraden mit den Koordinaten Py * Xqik .
neR. Denn die Strahlen p und g schneiden sich in einem Punkt

X = (xl,xz.x3.x4) und das Biischel ist etwa perspektiv zur Punktreihe
vy 4+ Az (Fig.l). Also lassen sich die Koordinaten von p und g und
damit alle Geraden r = p + Aq des Bilschels schreiben in der Form
X, X
ry= i k
¥y o+ kzi Yy +'7\zk
X, X X, X
= i Xk Pl X
Yy ¥x 21 %k

= Pix o Ny

.
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rigur 1

Es sollen nun Gleichungen zwischen den Koordinaten einer geraden Linie
studiert werden. Es gilt der S a t z: Die geraden Linien p , deren Koor-
dinaten Pix eine lineare Gleichung

ArD = AjpP1p F A13P13 T APy T AgaPay t AgaPyn t Ap3Pas
erfiillen, bilden einen 1 i nearen Kompl e x.

Man muB zeigen, dafl es unter den gegebenen Voraussetzungen in jedem Punkt
und in jeder Ebene des Raumes genau ein Geradenbilischel von Komplexstrahlen

gibt., Sei also =z = (21,22,23,24) irgendein Punkt und des Raumes (Fig.2).
Alle Punkte x = (xl,xz,x3,x4) deren Verbindungsgeraden mit =z die
Gleichung A+«p = 0O erfiillen, missen der Gleichung
Zi Zk _ Zl 22 Zl Z3 Zl 2z
2 Ak o | T M2 | ths ol ] TR | (11)
. *3 %% 1 %2 1073 1 %4
i,k
z 2z z Z 2 2 _
¥ Ay, 3 4 + A42 4 2 + A23 2 3 = 0
Xy X, Xy X, X, X,

Figur 2

gehorchen. Dies ist offenbar eine lineare Gleichung in den Punktkoordinaten
(Xl'xz'XB'X4) , also eine Ebenengleichung, die Gleichung der Nu l 1l e b en e
von X .-~ Gehen wir umgekehrt von der Gleichung des Komplexes in Achsen-
koordinaten, a+P = 0 , aus,so 148t sich auf analoge Art zeigen, daB in
einer beliebigen, fest gewdhlten Ebene 2z = [21,22,23.24] ein Strahlen-
biischel von Komplexstrahlen liegt. Denn sei X = [Xl'XZ’X3’X4j eine Ebene,
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deren Schnittgerade P mit 2 die Gleichung a+.P = O erfiillt, so
muf3 gelten
Ay Zi Zk
i,k X; Xl o (12) z
» P
X
Figur 3

Dies ist eine Gleichung in den Ebenenkoordinaten XZ’XZ'XB'X4' also die
Gleichung eines Punktes, des Nul l punktes von 2 .

Gilt fir die Koeffizienten a4y bzw. Aik der Gleichung eines linearen
Komplexes die Beziehung (a,a) = O bzw. (A,A) = 0 , so sind die
aik bzw. Aik Koordinaten einer Geraden, folglich stellt a-P = A:p =

0 die Schnittbedingung zweier Geraden a und P bzw. A und p dar.
Der so erhaltene spez ielle 1lineare Komplex a bzaw.
A Dbesteht also aus allen Geraden P bzw. p , die seine Tr dge r -
gerade cder Leitgerade a bzw. A treffen. Der spezielle
Komplex kann folglich im wesentlichen als G e r a 4 e aufgefasst werden.

Die gemeinsamen Strahlen p 2zweier linearer Komplexe A und B bilden
einel ineare Kongruenz. Sie ist gegeben durch zwei lineare
Gleichungen in Linienkoordinaten: A.p = 0 und B:p = 0 . Alle Ge=-
raden p , die diese Gleichungen erfiillen, sind auch L&sungen der Gleichung
(A + AB)p = O , AeR . Bei variablem N erhdlt man so ein ganzes
Biischel von linearen Komplexen. Die speziellen
Komplexe, d.h., die Geraden dieses Komplexblischels, ergeben sich aus der
Bedingungsgleichung (8) fir Linienkoordinaten:

(A + AB,A + AB) = O
d.h.
(A,A) + 27 (A,B) + AN° (BB = o .

Dies ist eine quadratische Gleichung in X , mit den L8sungen %1 und Xzy
also gibt es in einem Biischel von Komplexen im allgemeinen 2 spezielle
Komplexe, d.h. Geraden mit den Koordinaten Ay + AlBik und Ay AQ
Bik . Sie heifen die L e i tlinien der Kongruensz oder
des Komplexbischels., Sie werden wegen (A + XJB)° p = O
von allen Strahlen p der Kongruenz getroffen.

In einer beliebigen Ebene U des Raumes bestimmen die Komplexe A und
B je eindeutig einen Nullpunkt x = (xl,x2,x3,x4) und y = (yl.YZ'Y3.y4)
bie Verbindungsgerade xy ist ein Strahl der linearen Kongruenz, sie ist
der Ebene U eindeutig zugeordnet. Jeder Komplex des Blischels A + AB hat
seinen Nullpunkt ebenfalls auf dieser Geraden, und zwar hat er die Koordi-
naten Xy + in . Dies 148t sich leicht einsehen: Der Nullpunkt von
U = £U1'U2'U3'U4j bezliglich des Komplexes A hat nach (12) die Gleichung
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Ui Uk

b3 ayy < x = O oder abgekiirzt X Xﬁ = Qo ,
i,k ik 3
wenn [Xl'xz’xs'x43 eine beliebige variable Ebene ist. Entsprechend indue-
ziert der Kemplex B in U einen Nullpunkt mit der Gleichung
Ui Uk
Y by = 0 oder abgekiirzt ) vy

ik X %k 3

., X, = .
J ] ©

Also hat der Nullpunkt der Ebene U bezliglich eines beliebigen Komplexes
des Bischels A + AB die Gleichung

. U Uy U, Uy : u; Uy
(agy + Abyy) < x = 2 oayy < x T AL byy < x
1,% 1 %k i,k 1 % ik 1 %%
. A .
L xyx N Z_YJXJ
| J
= A . X. = O -
% (xj + AY; ) 3

In jeder Ebene des Raumes liegt also genau ein Strahl x; + Xyi der linearen
Kongruenz A + AB . Analog zeigt man, dafl durch jeden Punkt des Raumes
ebenfalls genau ein Strahl der Kongruenz geht.

2.3 Der lineare Komplex als Raumelement

Die in den beiden letzten Abschnitten dargestellten Elemente der pro-
jektiven Liniengeometrie waren, wie erwdhnt, durch die genannten Arbeiten
von Battaglini (1866a,b) bereits etwa in dieser Art behandelt worden. In seinen
Arbeiten (1870a,b) fihrte Klein eine entscheidende Erweiterung des Gesichtspunktes
ein: es wurde nun nicht mehr die gerade Linie als Raumelement be~
trachtet, sondern der 1l i neare Komple x. In der Arbeit (1870a)
steht dieser Ansatz noch eher im Hintergrund, erst (1870b) wird er expli-
zit ausgesprochen:

"Die Bedeutung der Linienkoordinaten ist zundchst in ihrer steten
Verbindung mit den Punktkoordinaten einerseits und den Ebenen-
koordinaten andererseits zu suchen ... Indessen scheint es, als
wenn der Fortgang der allgemeinen Theorie es wlinschenswert mache,
die Linienkoordinaten unabhdngig von dieser Beziehung als selb-
stindige Versnderliche zu betrachten." (1870b, 81)

Klein knlpft in seiner fiir die Begrilndung der projektiven Liniengeo-
metrie fundamentalen Arbeit (1870a) unmittelbar an seine Dissertation
(1868) an. Dabei steht immer die Theorie der Komplexe zweiten Grades, sowie
deren kanonische Form im Vordergrund. Es soll hier von diesem Bezug abge-
sehen, und es sollen Kleins Untersuchungeh nur in ihrer Beziehung auf lineare
Komplexe vorgetragen werden.2

Die sechs Grofen 24y bzw. Ay in der Komplexgleichung & +P = O
bzw. A+p = O werden jetzt als Koordinaten des 1line-
arenkKompl e x e s gedeutet.
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Wie aus den Ausfiihrungen im Abschnitt 2.2 folgt, bedeutet das Ver-~
schwinden von (A,A) , daB A zu einem speziellen linearen Komplex, d.h.
zu einer Geraden degeneriert ist. (A,A) = 0O hat also eine unabhingig
vom Koordinatensystem geltende geometrische Bedeutung. Klein nannte des-
halb (A,A) die Invariante des linearen Kom-
plexes A mit den Koordinaten Ay (Klein 1870a,56). Eine beliebige
lineare Transformation der (zugrundeliegenden Tetraeder-) Koordinaten wird
also den Ausdruck (A,A) bis auf eine Konstante in sich iberfithren.

Die Invariante eines Komplexes des Biischels A + AB hat folgende Ge-
stalt:

(A + NB,A +XB) = (a,A) + 2% (a,B) + X\ (8,B).
Dabei sind (A,A) und (B,B) die Invarianten der Komplexe A und B .
Aber was ist die Bedeutung von (A,B} ? Klein nannte diesen Ausdruck die
simultane Invariante der linearen Kom-
plexe {Klein 1870a8,56) A und B . Zur Begriindung dieser Bezeichnung
gab Klein eine geometrische Deutung filir das Verschwinden des Ausdruckes (A,B) .

Gilt flir die Koordinaten Asy und By zweler Komplexe die Bezieshung
(A,B) = 0 , so nannte Klein diese linearen Komplexe i n Involu =
tion oderin involutorilischer L age (Klein 1870a,56)
{nicht zu verwechseln mit dem Involutionsbegriff von Battaglini - wvgl.
Abs. IV 6). Dann folgt ndmlich aus der Bedingungsgleichung fiir die Leit~

geraden des Komplexblischels (A + AB,A + AB) = 0 f£fiir Ae R die Beziehung
2
{(a,a) + »“(B,B) = ©
d.h. also
(B, B)
N o=+ - .
(a,n)
Es sei
A / (B,B)
= + - .
0 (a,n) ’
sind (Xlalex3,x4) und (yl,yz,y3,y4) die Nullpunkte der Komplexe A
und B in einer beliebigen Ebene U = [Ul'U2’U3'U4]' so0 zind nach dem am
Ende des Abschnittes 2.2 bewiesenen Satz X+ %Oyi und Xy = AOyi die

Koordinaten der Nullpunkte (d.h. hier der DurchstoBpunkte) der Leitgeraden
A+ %OB und A - AOB des Komplexbilischels beziglich der Ebene U.

Die Punkte mit den Koordinaten Xie Xy F xoyi, Yir X4 - Xoyi liegen
alle auf dem der Ebene U gzugeordneten Strahl der linearen Kongruenz des
Komplexbilischels und sind harmonisch (Fig.4). Daraus schlieBt man auf den
Satz Zwel lineare Komplexe A und B , fir die (A,B) = O

ist, d.h. die in Involution liegen, liefern in einer beliebigen
Ebene des Raumes auf den dieser Ebene zugehdrigen Strahl der
linearen Kongruenz zwel Punkte, die jedesmal harmonisch liegen
zu den beiden Punkten, in denen der Kongruenzstrahl den beiden
Leitlinien begegnet.

Auf ganz analoge Weise lieBe sich ein Satz ableiten, bei dem "Punkt" und
"Ebene" vertauscht sind: die involutorische L age zwelier
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Komplexe ist ein s el b s tdualeyr Begriff.

\

Figur 4
Ist einer der Komplexe A oder B speziell, d.h. ist etwa (B,B) = O,
s0 besagt die involutorische Lage der Komplexe einfach, daB die Gerade
B dem Komplex A angehdrt: (A,B) = AaA+b = 0 . 5ind beide Komplexe
speziell, so bedeutet (A,B) = 0 , daR die Trigergeraden beider

spezieller Komplexe sich schneiden. Der Begriff der involutorischen Lage
14Bt sich also ohne weiteres auf diese Spezialfdlle ausdehnen.

Wegen der Homogenitdt der Koordinaten eines linearen Komplexes hangt
dieser von finf wesentlichen Konstanten ab, d.h. man hat es mit einem linearen,
genauer mit einem projektiven Raum von f£inf Dimensicnen zu tun. Sind also
sechs beliebige linear unabhdngige Komplexe Ai, i =1,2,...,6 , gegeben,
s0 1laBt sich jeder Komplex C als Linearkombination .der Ai schreiben:

)
_ i
“kj = z LTI
i=1
An eine lineare Gleichung der Form
(8,B) = A+ b = A1 by +A; by o4A, ybo +AL Do+, D +A DLy = O (13)

kann nun immer eine T heorie der Reziprogzitidtoder
Polaritdt angekniipft werden. Werden etwa die Aik festge-
halten, so gibt es vierfach unendlich viele Koordinatensechstupel
(blz'b13’b14'b34'b42'b23) . welche die Gleichung (13) erfillen, d.h.
die mit dem Komplex A in Involution liegen; sie biiden eine (vierdimen-
sionale) Hy pe r e b e n e (genauer: Polarhyperebene) im finf-
dimensionalen projektiven Raum der linearen Komplexe. Wie man aus der
linearen Algebra weiB, lassen sich die Komplexe dileser Hyperebene dann
auch als Linearkombination von finf beliebigen linear unabhdngigen Kom~
plexen dieser Hyperebene auffassen usw..

Man erhdlt schlieBlich, wie schon Battaglini gefunden hatte (vgl.Abs.
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IV 6), die Tabelle 1. Die Involutionsbeziehung kann also als eine konkrete
Realisierung des Dualitdtsprinzips im finfdimensionalen projektiven

Raum der linearen Komplexe aufgefasst werden. Von diesem Gesichtspunkt

aus sollen noch einige Besonderheiten des Komplexraumes besprochen wer-

den.

Die zu einem Komplex A = (Alz'A13"“'A23) in Involution liegenden
Komplexe b = (blz'blB""'b23) bilden eine (vierdimensionale)Hyper-
ebene mit der Gleichung A:+b = 0O . Dieser kinnen nun die Koordinaten

[A12’Al3""'A23] zugeordnet werden. In diesem Sinne spricht Klein (1870b,
84) davon, dafB man den Komplex A auf zweifache Weise auffassen

Tabelle 1
Anzahl m Qer Dimension der Dimension der Ge- Komplexe in In-
Komplexe A' , Linearkombination samtheit der Kom- volution zu den
der Komplexe Ai plexe in Ai sind Linear-
(= Dimension der Igvolution zu den kombinationen
Hyperebene) A (=Dimension von n Kom-
moo= der Polarhyperebene) plexen, n =
o] - 5 6
1 (o} 4 5
2 1 3 4
3 2 2 3
4 3 1 2
S 4 0 1
6 5 - 0

kann: entweder als Raumel emen t mit den Koordinaten (A) =
(A12'Al3""'A23) oder als Gesamtheit der mit ihm in
Involution liegenden linearen Komplezxe,
reprisentiert durch die Gleichung A.p = 0, oder eben durch die Hyper-
ebenenkoordinaten [A] = EAlzlAlB.---'A23] .

Von dieser Gesamtheit erscheinen im dreidimensionalen projektiven Raum
nur die darin enthaltenen speziellen Komplexe, da ein allgemeiner linearer
Komplex,als Einheit aufgefasst, kein Element dieses Raumes ist. Dabei handelt
es sich aber genau um die Geraden des Komplexes A , denn dieselben stel-
len die einzigen speziellen Komplexe dar, die mit A 4in Involution liegen.
Und in diesem Sinne sind die beiden Auffassungen dquivalent (vgl. dazu
Ziegler (1981, Abs. II 5.3) ).

Klein vermied es, von Hyperebenen zu sprechen und fihrte deshalb auch
nicht aus, dap im Rahmen des fiinfdimensionalen Komplexraumes der Komplex
(Alz’A13"“’A23) und die Hyperebene [Alz'Al3""'A23] als polar
bezliglich der Quadrik (B,B) = B-b = 0O 2u bezeichnen sind. Die Elemente
dieser Quadrik bestehen offenbar aus allen speziellen Komplexen, d.h. aus
allen Geraden des dreidimensionalen projektiven Raumes., "In Involution”
heift dann "konjugiert bezliglich dieser Quadrik".
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Figur 5

Die Gleichung A+«p = O kann also auf vier verschiedene Arten inter-
pretiert werden {Fig. 5 zeigt das zweidimensionale Analogon) :
1. (A) in Involution mit (b) ,
2. [A]l inzident mit (b} ,
3. (A) inzident mit [b] ,
4. [A) in Involution mit [bl .

Die von Klein nicht ausgearbeitete dualistische Betrachtungsweise im
Komplexraum ist fir ein weltergehendes Verstidndnis der geometrischen
Grundlagen der Mechanik des starren Kérpers im euklidischen, sowie im hyper-
bolischen oder elliptischen Raum eine Notwendigkeit. Man beachte, daB man
es eigentlich mit =z w e i ineinander verwobenen Dualitdten zu tun hat: der
Dualit&t im gewdhnlichen dreidimensionalen projektiven Raum und der Dualitét
im finfdimensionalen Komplexraum (vgl. auch Abs. VI 3.7.2).

2.4 Die allgemeine lineare Transformation der Linienkoordinaten

2.4.1 Vorbetrachtung

Bereits beim Studium der Transformation der allgemeinen guadratischen
Gleichung in Linienkoordinaten auf eine kanonigche Form betrachtete Klein
in seiner Dissertation (1868) lineare Transformationen zwischen Linien-
koordinaten und stellte fest, daf

“es auf dasselbe hinaus [kommt], ob wir den Ausdruck der Linien-
koordinaten durch Punkt- (oder Ebenen-) Koordinaten zugrunde
legen und diese letzteren linear transformieren, oder ob wir
die Linienkoordinaten selbst unmittelbar linear transformieren
und bedingen, daB dabei der Ausdruck ... [(p,p}] in ein Vviel-~
faches seilner selbst libergehe." (1868, 19)

In der Arbeit (1870a) legte Klein den g eeome t r i schen Sinn
des (1868) algebraisch behandelten Transformationsproblems der Gleichung
zweiten Grades auseinander, und beschrieb das System der sogenannten
Kleinschen Fundamentalkonmnplexe {(vgl.abs.2.5).
Die geometrische Diskussion der a l l geme ins ten linearen
Transformation der Linienkoordinaten ist aber erst Thema von (1870Cb) -
abgesehen von einigen Andeutungen in (1870a, 57f).
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Zur Vereinfachung der Schreibweise werde wieder die Bezeichung
x' = (xi.xé,xé,xi,xé,xé) fiir Linien- und Komplexkoordinaten verwendet.
Die allgemeine lineare Transformation der (alten) Linienkoordinaten

(Xio x'zf oo axé)

i . i
pPxy = Z: C]< xi mit det (C k) £ 0
k

kann nun als die Einfilhrung einer neuen Koordinatenbestimmung interpretiert
werden, dabel stellt sich von selbst die Frage nach der geometrischen Be-
deutung der neuen Koordinaten (xl,xz,x3,x4ﬁx5,x6) . Schreibt man die
Gleichung in der Form

px; = > Cikxk = clox =t oxn

k

so erkennt man sofort, daB jede einzelne der verallgemeinerten Koordinaten
X4 gleich der s imultanen Invarian ? e der Ggraden
(C1+C3reeenCq) o+ & =
1,2,....6 , ist. Als Bedingung dafiir, daB die Xy die Koordinaten einer

X' = (xi,xé,...,xé} mit gewissen Komplexen ct

Geraden, d.h. die Koordinaten eines speziellen Komplexes darstellen, gilt
die Gleichung (8) :

1

_— § t = ] 1 =

X (x*,x"') X] xp o+ x4xE o+ x4XL o .
Setzt man hier mit Hilfe der inversen Transformation

Bx! = Zr (Cc -l) K X,

m™m
m

die Werte Xy ein, so erhdlt man eine allgemeine quadratische Gleichung,
die abkiirzend mit Q(x,x) = z:(&kxixk = (O Dbezeichnet sei. Sollen sich
also die neuen Koordinaten wiederum auf spezielle lineare Komplexe, d.h.
auf Geraden beziehen, so mlisgsen sie diese quadratische Bedingungsgleichung
erfiillen.

In der Abhandlung (1870b) geht Klein allerdings etwas anders vor.3 Er
gibt ohne Bewels einen euklidisch~metrischen Ausdruck flir die simultane
Invariante zweler Komplexe an. - Zur Skizzierung seines Vorgehens sollen
wieder die auf ein kartesisches Koordinatensystem bezogene Darstellung der
Linien- oder Komplexkoordinaten mit Hilfe eines Vektorpaares (a;3) heran-
gezogen werden (vgl. Abs. 4.4). Die simultane Invariante von (a;a) und
(b;ﬁ) hat dann die Form 3+b + a-b . Wie Zeunthen (1869) festgestellt
hatte, ist nun aber

Z+b + a-.b -
mit a-a = O wnd b.:b = O

lal bl
gleich dem geeignet normierten gegenseitigen Moment der Geraden (a,a)

und (b;E) und verschwindet genau dann, wenn die Geraden sich schneiden
(vgl. abs. IV 5).

Ist aber b:b = 0 fiir eine Gerade (b;g} und a.a £ 0 flir einen line-
aren Komplex, so stellt nach MSbius (1837) und Battaglini (1869b) (vgl.
abs. IV 6) der Ausdruck Bb + a-b) / lal bl das Moment der Geraden
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(b}E) bezliglich des linearen Komplexes (a;a) dar. Das Verschwinden dieses
Ausdrucks bedeutet, daB die Gerade (b)b) zum Komplex {a;3a) gehdrt, denn

a-b+ a.b =0 ist die Gleichung des Komplexes (a;3) in Linien-
koordinaten.

Es ist nun sinnvoll, wie Klein dies andeutete4, den Ausdruck

a.-b + a-I;

mit a.3 #Z O und b.b # O
lal [l

als das gegenseitige Moment der Komplexe (aja)
und (b;b) 2zu bezeichnen. Der Ausdruck fiir das Moment zweier Komplexe ist
also formal identisch mit der frither (Abs. 2.3) eingefihrten s i mu 1l -
tanen Invariante zweier Komplexe. Sein Verschwinden bedeutet,
daB die beiden Komplexe in I nvolution liegen.

Klein gab nun, wie angekiindigt, eine geometrische Deutung des Moments
zweler Komplexe im euklidischen Raum. Dort sind die Achsen der Komplexe
(a;a) |, -(b;g) gegeben durch (a7§ - Kaa) mit k= {a.a) / (a+a)
bzw. (b,b - Kbb) mit Ky = (b:b) / (b«b) . Es soll nun das Moment
der Achsen in Bezug aufeinander berechnet werden. Ist &8 der kiirzeste
Abstand und vy der Zwischenwinkel dieser Achsen, so gilt (vgl. Abs. IV 5)

(3 = Kaa)- b + a ~(5 - Kbb)
= Ssinx
lal Ibl
érb + a-]—:-) a-+b 8
- (k + Ky = siny
lal Ibl . a T e il
Nun ist aber {a-+b) / lallbl = éosx ., also wird

ab + aog

o] = &siny + (k, + %) cosy . (Klein 1870b,34)
a b

Aus dieser Formel ergibt sich auch eine geometrische Deutung des Moments der
Geraden (b,b) Dbezlglich des Komplexes (a,a) . Denn dort gilt einfach

Ky = 0 , also wird das Moment gleich 8 siny + K cosy - Fallen die
beiden Komplexe zusammen, d.h. ist (a;a) = A(;b) , he R , so wird
§ = o ¥ = 0O und das Moment, d.h. die Invariante des Komplexes,

wird gleich 2 Ka, also gleich dem Pliickerschen Parameter, multipliziert
mit 2.

2.4.2 Verallgemeinerte Koordinaten

Nach den im vorhergehenden Abschnitt angestellten Betrachtungen ist das
Vorgehen Kleins zur Verallgemeinerung der Koordinatenbestimmung unmittelbar
einleuchtend:

“...[Es]seien nun sechs lineare Komplexe gegeben, die mit den

Symbolen xl,x2,X3,x4,x5,X6 bezeichnet sein mdgen.

Uber ihre gegenseitige Lage mache ich nur die Voraussetzung, dai
es keinen linearen Komplex gibt, der mit s3mtlichen sechs zu-
gleich in Involution liegt... Die relatiliven Werte
der mit gegebenen Konstanten mult¢tia=-
plizierten Momente einer geraden
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in

Linie bezug auf diese (Komplezxe)
betrachte ich als die homogenen
Koordinaten derselb.en." (1870b, 82)5
Diese Koordinaten seien mit (xl,xz,...,x6) bezeichnet, dann ist
X; = 0 die Gleichung des Komplexes X' . Denn sind (xi,xé,...,xé)
die alten Koordinaten, so ist nach Abschnitt 2.4.1
6 . . .
px; = 3 X X o= X ex' = (X0 ,x")
k=1 '
und damit stellt X = 0 tatsdchlich die Gleichung des linearen Komplexes
¥*  dar.
Sind die Koordinaten (xl,xz,...,x6) beliebig, so entspricht ihnen im

allgemeinen keine Gerade. Erst wenn sie eine quadratische Bedingungsglei-~
chung O(x,x) = 2 Q,ux;x = 0 (vgl. abs. 2.4.1) erfiillen, wird dies
der Fall sein,

"Aus der Form Gdieser Gleichung wird es erlaubt sein, auf die
Art und gegenseitige Lage der zugrundegelegten sechs linearen

Komplexe X- zu schlieBen." (1870b, 83)

Erfiillen die Koordinaten (xl,xz,...,xﬁ) die Bedingung (x,x) = O
nicht, so werden sie als die XKoo rdinaten eines
linearen Komplexe s bezeichnet. Es gilt folglich:

*Als Koordinaten eines Komplexes ersten Grades sind die

relativen Werthe der mit gegebenen Konstanten multiplizierten

Momente derselben mit Bezug auf die sechs gegebenen Komplexe

anzusehen." (1870b, 84)
Die Gleichung (){x,x) = 0 war die Verallgemeinerung des Ausdrucks flir
die Invariante eines Komplexes. Setzt man Komplexkoordinaten in () (x,x)
ein, so erhdlt man gerade die Invariante dieses Komplexes und diese ist
im wesentlichen gleich dem Pliickerschen Parameter dieses Komplexes. Siad
X = (xl,xz,...,x6) und y = (yl,yz,...,y6) die Koordinaten zweier
verschiedener linearer Komplexe, so stellt Q(x,y) = Zﬁlikxiyk die
simultane Invariante der beiden Komplexe dar. Wie gezeigt wurde, ist diese
bis auf gewisse Faktoren gleich dem gegenseitigen Moment der beiden Kom-
plexe. Das Verschwinden dieser Invariante bedeutet, daB die Komplexe in
Involution liegen.

2.5 Die Kleinschen Fundamentalkomplexe

Im Laufe seiner Untersuchungen zur kanonischen Gleichungsform quadra-
tischer Komplexe, stieB Klein schon in seiner Dissertation (1868) auf
eine merkwlirdige Konfiguration von sechs linearen Komplexen. Er nannte
sie in der Arbeit (1870a) die FundamentalXomplezxe
und untersuchte an dieser Stelle deren geometrische Beziehungen ein-
gehend6. Im vorliegenden Zusammenhang lassen sie sich etwa in folgender
weise ableiten.7

Bei der quadratischen Form in Komplexkoordinaten

xixa + xéxé + xéxé = 0

handelt es sich um die Bedingungsgleichung dafiir, daB die Komplexkoordi-
naten {xi,xé,...,xé) einen speziellen linearen Komplex oder eine Gerade
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darstellen. IThre Matrix ist

000100
000010
000001
100000 |°¢
010000
001000

sie ist reguldr, da die Determinante gleich -1 1ist. Eine beliebige
lineare Transformation der xi dndert wohl den Wert dieser Determinante,
macht sie aber nie gleich Null. Die Matrix ist symmetrisch, alsoc dia-
gonalisierbar, und zwar missen in diesem Fall alle Diagonalglieder ungleich
Null sein. Beschrédnkt man sich auf reelle quadratische Formen sowie reelle
Transformationen, so hat die vorliegende quadratische Form nach dem
Sylvestefschen Tréigheitsgesetz eine wohlbestimmte Signatur.

Mit Hilfe der Transformation

] s - 13 p—
x] o= 0% + Xy 0 xé = X, + Xgo x3 = Xq + Xg o
xa = X)Xy xé = X, = Xgs xé = Xg = Xg
erhdlt man die neue guadratische Form
_ 2 2 2 2 2 2
Qx,x) = (%9 )74 () T (35) T (3 ) Tm g ) “= () .

Die guadratische Form, die der Liniengeometrie zugrunde liegt, gehdrt
also zu denjenigen, die in ihrer Normalform gleich viele positive wie
negative Vorzeichen aufweisén,

Im Sinne des Abschnittes 2.4 ist ()(x,x) die Invariante eines linearen
Komplexes mit den Koordinaten x = (xl,xz,....x6) . Ihr Verschwinden
gibt die Koordinatenbedingung filir einen speziellen Komplex an. Die simul-
tane Invariante ergab sich frither (abs. 2.3) als Koeffizient des linearen
Gliedes 2\ , im Ausdruck fir die Invariante der Komplexe X + Ay
eines Komplexblischels, d.h. also hier als Koeffizient von QUX+Ay,x+\y)
in der Entwicklung nach Potenzen von A

QU+ XY XENY) =M Qx,x) A y) + Qly.y) .
Wie man leicht nachrechnet, wird

L6 3006x)
Q(le) = E Z

i=1

Vi .
i
Bxi

Im vorliegenden Fall hat die s imul tane Invarianteder
Komplexe x und y alsc die Form
Qlxey) = X)y) + XY, + X3¥3 = X¥y = Xg¥g = ¥g¥g o

Thr Verschwinden bedeutet natliriich wieder die involutorische
L a ge der beiden Komplexe x und vy .

Seien (1,0,0,0,0,0) , (G,1,0,0,0,0) ,4e4-., (0,0,0,0,0,1)
die Koordinaten der Grundkomplexe im x=System.

Werden sie in dieser Reihenfolge mit 1 bis 6 numeriert, und benutzt
man fir die simultane Invariante des Komplexes i mit dem Komplex Kk
das Symbol Q{i,k) , i,x =1,2,...,6 , dann gilt
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Q(l'l) = Q(212) = -(}-(303) = 1
0(4,4) = Q(5,5) = Q(6,6) = -1
OE,k) = 0 flr alle 1 # % .

Die Invarianten, d.h. die Parameter der sechs Fundamentalkomplexe sind

also zu je dreien positiv und negativ, die simultanen Invarianten da-

gegen alle © . Was bedeutet dies geometrisch? Zundchst sind drei der
Komplexe rechts und drei links gewunden {vgl. Abs. IV 4.3), und je zweil
Komplexe liegen in Involution. Diese Anordnung von sechs Komplexen spielt
inder Sfschraubentheorie von Robert Ball (abs.
4) eine groBe Rolle. Sie heifen dort die sechs Korreziprokal-
schrauben.

2.6 Liniengeometrle und Mechanik

In diesem Abschnitt soll die wichtigste und einfluBreichste Arbeit von
Felix Klein zur geometrischen Mechanik : "Notiz, betreffend den Zusanmen-
hang der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Korper" (1871b) aus-
fiihrlich diskutiert werden.

Dabei wird Klein selbst ausgiebig zu worte kommen, da seine Bemerkungen
fiir alles Weitere von gréBter Bedeutung sind.

Kleins Interesse an der Mechanik ist zum groBien Teil auf den EinfluB
seines Lehrers Pllicker zuriickzufithren, der selbst schon Anwendungen seiner
Liniengeometrie auf die Mechanik studiert hatte. Zudem wollte Klein seit
jeher eigentlich Experimentalphysik studieren, wurde aber davon "“durch eine
Kette unvorhergesehener Umstidnde" abgehalten ((Klein 1923, 14f.).

Einleitend zu seiner Arbeit (1871b) wies Klein darauf hin, dan pliicker
die Absicht besessen hatte,

*die Anwendung seiner geometrischen Prinzipien auf Mechanik in
einem grdBeren zusamnmenhingenden Werke, das der 'Neuen Geometrie'’
nachfolgen scllte, auseinanderzusetzen. DaB Pliicker diese Ab-
sicht nicht mehr verwirklicht hat, ist umso mehr zu bedauern,
als die ... wenigen Stellen, wo er sich Uber seine mechanischen
Konzeptionen ausspricht, nur sehr kurz und schwer verstdndlich,
haufig auch unbestimmt sind." (1871b, 226)

Letzteres wurde bereits bei der Diskussion der Arbeiten Pliickers hervor-
gehoben (vgl., Abs. IV 3.2 und 4.5).

Indem er auf Poinsot, M&bius und Chasles hinwies, skizzierte Klein in
knapper Form die vor ihm errungenen Resultate. Gleich anfangs machte er
auf den doppelten Anwendungsbereich der Liniengeometrie aufmerksam: einer-
seits die Zusammeﬁsetzung von Krdften und andererseits die Zusammensetzung
von unendlich kleinen Drehungen. Beide gehorchen denselben Regeln.

"Dabel tritt also der Begriff der Kra f tdemderunend -
liech kleinen Rotation als koordiniert gegen-
Uber." (1871b, 227)
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Indem Klein die Koordinaten einer Kraft und eines Kriftesystems im Sinne
Plickers einfiihrte, bewies er einen Satz, den er bei Pliicker nicht in der
Form bewiesen gefunden hatte. {Kleins Vorgehen sei wieder in heute iiblicher
Schreibweise dargestellt): Jedes Kriftesystem (Drehsystem) (w;Ww) 138t
sich ersetzen durch zwei windschiefe Kridfte (unendlich kleine Drehungen).

Sind letztere gegeben durch (a,a) und (b;g) , SO0 muB also gelten
(wiw) = (asa) + (b:b)
wobei a+a = b*'b = 0Ound w.

=t

# O . Nach Klein sagen nun diese
3) und (0)b) in bezug auf den Kome
=0 konjugierte Gera-

Bedingungen aus, daf die Geraden (a
plex mit der Gleichung wW.p + w-
d e n gind. Der Bewels ist einfach. Die Bedingungen, daf eine beliebige

a)"dl ~e

Gerade (p;P) unsere beiden Geraden schneidet, sind

a.p + a+p = 0 und b+p + b-p = 0 .
Addition der Gleichungen liefert
(@+b)ep + (a+b):D = Wep+w'p = 0 ,

also gehdrt (p,p) =zum Komplex., Dies ist aber die charakteristische Eigen-
schaft konjugierter Polaren (Pllicker 1868, 28).

Zur Klarstellung des Verhiltnisses von Liniengeometrie und Mechanik des
starren K8rpers kam Klein zur "Besprechung einiger besonderer Punkte", wvon
denen die beiden wichtigsten herausgegriffen seien:

1. Ausgehend von der Bemerkung, daB Translationen, wie Drehmomente, keine
eindeutig bestimmte Achse haben - im Gegensatz zu unendlich kleinen Dreh-
ungen und Krdften - wies Klein darauf hin, dafB Krifte oder Drehmomente im
allgemeinen nicht Ursache von Translationen bzw. Rotationen sein kSnnen.
Krdfte und Drehmomente versetzen einen starren Kodrper, von Spezialfdllen
abgesehen, in einen allgemeinen, 3.h. schraubenfdrmigen Bewegungszustand.

“DaB man nur von Kradften sprechen :kann, welche n a ¢ h geraden
Linien wirken, nur von Bewegungen, die u m solche geschehen,
kommt auf den undualistischen Charakter zuriick, den iberhaupt
unsere MaBbestimmung besitzt. Dieselbe bezieht sich bekanntlich
auf eine ebene Kurve zweiten Grades, den unendlich weit ent-
fernten imagindren [Kugel-]Kreis. Man kann aber nach dem Vorgange
von Cayley [(1859)] eine allgemeine MaBbestimmung konzipieren,
bei welcher eine allgemeine Fliche zweiten Grades dieselbe Rolle
spielt, wie sonst die genannte ebene Kurve [vgl. dazu Abs. VI
1.2]. FUhrt man eine solche MaBbestimmung ein und ersetzt gleiche
zeitig die sechsfach unendlich vielen Bewegungen unseres Raumes
durch ebenso viele lineare Transformationen, welche die funda-
mentale Flache zweiten Grades unverdndert lassen ...: - sO kann
man gleichmdBig von Kriften sprechen, die nach Geraden und die
um Gerade wirken, und von Bewegungen, die um Gerade und nach
Geraden geschehen. Es wiirden aber beide Arten wvon Krdften und
beide Arten von Bewegungen gleichbedeutend sein. Eine Drehung
um eine Gerade ist dann dasselbe, wie eine Verschiebung nach der
ihr in bezug auf die fundamentale Fliche zweiten Grades konju-
gierte Polare. Ebenso eine Kraft, die nach einer Geraden wirkt,
dasselbe, wie eine Kraft, die um deren konjugierte Polare zu
drehen bestrebt ist.® (1871b, 234f)

Die historische Tragweite der zitierten Stelle erhellt sich sofort aus
einem zZusatz Kleins am SchluB dieser Arbeit, bei Gelegenheit der Zusammen-
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stellung seiner Gesammelten Mathematischen Abhandlungen:

“Der vorliegende Aufsatz ... [enth&dlt] meine erste [!] Mit-
teilung iiber die Bedeutung der Cayley'schen MaBbestimmung fir
die Nicht~Euklidische Geometrie ... Die von mir ... angeregte
Fragestellung ist bald darauf von Herrn Lindemann, der Herbst
1872 mit mir nach Erlangen ging, in seiner Dissertation (Uber
unendlich kleine Bewegungen und Uber Kraftsysteme bei allge-
meiner projektivischer Mafbestimmung [(1874}] ... ausfithrlich
behandelt worden."” (1921, 238)

Kleins e r s t e Erwéhnung der Bedeutung der Cayleyschen Mafbestimmung
fir die nichteuklidische Geometrie im Zusammenhang mit der Mechanik des
starren KOrpers weist auf deren z entrale S tellung fir
die Weiterentwicklung der hyperhkwolischen und elliptischen Geometrie
in den 70-er Jahren hin {(vgl. dazu Abs. VI und 2, sowie Kapitel VII).- An
der angefiihrten Stelle machte Klein erstaunlicherweise bereits auf den Kern
der bei Lindemann (1874) ausgearbeiteten iUberlegungen zur nichteuklidischen
Kinematik, die im Abschnitt VI 3 ausfihrlich dargestellt werden sollen, aufmerk-
sam, Man kann daraus ablesen, wie wichtig Felix Klein der erhdhte Standpunkt der
projektiven MaBbestimmungen zur Verdeutlichung und Kldrung der im Euklidischen
wurzelnden Grundbegriffe der Mechanik gewesen ist. Aus dieser Intention heraus sind
auch seine Anregungen fiir das Thema der Dissertation Lindemanns zu verstehen,
letzterer motivierte dann seine Arbeit selbst ganz In diesem Sinne
(vgl.abs. VI 3.1).

2. Klein hob in (1871b) noch einen weiteren Punkt besonders hervor, der
ihm einer Kldrung bedlirftig erschien:9

"Kraftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen kdnnen, nach dem
Vorstehenden, beide unter demselben geometrischen Bilde, dem
linearen Komplexe, vorgestellt werden. Ein und derselbe Komplex
ist also einmal Bild eines Krdftesystems, das andere Mal Bild einer
unendlich kleinen Bewegung: ganz in demselben Sinne, wie ein
und dieselbe gerade Linie (ein spezieller Komplex) einmal eine
nach ihr wirkende Kraft, das andere Mal eine um sie stattfindende
Rotation versinnlichte. Zwischen dem Kriftesystem und der unende
lich kleinen Bewegung, die sich auf denselben linearen Komplex
beziehan, besteht ebensowenig ein ursdchlicher physikalischer
Zusammenhang, als zwischen der Kraft, welche nach einer Geraden
wirkt, und der Rotation, die um dieselbe Gerade stattfindet.

... [pDies ist auchl] daraus ersichtlich, daP bei einem gegebenen
Kraftesystem doch nur dann eine bestimmte Bewegung eines starren
Kdrpers erfolgt, wenn derselbe eine Masse, einen Schwerpunkt,
ein Tr3gheitsellipsoid usw. besitzt. Durch einen bestimmten
starren Kdrper, dessen Masse usw. ein fiir allemal gegeben ist,
wird alsc allerdings jedem Kradftesystem eine bestimmte unendlich
kleine Bewegung, die seine wirkung ist, koordiniert.({anm. von
Klein:] Da sowohl das Kriftesystem als die unendlich kleine Be-
wegung durch einen linearen Komplex ersetzt werden kdnnen, so
begriindet jeder starre KoSrper von gegebener Massenverteilung
eine besondere Art rdumlicher Verwandtschaft, bei welcher jedem
linearen Komplex ein zweiter zugeordnet ist ...} Solange man
aber nur schlechthin von einem starren Kdrper spricht, dessen
Massenverteilung gar nicht in Betracht kommt, kann von einer ur-
sdchlichen Zuordnung iberhaupt nicht die Rede sein." (1871b,233)

Bemerkenswert ist hier, daB Klein in der Anmerkung bereits auf den Kern
derdynamischen Verhdltctndis s e im Rahmen der euklidi-
schen Liniengeometrie hinwies (vgl. Abs. 5.2). Er kam aber nirgends inner-
halb dieses allgemeinen Rahmens der Geometrie im Linien- und Komplexraum
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wieder darauf zurlick.
Zum Problem der analogie zurilickkehrend, stellte sich nach den zitierten
grundsidtzlichen Bemerkungen aber doch

"die PFrage, ob nicht eine andere Art physikalischen Zusammenhangs
zwlschen Krdftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen obwaltet,
auf den die mathematische Koordination der beiden Dinge zuriick-
zufilhren wire." (1871b, 233f)

Klein gelang es tatsdchlich, einen solchen Zusammenhang mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten herzustellen. Er schien durchaus
selbstdndig auf diese Beziechung gekommen zu sein. Erst beim Wiederabdruck
dieser Arbeit in den Gesammelten Mathematischen abhandlungen (1921) wies
er auf Rodrigues (1840) und Cayley (1869) hin, ohne allerdings MSbius zu
erwdhnen (vgl.Abs. III 3). Wie er mit Recht bemerkte, fehlen bei diesen
Autoren aber "die Ausfiihrungen liber die Geometrie der linearen Komplexe"
{1921, 236, Anm. 19).

Kleins tberlegungen sollen wiederum mit Hilfe der modernen Schreibweise
dargestellt werden:

Ein Kriftesystem (=Kraftdyname) habe die Koordinaten (w,w) und eine un-
endlich kleine Bewegung (= Drehsystem oder Rotationsdyname) die Koordinaten
(d;d) , wobei beidesmal die Koordinaten absolut zu nehmen sind. Dann re-
prdsentiert nach Klein der Ausdruck (wie bereits MSbius gefunden hatte - vgl.
Abs. III 3)

dew + dew
"das Quantum der Arbeit, welche das gegebene Krdftesystem bei Ein-

tritt der gegebenen unendlich kleinen Bewegungen leistet."
(1871b, 236) (Vgl. dazu abs. 5.3)

Verschwindet der Ausdruck, d.w + d.w = O ,

"so leistet das gegebene Kraftesystem bei Eintritt der gegebenen
unendlich kleinen Bewegung keine Arbeit. Diese Gleichung nun
repridsentiert uns ... den Zusammenhang 2wischen Kridftesystemen
und unendlich kleinen Bewegungen." (1871, 236).

schreibt man (w,w) = (wl,wz,...,wé) und  (d;d) = (3.4, ....d5)
so erhilt. die Gleichung d.w + d-.-w = 0 die Gestalt
duwy + dgw, + dewy + dyw, + dywg + dgwg = 0O (14)

sind etwa die di fest und die Wy verdnderlich, so gibt es fiinffach
unendlich viele Kriftesysteme (w,w) , die bei der gegebenen unendlich
kleinen Bewegung (d;é) Xk e ine Arbeit leisten. Sieht man von der
jewelligen Intensitdt des Kridftesystems ab, d.h. betrachtet man nicht die
absoluten Koordinatenwerte (wl,wz,...,w6} , sondern nur deren Verh#ltnisse
Wit Woi Wi W3 Wg3 Wg oo, SO geht man von den Kriftesystemen zu den zugrunde-
liegenden linearen Komplexen iiber. Entsprechendes gilt flir unendlich kleine
Bewegungen, d.h. fir Drehsysteme. Dann bedeutet aber die obige Gleichung
(14) nichts anderes als das Verschwinden der s imul tanen
Invariante der Komplexe (w,w) und (d;3) , d.h. sie liegen in
Involution. wWie bereits im Abschnitt 2.3 angedeutet wurde, begriindet aber
eine solche Gleichung eine Po lar it &t oder Reziprozitiadt
im Komplexraumnm wobei sich hier reziprok gegeniiberstehen:

ein Drehsystem (d,a) und die ein Kriftesystem (w,W)

Menge der bezligiich (a;a) und die Menge der Drehsysteme
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keine Arbeit leistenden (d}ah beziiglich denen

Kraftesysteme (w,w) . (w;w) keine Arbeit leistet.

Sind wie oben die di fest und die Wy variabel, so stellt (14) die
Gleichung der unendlich kleinen Bewegung in Komplexkoordinaten

WyeWose oWy dar, deren Hyperebenenkoordinaten gleich £d4,d5,d6,dl,d2,d33
sind. D.h. also:

"Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordinaten
eines Kraftesystems wird eine unendlich kleine Bewegung darge-
stellt." (1871b, 236)

Es gilt natlirlich auch die Umkehrung:

"Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordinaten
einer unendlich kleinen Bewegung wird ein Kridftesystem darge-
stellt.”" (1871b, 237)

In diesem Fall ist

w4dl + w5d2 + w6d3 + wld4 + w2d5 + w3d6 = 0 (14%)

die Gleichung des Krdftesystems in Hyperebenenkoordinaten dl’dz""'d6’
dessen Komplexkoordinaten gleich (w4,w5,w6,w1,w2,w3) sind.

Vermbge der durch (14') wvermittelten Reziprozitdt zwischen dem pro-
jektiven Raum der linearen Komplexe und seinem projektiven Dualraum der
Hyperebenen kommen also den Kriftesystemen etwa Komplexkoordinaten und den
unendlich kleinen Drehungen Hyperebenenkoordinaten (oder umgekehrt) zu.
In der Isomorphie eines projektiven

Raumes mit seinem Dualraum 1liegt der
tiefere Grund der mathematischen Koor-
dination von Krdftesystemen und unend -
l]ich kleinen Bewegungen.

Angewendet auf die mit einem allgemeinen linearen Komplex in Involution
liegenden speziellen Komplexe, d.h. auf dessen Geraden selbst, erhdlt man
den bekannten Satz:

“Wenn ein linearer Komplex das Bild eines Kr&ftesystems oder einer
unendlich kleinen Bewegung ist, so sind die ihm angehdrigen Ge~
raden diejenigen Linien des Raumes, in bezug auf welche das Krdfte-
system kein Drehmoment hat, resp. welche bei der unendlich kleinen
Bewegung senkrecht gegen sich selbst versetzt werden."

{(1871b, 238)
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3. wlirdigung des Schaffens von Klein

3.1 Kleins Beitr#ge zur Liniengeometrie und zur Mechanik
starrer Kdrper

Kleins Beltrdge zur Liniengeometrie und zur Mechanik starrer Kdrper
lassen sich in drei Schritte gliedern:
1. Ubergang vom Linienraum zum Komplexraum,
2. Die Deutung der Analogie zwischen Kraftesystemen und unendlich
kleinen Bewegungen als mathematische (und nicht mechanische) Zuordnung,
insbesondere als reziproke {oder polare) Beziehung
im Komplexraum;

3. andeutungen zur nichteuklidischen Mechanik des starren Korpers

Der erste Schritt ist bereits veranlagt in der Dissertation (1868) und
kommt in den Arbeiten (1870a,b) voll zum Tragen, Der Schritt von der ge-
raden Linie als Raumelement zum linearen Komplex als Raumelement ist fiir
alles Folgende fundamental. Klein legte allerdings den Schwerpunkt auf die
Betrachtung des Komplexraumes als finfdimensionalen projektiven P un k t -
raum. Auf den entsprechenden projektiven Dualraum oder Hyperebenenraum ging
er an keiner Stelle explizit ein. Diese willkiirliche Beschrdnkung des Ge-
sichtspunktes ist nicht ganz verstidndlich. Vielleicht, dafB sich fir Klein
dadurch der Komplexraum zu weit vom anschaulich Erfafbaren und mit der
Mechanik in Zusammenhang Stehenden entfernt hitte. Wie zum Teil bereits
gezelgt wurde und weiter unten noch deutlicher erkannt werden wird (vgl.
Abs. VI 3.7.2}) , ist gerade dieser umfassendere Gesichtspunkt erst geeignet,
im Rahmen der nichteuklidischen Geometrie eine vollkommene Einsicht in die
gegenseitigen Beziehungen der Grundbegriffe der geometrischen Mechanik zu
erlangen.

Der zweite Schritt und der dritte wurde, wie ausfiihrlich im Abschnitt
2.6 dargelegt, in der Arbeit (1871lb) vollzogen. Dadurch wurde die Be-
deutung des zundchst als Abstraktion erscheinenden Komplexraumes flir die
Mechanik zur Genlige nachgewiesen. '

Die Kleinschen Erkenntnisse sind in Tabelle 2 zusammengefasst. Obwohl
schon MSbius und Battaglini eine gewisse Einsicht in die dort angedeuteten
Begriffsstrukturen hatten, war es doch erst Klein, der sie ganz durch-
schaute. Er unterschied als erster deutlich das ge ome t rische
Gebilde des linearen Komplexes von dessen me c handischen
Deutungen als Kriafte- oder Rotationsdyname. Zudem deckte er als
erster das eigentliche Wesen der An a l o g 1 e 2zwischen letzteren auf:
Sie ist Ausdruck einer durch das Prinzip der virtuellen Arbeit induzier-
ten Polaritdt (oder Reziprozitdt) im Komplexraum.,

Nach Klein (1871b) sind also im Komplexraum 2 w e i Zuordnungen fir
die Mechanik von besonderer Bedeutung:

1. Die der mehrmals genannten Analogie zugrunde liegende, durch das
Verschwinden der simultanen Invariante erzeugte Reziprozitdtsbeziehung
zwischen Komplexen und dazu iniInvolution liegenden Hyperebenen von
Komplexen. Die diese Reziprozitdt oder Polaritdt erzeugende Quadrik im



Tabelle 2 = Grundbégriffe der euklidischen geometrischen Mechanik

Kinematisch

{(Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen)

Y"Rotatorisch" Rotation

Rotations~System

(= schraubung)

- Zwel erzeugende
Rotationen

- Geraden mit ver-
schwindender
Translation

"Translatorisch" Translation (=Rotations-
paar)
= Rotation mit unendlich

ferner Achse

Geometrisch Statisch

(Impulse und
Krafte)

Spezieller linearer Drehmoment (=Kr#ftepaar)

Komplex (=Gerade) = Kraft mit unendlich

ferner wirkungslinie

Linearer Komplex,

Nullsystem

- Konjugiertes
Geradenpaar

- Komplexgeraden,
Nullgeraden

Analogie

Spezieller linearer Einzelkraft

Komplex (=Gerade)

Linearer Komplex, Kraftesystem

Nullsystem

- Konjugiertes - Zwel erzeugende
Geradenpaar Kréfte (=Kraftkreuz)

- Komplexgeraden, - Geraden mit ver-

Nullgeraden schwindendem Moment

701
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Komplexraum besteht genau aus den speziellen linearen Komplexen, d.h. sie
besteht aus sdmtlichen Geraden des gewdhnlichen projektiven Raumes.

2. Die durch das Trigheitsellipsoid induzierte Beziehung von Krifte-
system (Kriftedyname) und momentanem Beschleunigungssystem {(Beschleunigungs-
dyname) (vgl. Abs. 5.1).~ wie spiter gezeilgt wird, handelt es sich dabei
im Rahmen der nichteuklidischen Mechanik des starren KSrpers um eine rezi-
proke Beziehung im Komplexraum und nicht um eine bloB8 kollineare (Abs.

VII 1.3.3). Darin liegt der Grund, weshalb der Komplexraum, bloB als
finfdimensionaler P u n k t raum aufgefasst, nur ein einseitiges Bild der
umfassenden Verhdltnisse abgibt.

Erstere Reziprozitdt spielt vor allem bei kinematischen und statischen
Uberlegungen eine zentrale Rolle, und wird bei Lindemann (1874) ausfihr-
lich behandelt (Abs. VI 3.7.2). Die zweite Reziprozitit wird insbesondere
in der Dynamik wichtig und tritt erstmals bei Heath (1884) formal in Er-
scheinung (Abs. VII 1.3.2).

3.2 Kleins mathematische Denkweise

Verschiedene Komponenten in Felix Kleins (1849-1925) mathematischer
Denkweise trugen dazu bei, ihn zum entscheidenden Fdrderer und Gestalter
der geometrischen Mechanik werden zu lassen.

1. Die Berufung Kleins als ordentlicher Professor der Mathematik nach
Erlangen 1872 machte ihn, "der von allen wohl am tiefsten in die Forschungen
von Staudts [1798-1867] eingedrungen war, zu dessen, wenn auch
nicht unmittelbaren Nachfolger." {(Voss 1919, 285)) Obwohl sich Klein mit dem
S t i 1 der von Staudtschen Schriften nie abfinden konnte -~ er lernte sie
nur durch die Vermittlung seines Freundes 0.5tolz (1842-1905) kennen-, war
er nichtsdestoweniger von dessen M e t h o d e sehr beeinflufzt.1O
Klein ist dadurch die synthetische Geometrie in ihrér vollkommensten Form
nie fremdgeblieben, sie diente sogar als wesentliche Anregung seiner eigenen
Forschungen.

Auf der anderen Seite kam Klein durch den Tod von J.Pliicker (1801-1868)
in engen Kontakt mit A. Clebsch (1833-1872) in G&ttlngen, und lernte

11 Bei dessen

diesen als Lehrer und Mensch tief wirdigen und schatzen.
frithem Tod im November 1872 iibernahm er esg, "dem hochverehrten Lehrer und
Preunde ein literarisches Denkmal zu setzen.," {Voss 1919, 285)}.-~Daraus ent-
stand der Nachruf Klein (1874), in welchem Clebsch als Mathematiker prég-
nant charakteristisch dargestellt wurde: Clebsch sei im wesentlichen Alge-
braiker, dem die geometrische Anschauung nur als Hilfsmittel zur Erlduterung
algebraischer Operationen diene.12 Clebsch war in diesem Sinne sein Vor-
bild in der Beherrschung und Anwendung der analytisch-algebraischen Methode.
Clebsch hatte auf den jungen Klein neben Pliicker wohl den tiefsten Eindruck
hinterlassen, Klein hatte nach dem Tode von Clebsch die Aufgabe tbernommen,
dessen wissenschaftliche Erbschaft zu verwalten und konnte so wie kein
anderer in seine Denkweise eindringen., Klein war auBerdem die Pflicht zuge-
fallen, die Spezialschiiler von Clebsch, die teilweise &dlter waren als er,
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zu Ubernehmen und in ihrer Weiterbildung, sowle ihren selbstdndigen Ar-
beiten zu f6rdern. Zu diesen gehdrte unter anderen auch F.Lindemann (1852-
1939), dem er die Aufgabe stellte, die Vorlesungen von Clebsch ilber Geo-
metrie (1876/91) herauszugeben.

"Im Zusammenhang damit hielt ich mehrere Semester hindurch
h8here Vorlesungen iber die von € 1 e b 8 ¢ h bevorzugten
Gegenstédnde, alsc Invariantentheorie, projektive Geometrie,
Abelsche Funkticonen usw." (Klein 1921, 412)

Neben dle starke BeeinfluBung und Prigung Kleins durch Plickers mathe-
matische Methode und dessen im fortgeschrittenen Alter in den Vordergrund
getretene Bevorzugung der Anschauung trat nun die algebraische Schulung
durch Clebsch und verschmolz sich zur charakteristischen methodischen Ein-

13 Klein war immer

heit, die das ganze Lebenswerk von Klein pridgen sollte.
bestrebt, sowohl dle analytisch-algebraische, wie die anschaulich-gen-
metrische Methode zu pflegen. Dies kam in seinen wissenschaftlichen Publi-
kationen der Jahre 1868 - 1877 deutlich zum Ausdruck, wo sich neben rein
geometrischen Arbeiten auch Abhandlungen zur Invariantentheorie und
Gleichungstheorie finden. Aber man braucht nicht so weit zu gehen: schon
allein die besprochenen liniengeometrischen Arbeiten offenbaren Kleins
durchdringende geometrische Fihigkeiten, sowie seine souver&ne Handhabung
des analytisch~algebraischen Apparates.
Im Zentrum der Betrachtungen Kleins stand immer der Begriff, der
ged a nkliche Inhal+t einer Sache. Die M e t h o d e der
Behandlung hatte sich daran anzupassen, war nur Hilfsmittel zum Ver- . .
stdndnis und somit sekunddrer Natur. Jede Einseitigkeit bei derselben war
der Herausschdlung des Kerns der Sache hinderlich, muBte alsoc unter allen
Umstdnden vermieden werden. - Klein sprach sich selbst ilber diese Dinge
relativ deutlich aus, wie im folgenden belegt werden soll.
Kleins Berufung nach Erlangen brachte die Pflicht mit sich, neben einer
Antrittsrede ein gedrucktes Programm ("Erlanger Programm") vorzulegen.
"Ich halte diese Sitte, trotz aller Unbeguemlichkeit, die
daraus fir die Ndchstbeteiligten erwachsen mdge, filir etwas
sehr Gutes, indem ... der Neuling zur vollen Abkl3rung seiner
Ideen gezwungen ist." (Klein 1921, 411f.)
Klein schwang sich hier tatsdchlich zu einer bewundernswert klaren Reflexion
seiner Methoden empor. In der am 7.Dezember 1872 gehaltenen Antrittsrede
(nicht zu verwechseln mit dem "Erlanger Programm" (1872b) ), findet man
folgende L‘Jassage:‘l‘L

"Glauben Sie nicht etwa, daBR das Wesen der Mathematik in der Formel
ruhe;die Formel soll nur eine exacte Bezeichnung der gedanklichen
Verkniipfung sein. Damit ist durchaus nicht geleugnet, daf eine
richtige ausbildung des Pormalismus eine fiir die Mathematik recht
wesentliche Seite ist... wir verlangen ein inneres Verst@ndnis
des durch die fortschreitende Formelentwicklung bezeichneten
Processes .,."

Neben seinen hochbedeutenden mathematischen Thesen im "Erlanger Pro-
gramm" (1872b) (vgl. Abs. VI 2) hatte sich Klein auch dort zu methodischen
Fragen geduBert. Es klingt wie eine Zusammenfassung seiner bisherigen
Bestrebungen und als me thodisches Programm £ ir
die Zukuntt:
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"Den Unterschied zwischen neuerer Synthese und neuerer
analytischer Geometrie hat man zur Zeit nicht mehr als™
einen wesentlichen zu betrachten, da der gedankliche In-
halt sowohl als die SchluBweise sich auf beiden Seiten
allmdhlich ganz dhnlich gestaltet haben . ... Wenn die
synthetische Methode mehr mit rdumlicher Anschauung ar-
beitet und ihren ersten, einfachen Entwicklungen dadurch
einen ungemeinen Reliz erteilt, so ist das Gebiet rdumlicher
Anschauung der analytischen Methode nicht verschlossen, und
man kann die Formeln der analytischen Geometrie als einen
prdzisen und durchsichtigen Ausdruck der geometrischen
Beziehungen auffassen. Man hat auf der anderen Seite den
Vorteil nicht zu unterschidtzen, den ein gut angelegter
Formalismus der Weiterforschung dadurch leistet, daB er
gewissermaBen dem Gedanken vorauseilt. Eg ist zwar immer
an der Forderung festzuhalten, daf man einen mathematischen
Gegenstand noch nicht als erledigt betrachten soll, solange
er nicht begrifflich evident geworden ist, und es ist das
Vordringen an der Hand des Formalismus eben nur ein erster
aber schon sehr wichtiger schritt." (1872b, 409f)
Deutlicher hdtte Klein sein die beiden Methoden vereinigendes Streben nicht
charaktefisieren kdnnen; er blieb diesen Intentionen sein Leben lang treu.ls_
In diesem methodischen Bestreben lag denn auch der tiefere Grund von Kleins
eingehender Beschdftigung mit der geometrischen Mechanik, die eine solche
umfassende Betrachtungsweise der Natur der Sache nach notwendig forderte.
2. Hinzu kam eine weitere Komponente in Kleins mathematischer Denkweise,
die hier aber nur kurgz gestreift werden soll, da sie an anderer Stelle
ausfiihrlich analysiert wird16: die genetische Methode.
Darunter versteht man im Gegensatz zur logisch bis in alle Einzelheiten
durchdringenden, meist deduktiven, Behandlung eines mathematischen Gegen-
standes, dessen primdr das Wesentliche, "den allgemeinen Fall" hervor-
hebende, vor allem die geometrisch-anschauliche Komponente mit umfassende
Beschreibung.17 So ist tatsdchlich die Linlengeometrie zur Behandlung der
allgemedinen Probleme der Mechanik des starren Korpers besonders
gut geeignet, wdhrend es bel speziellen Problemen oft mdglich und sinn-
voller ist, die translatcorischen und rotatorischen Komponenten getrennt,
also in gewShnlicher weise, zu berechnen.18 Hier liegt Ubrigens auch
e 1 n Grund, weshalb sich die geometrische Mechanik nie in den Anwendungen
durchsetzen konnte.
3. Kleins Interesse anden Anwendungen der Linien-
geometrie avf die Mechanik des starcren
KO8 rpers 1ist auf seine frithe Beschidftigung mit Fragen der Physik
zurlickzuftthren. Auf diesem Felde ist er auch zwn ersten Mal mit Pllcker in
Kontakt gekommen (vgl. Abs. IV 2.3). Kleins Aufmerksamkeit wurde nun durch
Pliicker bald ausschlieBlich auf die Liniengeometrie gelenkt; er wollte
aber eigentlich nach der Vollendung der Plicker-Ausgabe (1868/69) wieder
zur Experimentalphysik zurilickkehren, Durch verschiedene Umsté&nde, wie den
Tod von Clebsch und die Ubernahme der Professur in Erlangen, sind diese
Pldne vereitelt worden.19 Als junger Privatdozent in Gdttingen hielt Klein
1871 noch seine ersten Vorlesungen Uber physikalische Themen. Auch in
seiner Erlanger Antrittsrede 20 kam er mehrfach auf die fruchtbare und not-

wendige Verbindung der Mathematik mit der Physik zu sprechen,- Klein be-
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schidftigte sich immer wieder mit physikalischen Problemen; am weitesten
in die Anwendungsgebiete vorgedrungen ist er aber in den verschiedenen

Teilen der Mechanik.

"Bs gelang ihm, die Kinetik des starren Kdrpers mannigfach zu
fordern, indem er an die damals in Deutschland fast unbe-
kannten englischen Arbeiten [von R. Balll] ankniipfte ...,
und er befreite damit zugleich die gesamte Mechanik von der
Enge der Auffassung, in die sie bei uns durch eine stark ins
Formale gehende analytische Richtung geraten war."

(Mises 1924, 87f)

Klein unterlieB es wdhrend seiner gesamten Vorlesungstdtigkeit nicht,
immer wieder Uber physikalische Themen zu sprechen. Er war spdter sogar
Herausgeber, Leiter und Organisator bei dem grofien Unternehmen der
"Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften mit Einschlufl ihrer An-
wendungen", wo er den mechanischen Teil selbst redigierte.2



4, Zur Schraubentheorie von Robert Ball

Wdhrend Plicker seine Liniengeometrie ausarbeitete und Klein dessen Ge-
danken 2u den Beziehungen von Liniengeometrie und Mechanik des starren
K8rpers klarstellte, kommt Robert Ball (1840-1913) von einer ganz anderen
Seite auf dhnliche Ergebnisse. Balls Ausgangspunkt war das Studium kleiner

Schwingungen eines starren Korpers; im Verlaufe der Untersuchungen kam er
zu den Grundbegriffen seiner S chraubentheori e.z2
Es kann sich hier nicht darum handeln, die Eigenart und besondere Struk-

tur der Ballschen Schraubentheoriezu..skizzieren.23 Dies widre eine eigene

24

Untersuchung wert. Vielmehr sollen kurz die wesentlichen gemeinsamen

Punkte hervorgehoben werden, die zwischen der Liniengeometrie und der Ball-
schen Schraubentheorie bestehen.

Felix Kleiln wurde schon 1873 auf seiner ersten Englandreise mit Robert
Ball bekannt ({Klein 1921, 241). Bei dessen Darstellung der Schraubentheorie
(Ball 1873) bemerkte Klein sofort, dafl es sich bei dem Begriff der Schraube
im wesentlichen um den Begriff des linearen Komplexes handelte, Das gleich-
zeitige Bekanntwerden mit den Ideen W.K. Cliffords (1845-1879) schlug sich
spdter in der Arbeit (1890) nieder. Auf die Ballsche Schraubentheorie ging
Klein erst (1902), anléslich der Redaktionsarbeiten zur "Encyklopidie der
Mathematischen Wissenschaften, n&her ein.

Klein hob die langj&hrigen Untersuchungen Robert Balls vor allem wegen
ihrer Anschaulichkeit unddem el ementaren
Charakter der grundlegenden Entwicklungen hervor, Die Sy s t e -
ma t ik lasse allerdings zu wilinschen ibrig - und deshalb entschloB er
sich zu der ldangeren Abhandlung (1902)}.

"Ich darf vielleicht hinzufilgen, daB ich die betreffenden Uber-
legungen seit Jahren in Vorlesungen und gelegentlichen vVor-
trdgen wiederholt zur Geltung gebracht habe; speziell knilipfe
ich ... an meine eigenen Beitrdge zur Liniengeometrie und
Schraubentheorie ... [(1870a), (1871b)] sowie an die Ausein-
andersetzungen meines Erlanger Programms ... [(1872b))an.”
(1902, 503f.)

Klein faBte seinen Vergleich der Liniengeometrie und der Ballschen
Schraubentheorie folgendermaBen zusammens:

“Die Ballsche Schraube ist der Inbegriff der um eine Achse
herumgelegten Schraubenlinien von gegebenem windungssinn,
die eine bestimmte Ganghthe haben, oder, wie Ball sagt, der
Inbegriff von Zentralachse und Parameter {(pitch). Die so
definierte Ballsche Schraube ist mit dem Nullsystem, das
jedem Punkt die Normalebene der durch ihn gehenden Schrauben-
linien zuordnet, oder auch mit dem linearen Linienkomplex,
der von den Normalen der sdmtlichen Schraubenlinien gebildet
wird, eindeutig zusammengeordnet;ob ich von der Ballschen
Schraube, dem Nullsystem oder dem linearen Komplex spreche,
ist flir den hier vertretenen Standpunkt dasselbe."

(1902, 511)

"Die ... Ballsche
mit der jeni e
metrie welc e
was dasselbe ist, den 1lin
element ben t
(1902, 516)

a s t
dischenl Liniengeon~
N l11systemnm (oder,
nienkomplex) a 1l s Raum~
t oo 1 dentisch.”

i
o
T
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Die Ballsche Schraube besteht also aus der Hauptachse eines linearen
Kemplexes, zusammen mit dem Parameter x . Sie 18Bt sich in moderner
Schreibweise durch die sechs Koordinaten, bzw. das Vektorpaar (aikaa)
repradsentieren. Nimmt man die Koordinatenwerte absolut, so entspricht den
Koordinaten (aikaa) entweder eine unendlich kleine Bewegung (eine infini-
tesimale Schraubung oder Geschwindigkeitsverteilung, wie man auch sagt)
oder ein allgemeines Kraftsystem. Die GrdBe a nannte Ball im letzteren Fall
"wrench" und im ersteren “twist". Zwel Schrauben (a;Kaa) und (b;xbb)
heiBen r ez i pr ok, wenn ein "wrench" um die eine Schraube keine
Arbeit bei dem "twist" um die andere Schraube leistet, d.h. wenn

a-(s<bb) + b '(l<aa) = 0 .

Nach Klein ist dies genau dann der Fall, wenn die beiden Schrauben in In-
volution liegen., "In Involution® und ‘“reziprok" sind also dquivalente
Begriffe,

Weiter heiBt nach Ball eine Schraube Haup ttrdgheits-

s ¢hraube bezliglich eines starren Korpers, wenn ein "“wrench"
(hier Impuls) um sie einen momentanen "twist" um diesselbe Schraube be-
wirkt., Ball zeigte, daB es im allgemeinen fir einen starren Kbrper sechs
Haupttrigheitsschrauben gibt.25 Diese sind paarweise reziprok, bilden also
ein System won Kleinschen Fundamentalkomplexen (vgl. Abs. 2.5), bei Ball

die sechs Korreziprokalschzrauben genannt. Dieser Zu=
sammenhang wurde Klein ebenfalls bei seinem Besuch in England 1873 be-

wuBt, nachdem Ball (1873) seine diesbezligliche Theorie dargestellt hatte
{Xlein 1921, 241). v

Eine besondere Rolle spielte bei Ball eine Regelfldche dritten Grades, be-
stehend aus den euklidischen Hauptachsen der linearen Komplexe eines Komp-
lexblischels, das sogenannte Zylindroid (vgl. Abs. IV 4.4). Flr ihn repri-
sentierte das Zylindroid ein eindimensionales lineares System von Schrau-
ben. Die Linearkombination zweier linearer Komplexe liefert einen Komplex,
der zum durch diese Komplexe bestimmten Blischel geh&rt. Seilne Hauptachse
(d.h. die schraube) liegt also auf dem dazugehdrigen zZylindroid. Das Zylin-
droid tritt also gewissermaBen fir die Schraubentheorie an die Stelle des
Krifteparallelogramms in der Theorie der Zusammensetzung von Kriften, die
in einer Ebene liegen; und zwar wird das Zylindroid bedeutsam bei der
konkreten Analyse der Zusammensetzung von Kraften, deren Wirkungslinien
sich nicht schneiden und insbesondere bei der Zusammensetzung beliebiger
Kridftesysteme (Schrauben).

Ball entwickelte seine Theorie der Schrauben im wesentlichen fir alle
Freiheitsgrade eines starren KOrpers, wie auch beim Vorhandensein eines
Potentials. Zur praktischen Handhabung ersann er dabei verschiedenste
elegante geometrische Repridsentationen von Schraubensystemen, d.h. von
linearen Systemen von linearen Komplexen. Ball, der von Beruf eigentlich
Astronom war 26, zeigte sich hier als mindestens ebenso begabter Geometer.
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5. Die Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen im Rahmen
der euklidischen Liniengeometrie

Felix Klein hatte in der Frithzeit seiner Beschiftigung mit der Linien-
geometrie und der Mechanik des starren Kdrpers noch nicht explizit dyna-
mische Fragen behandelt. Erst spdter, eigentlich erst nach der Entwicklung
der nichteuklidischen Kinematik und Dynamik des starren Kdrpers durch
Lindemann {(1874), Heath (1884) und andere, wurde auch die euklidische geo-
metrische Mechanik wieder vermehrt gefdrdert, insbesondere durch Studys
Untersuchungen zur Kinematik (vgl. Abs. VII 3.1). Auch Klein kam wieder auf
diese Gebiete zurlick, etwa in (1902).

Da die Mechanik des starren K8rpers im Rahmen der euklidischen Linien-
geometrie in £ o rma 1l e r Hinsicht manches mit der nichteuklidischen
Fassung der Theorie gemeinsam hat, scll dieselbe in geeigneter Weise hier
kurz skizziert werden. Dies umso mehr, als durch die bis jetzt besprochenen
Entwicklungen alle notwendigen Voraussetzungen vorhanden sind, dieser
Schritt aber in der h i e r vorgebrachten Form in der Literatur kaum zu
finden ist (auBer in stark verallgemeinerter Form bei Mises (1924a) ).

5.1 Die Bewegungsgleichungen des starren Kdrpers im ruhenden Bezugssystem

Im folgenden werden die Bezichungen zwischen einem mit einem starren
Korper verbundenen Bezugssystem K und einem raumfesten Bezugssystem R
betrachtet.

Ein starrer Kdrper vollfithrt nach Chasles (1830) in jedem Augenblick
eine Schraubenbewegung um eine wohlbestimmte Achse. Diese Schraubenbewegung
188t sich darstellen durch eine Rotationsdyname, d.h. durch ein vVektor-
paar (d:a) . 4 sel die momentane Winkelgeschwindigkeit um die
Schraubungsachse und E die momentane Translationsgeschwindigkeit langs
dieger Achse; es gilt also 5 = wd .

Die Absolutdnderung eines Vektors r bezliglich X in R setzt sich
zusammen aus

1. der Relatividnderung beziglich K : ; | ¥

2. der durch X mitgeteilten Bewegung vermdge der momentanen

Schraubenbewegung (d;a) im Punkt r : d xr + a .
Also ist

TR
In dieser Form gilt das Gesetz fiir 0O r t s v e k t o r e n, Flir einen

= rlk + dxr + d .

nicht an einen Punkt gebundenen Vektor v {(freier Vvektor) ist die trans-
lative Verschiebung von K unbedeutend: d = O . Es gilt folglich
ViR = Vi * dxv . (15)

Der starre Kdrper werde aufgefaBt als ein System von Massenpunkten. Dann
gilt fir den Impuls P; und das Moment ﬁi (beziiglich des Koordinaten-
ursprungs von R )} eines Teilchens mit der Masse py  wegen r]K = 0
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Py = Py ry =y (dxry o+ )
P = TyxXPj -
Sei
P = Zpi ’
13 = Zﬁl ’
dann ist das angreifende Kraftsystem (f;'f;) definiert durch
£ = D £ P
- . d.h. - = 1 . (16}
£ = p £ P

Es stellt sich sofort die Frage: Wie sieht die Beziehung zwischen

(£:) und (d;d) aus?
zundchst muf das Verh#ltnis von (p;p) und (d;a) bestimmt werden.
Es gilt
p

]

Zf*i (dxr; + a = L My dxry +§__yia
ax (y pyry) + (Z}Aia) .

Nach Definition ist der S chwe rpunXkt gegeben durch

1 .
s = FZ}"iri , wobei Paz}*i .

il

Damit wird

p = dx pus  + P.d .
Andererseits ist

p = Z ri X pi

=3 pyry % (@xry + A o= Jouyrg ox [@xrg) 4 Y pgrox a .

Es gilt nun Zf"iri x (4 xri) = Id , wobheli I ein symmetrischer Tensor
zwelter Stufe, der sogenannte Trigheitstensor des gegebenen starren Kdrpers
ist.27 Die genaue Gestalt von I hingt von der Massenverteilung ab.
Damit wird nun

}3 = Id + (Z‘}Airi) Kd = Id + HSXd »
Und zusammengefalBt:
p = = Hsxd + }Aa ’
b = Id + usx a .
Definiert man mit s = (84,6,,5;)
o] —63 S, "
s = &3 O -G , und M = M
—GZ Gl C "
so wird
P = - HSd + pa
P = Id  + psd



oder
P -5 M 4
(§ [ T us (a . (17)
Die Bewegungsgleichungen im ruhenden System sind jetzt wegen (16)
einfach .
£ _ -us M a
f) = ( I ps (5 . (18)

Gleichung (18) stellt die bereits von Klein (1871b, 233) postulierte
lineare Verwandtschaft im Komplexraum dar, induziert durch die dynamischen
Eigenschaften des starren Korpers (vgl. Abs. 2.6 und 3.1). Denn offenbar
ist durch (18) jedem Kraftsystem (£1F) eindeutig eine Beschleunigungs-
dyname (é:é) zugeordnet und umgekehrt - dasselbe gilt fiir die zugrunde-
liegenden linearen Komplexe.

5.2 Die RBewegungsgleichungen des starren Kdrpers im mitbewegten Bezugs-
system

Zur Ableitung der Bewegungsgleichungen im mitbewegtem Bezugssystem muf
man mit Hilfe der Beziehung (15) die Vektoren p und P transformieren:

£ = le = piK + dxp ,
£ = Blg = Pjg + 4xb .
Da im folgenden alles in Bezug auf K betrachtet wird, werden die Subs-
kripte wieder weggelassen. Dann ergibt sich mit 4 = (031.02.03) und
0 -0y W,
D Q3 o} -wl
-wz wl O
die Beziehung
£ (p . [D O p
£] \P 0 D o :

Zusammen mit (17) wird die allgemeinste Bewegungsgleichung schlieBlich

zZu *
(f (*ys M a D 0O -pS M d)
— = - + .
£ I us 4d 0 D I pS d
d.h. .
£ - -
Bl_ [-ps m (9 . [-wDS DM f) 19)
£ I usS d DI DS d :
Bezieht man die Bewegung auf den Schwerpunkt, so wird s = 0 und
s = 0 , also
-0 o [
p| " |z o) a
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- ° M) a (O i (‘}] (20)
£ I © d DI © d

oder - .
£ = Md + (DM) @ = pd + pd xd

1]

f = 1d + (OI) 4 Id + 4 % (1d)

Analyse von £f =

Hh
i

I;IR = }A(él+ dxd) .

Ty sei ein Punkt im Schwerpunktsystem. Bezogen auf ihn hat die Drehung

(d;d) die Darstellung (@;4 + dx ry) . Damit wird

£ o= u( (@ + dxro)'+ ax(@ + axry) )
= p(5+ axr0+ dxi—o + dxd +dx@xry ) .
Nun gilt aber a = .ro . Denn es ist ja p = pd, wobei p definiert
ist als p = ?:pi , also gilt flr jedes i p; = pyd = oy
folglich 4 = r, - Damit wird
£ = H(ro + dxro + derO + dx(dxro) ). (21)
Speziell flr eine konstante D re hung , d = 0 , wird
£ = (Y, + 2dxr + dx{axr.) )
o} 0 . Q;
Coriolis- Zentrifugal-
Beschleunigung
Analyse von S
f = ;'>|R = Id + (pI)d .

Da I symmetrisch ist, ist I diagonalisierbar, folglich gilt

fl Il w; o} —w3 cu2 Il“l
£, = | I, w, + w3 0 -y I,uw, . (22)
5 Iz ws oy @y 0 I;0,

Dies sind aber die Eul erschen Gleichungen :

£, 0= Iy + (I3-I) w, wy

£, = Iy + (I;=Iy) w

£5 = Igoy + (T wy @,
Im krdftefreien Fall, fl =f, = :‘:'3 = 0 , erhdlt man durch Multi-
plikation dieser drei Gleichungen je nacheinander mit Wy Wor Wq, und

nachfolgender addition
Il wlwl + 12 w2w2 + 13 w3w3

und schlieBlich Integration nach der Zeit, ein erstes Integral der Be-
wegung :



2 2 2
(Ilwl + Iy, +  Iyu, )

= = T .
3 2 3

Dies ist die Energleerhaltungsgledichung fir die
Bewegung eines freien starren Kdrpers um den Schwerpunkt (vgl. Abs. 5.3).

5.3 Formeln flr Arbeit und Energie
Die momentane Leistung fir einen Punkt r, des starren Kdrpers, mit der
Geschwindigkelt ii und der angreifenden Kraft fi , 1lst definiert durch
f. ry -

Ist der momentane Geschwindigkeitszustand des starren Kdrpers gegeben durch

das Vektorpaar (4;d) , so gilt fiIR rig * d»r;, . Nun ist aber,
wie bereits im letzten Abschnitt gezeigt wurde, }ilK = d . also wird die
Leistung gleich

£, (& + dxr,) = £ood + £, . (@xr,) .
Das rechts stehende Spatprodukt 188t sich umformen in 4 v(rix fi) und mit
f =ryxf;, wird dle Leistung im Punkt i gleich

fi.d + fi'd .
Summiert man iber alle i und setzt (f;f) = (E:fiiz:fi) fiir das an-

greifende Kriftesystem, so wird schlieBlich die momen t an e
Gesamtledis tung fiir den starren Korper gleich

£+ + £ea . (23)
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Betrachtet man (3;d) als infinitesimale Verriickundg,

so stellt (23) die flir dlese Verriickung geleistete A r b e i t dar.

Die X inetische Energie T, eines Teilchens i des

starren Korpers mit der Masse My und dem Orisvektor Ty im System R
ist gegeb?n durch 27, = py (i‘i)2 . Dabei gilt (Abs. 5.1)
Lilr = Filx * d + dxr; . Wegen Cilg * O wird damit

2Ty = pi<5 + d.xri)2 = Hiéz + 2yia-(d.xri) + (dxri)2 .
Nach Voraussetzung ist 5 = kd, also ist a’<d = 0 und die totale

kinetische Energie T des starren Korpers wird schlieflich
Zpidz + Zfdi (dxr;)+ (@xry)
wa? ¢ Tpg (o x @xr))
2
Ma< + a.( y pyry x (@ xry))

pa? + d.(a) ,

27T

i

it

wobeli I der TrHgheitstensor ist. Bezieht man I auf die Haupttrdgheits-
achsen, und sieht von der kinetischen Energie des Schwerpunktes, ZTS =
rAd2 . ab, so wird die kinetische Energie der Drehbewegung des starren
Korpers gleich 1 2 2 2

5 (T3097 + Iyw,” + Ijwg ) (24)

-
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Kapitel VI

Nichteuklidische Liniengeometrie und die Grundbegriffe der nicht-
euklidischen Kinematik und Statik

1. Zur Entwicklung und Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie
in Deutschland durch Felix Klein

1.1 Die Geburt der nichteuklidischen Geometrie

Die durch N.I. Lobadevskij (1793-1856) und J. Bolyai (1802-1860) ins
Leben gerufene, durch C.F. Gauss (1777-1855) im Stillen entdetkte
{hyperbolische) nichteuklidische Geometrie rief zunichst kein grofles Echo
hervor.1 Erst die Vertffentlichung des Briefwechsels von Gauss und H.Ch.
Schumacher (1780-1850) in den Jahren 1860-63 brachte die Entwicklung ins
Rollen, Es folgten kurz darauf Ubersetzungen der Schriften von Bolyai
und Lobaéevskij ins Franz®sische und Italienische.

Die weitere Entwicklung der nichteuklidischen Geometrie spielte sich
zundchst relativ unabhdngig im Rahmen zweier mathematischer Gebiete ab.
Das eine war die sogenannte neuere cder projektive Geometrie, innerhalb
welcher A.Cayley (1821-1895) und F.Klein (1849-1925) den Zusammenhang zur
nichteuklidischen Geometrie herstellten (Abs. 1.2). Diese Entwicklungs-
richtung wurde vor allem in Deutschland und England verfolgt und hatte
einen weitreichenden EinfluB auf die Algebra, insbesondere auf die Ent-
wicklung hyperkomplexer Zahlensysteme (Kap.VII).

Einen Impuls in ganz anderer Richtung, innerhalb des differential-
geometrischen Rahmens, gabp B.Riemann (1826~1866) mit seinem Habilitations-
vortrag von 1854, der allerdings erst (1867) verdffentlicht wurde. Be-
reits sein epochemachender Ansatz ging andere Wege als die hier zu be~
sprechende nichteuklidische Geometrie und Mechanik, indem er von
einer 1 o kalen MaBbestimmung ausging und diese zum physikalischen
Raum hypothetisch in Verbindung setzte. - Fir die nichteuklidische Geo-
metrie von Bedeutung ist vor allem seine erste Erwihnung eines (spidter
elliptisch genannten) Raumes konstanter p o s i t i v e r Krimmung,
neben demjenigen von Loba¥evskij und Bolyai, der, wie Klein (1871c)
spater bemerkte, eine konstante negative Krimmung hat.2

Riemanns Habilitationsvortrag wirkte zundchst, was die nichteuklidische
Geometrie angeht, besonders auf die italienischen Mathematiker, Es sei
nur erinnert an die fundamentale Arbeit E.Beltramis (1835-~1900) zur Theo-
rie der Rdume konstanter Krimmung (1868b) und der sich daran anschlieBenden
Arbeiten der italienischen differentialgeometrischen Schule {(Abs. VII 2).

1.2 Die Cayley-Kleinsche MaBbestimmung
1.2.1 Cayleys projektive MaBbestimmung

Ohne Kenntnis der nichteuklidischen Geometrie entwickelte Cayley in
"aA Sixth Memoir upon Quantics" (1859) eine Mafbestimmung auf rein projek-
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tive Weise, Sein Ausgangspunkt war zundchst ein rein algebraischer. Die
Arbeit (1859) ist die sechste in einer Serie von Arbeiten iber "Quantics";
darunter versteht Cayley "“the entire subject of rational and integral
functions and of the equations and loci to which these give rise." (1854,
221) Die geometrische Interpretation rationaler Funktionen erwdhnteCay-
ley in der die Serie ertffnenden Abhandlung (1854} nur beil&dufig; inter-
essant ist aber sein allgemeiner Standpunkt:

"I consider that there is an ideal space of any number of
dimensicons. ... An eguation or system of equations repre-
sents, or is represented by a locus. ... the entire series
of peints, the coordinates if which satisfy the equation or
system of equations, constitutes the locus." (1854, 222)

Die beriihmte Arbeit (1859) widmet sich nun ganz den geometrischen An-
wendungen der vorangegangenen algebraischen Untersuchungen in der Geometrie
der geraden Linie und der Ebene. Sie sind aber tatsdchlich wvon der Dimension

unabhdngig.

Bel der Diskussion der MaBbestimmung in der Ebene ging Cayley von einem
Kegelschnitt mit der Gleichung ()(x,x) ==Z§ikxixk = 0 , den er "Abso-
lute" nannte, aus, und definierte als Distanz der Punkte x = (xl,xz,x3)
und 'y = {yy,v,,y5) die Grige

0 {x, x)
arccos

v O (x, x) Q(y,y)’

Natirlich Ubertrigt sich diese Formel in entsprechender Weise auf den Winkel
zweler Geraden in Geradenkoordinaten {in der Ebene).

Indem Cayley die Form der Gleichung der "Absolute" auf x12 + x22 + x32
= O sgpezialisierte, fand er die euklidischen Distanz- und winkelformeln:

"In ordinary plane geometry, the Absolute degenerates -into a
pair of points, viz. the points of intersection of the line
infinity with any evanescent circle, or what is the same thing,
the Absolute is the two circular points at infinity."

(1859, 592)

Diese beiden konjugiert imagindren Punkte wurden damals die (imagindren)
Kreispunkte der EDbene genannt. Das entsprechende Ge-
bilde im euklidischen Raum ist ein imaginérer Kegeischnitt, der damals
so genannte (imagindZre) Kuge l kr e i s (abs. 1.2.2).

Cayley war sich iber das Verhdltnis von projektiver und metrischer Geome-
trie wohl bewuBt:

"*... the metrical properties of a figure are not the properties
of the figure considered p e r s e apart from everything else,
but its properties when considered in connexion with ancther
figure, viz. the conic termed the Absolute. ...we pass out of ...
(pure descriptive geometry ] into metrical geometry by fixing
upon a conic of the figure as a standard reference and calling
it the Absolute. Metrical geometry is thus a part of descriptive
geometry, and descriptive geometry is a 1 1 geometry, and
reciprocally." {1859, 592)

wie aus dem letzten Teil dieses Satzes hervorgeht, nahm fir Cayley die
deskriptive, d.h. die projektive Geometrie eine ganz besondere Stellung ein.
Dieses Urteil des berlihmten englischen Mathematikers war entscheidend flr
die intensive und anhaltende Pflege der projektiven und nichteuklidischen
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Geometrie in England (vgl. Abs. VII 1.l und 1.3.1). Der EinfluB Cayleys
reichte sogar bis zu B. Russels erster Schrift "An Essay on the Foundations
of Geometry" (1897), in welcher noch (nach Riemann (1867) !) der pro=-
jektive Raum als GefdB aller mdglichen physikalischen Theorien aufgefasst
wurde.

1.2.2 projektive MaBbestimmung und nichteuklidische Geometrie

Zur Fertigstellung der Herausgabe von Pllickers "Neuer Geometrie .,.."
(1868/69) ging Klein 1868 nach @dttingen zu Clebsch und lernte dort
Riemanns Arbeiten kennen.3 Noch im selben Jahr fuhr er nach Berlin, wurde
mit Sophus Lie (1842-1899) bekannt, mit dem ihn bald eine tiefere Freund-
schaft verband. von Otto Stolz (1842-1905) erfuhr Klein zum ersten Mal von
der nichteuklidischen Geometrie "und erfasste damals gleich den Gedanken,
daB diese mit Cayleys allgemeiner Mafbestimmung auf das engste zusammen-
hidngen miisse." {(Klein 1921, 50) K.Weierstrass (1815-1897), bei dem Klein in
einem Seminar ven seinen diesbezliglichen Ideen berichtete, lehnte einen
solchen Zusammenhang ohne grofen Kommentar ab {Klein 1921, 51).

Nach einem kurzen Aufenthalt in Paris, zusammen mit S. Lie, wo Klein
den neuesten Stand der Gruppentheorie kennenlernte, kehrte er Anfang 1871
nach Gottingen zurlick, wo er sich habilitierte.

"Ich erhielt dann einen neuen wesentlichen Impuls dadurch, daB
Q.Stolz fir das Sommersemester 1871 nach Gottingen kam, Die
Ideen iber den Zusammenhang der Nicht-Euklidischen Geometrie
mit der Cayleyschen MaBbestimmung, die sich seit meiner Berliner
Zeit bereits einigermaBen weitergebildet hatten, traten in den
Vordergrund, und es gelang mir, Stolz nicht nur von ihrer
Richtigkeit zu iberzeugen, sondern auf Grund der Ansdtze v,
Staudts zu einer unabhiangigen projektiven Begriindung der Ge-
samttheorie vorzudringen. ... Mein Interesse war schon von
meiner Bonner Zeit her darauf gerichtet, im widerstreite der
sich befehdenden mathematischen Schulen das gegenseitige Ver-
hdltnis der nebeneinander herlaufenden, Huferlich einander un-
dhnlichen und doch ihrem Wesen nach verwandten Arbeitsrichtungen
zu verstehen und ihre Gegensdtze durch eine einheitliche Ge-
samtauffassung zu umspannen. ... S0 ist im November 1871 der
Grundgedanke meines im Oktober 1872 ausgearbeiteten Erlanger
Programms [(1872b)] entstanden.” {{Kiein 1921, 51£f)

In seinen Aufsitzen "Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie"
(1871c,d) stellte Klein nun konkret den Zusammenhang zwischen der Cay-
leyschen MaBbestimmung und den nichteuklidischen Geometrien von Bolyai,
Lobadevskij, Gauss und Riemann her. Sein methodisches Vorgehen unterschied
sich allerdings grundsitzlich von demjenigen Cayleys., Klein ging immer
vom Geometrisch-Anschaulichen aus, wshrend Cayley die projektiven MaBbe-~
stimmungen im Rahmen seiner algebrailschen Theorde der "Quantics" disku-
tierte.

Die in (187l¢) skizzierten Gedanken werden in (1871d) ausfilhrlich
dargestellt. - Kleins Uberlegungen sollen gleich innerhalb des projek-
tiven R a um e s vorgefilhrt werden., Als fundamentale Fliache, die
"Absolute" Cayleys, sei eine nichtausgeartete Fliche zweiten Grades im
projektiven Raum gegeben, etwa durch die Gleichung

Q%) = Yasxx = 0.
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"Zwel gegebene Raumpunkte bestimmen durch den Durchschnitt
ihrer Verbindungslinie mit der Fliche zwei Punkte der letzteren.
Die beiden gegebenen Punkte haben zu diesen beiden ein ge-~

N

wisses Doppelverhdltnis, und der mit einer wil1l-

kdirliechen Konstanten ...mul¢tipli-~
2 erte Logarithmus des Doppelver-
hdltnisses s0ll die Entfernung der
beiden gegebenen Punkte genannt
werden . aAnalog, wenn zwei Ebenen gegeben sind, so lassen
sich durch die Durchschnittslinie derselben zwei Tangentialebenen
an die Fundamentalfl&che legen. Dieselben bestimmen mit den bei-
den gegebenen Ebenen ein gewisses Doppelverhdltnis. |
Der mit einer wilillkiUrlich zu wdhlen-
den Konstanten...multiplizierte
Logarithmus dleses Doppelverhidlt-
nisses 1st es,den wir als Winkel der
beiden gegebenen Ebenen bezedilichnen."
(1871c, 248)

sind y = (yl,yz,y3,y4) und z = (21,22,23,24) die beiden gegebe-

nen Punkte, so ist ihre Verbindungsgerade gleich px = vy + Az . Schneidet

man diese mit der Fundamentalfliche, so erhdlt man folgende quadratische
Gleichung fir A :
QO + M,y +A2) = Qlyy) + 2AQ@z + ANQz2) = o .

Der Quotient der beiden Ldsungen Al, A ist gleich dem gesuchten

2I
Doppelverhéltnis.4 Also wird mit dem komplexwertigen Faktor & der Ab-
stand & der Punkte vy, z gleich

A Q(y,z) + »/Ef(y,z) - Qlyv.y) Lz, 2)
3(y,z) = gln — = ¢1ln .
A 2 N
2 Qly,2) - JOv.2) - Qly.y)  Qlz,2)
Mit Hilfe der Identitdt
a + 1
Ina = 2i arccos ——————
2ya
148t sich dies umformen in
Q(y,z)
8(y,z) = 2ig arccos .

SOy, y) Qlz,z)
Die Gleichung von () in Ebenenkoordinaten Ul'UZ’UB'U4 ist gegeben durch
1
Q. = Yajuu = o,
wobei Agy das algebraische Komplement der Matrix (aik) bezligiich

a5k bedeutet. Der winkel 2weier Ehenen V,W wird mit dem komplexwertigen
Faktor ¢' dann gleich

Q(v, w)
2i &' arccos m
JQW, ) QW W) :

Aus Symmetriegrinden setzt man etwa & = g' = =i/2,

Die distanz- und winkelerhaltenden Transformationen sind diejenigen
linearen Transformationen (genauer: Projektivititen), die die Fundamental-
£fl4dche invariant lassen. Solche lassen nidmlich das Doppelverhdltnis in-
variant und fithren Punkte der Fundamentalfldche in ebensolche iiber.

wihlt man die Fundamentalfliche imagindr (nullteilig), so ergibt sich
die el liptische Geometrie, wdhlt man sie reell und
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oval und betrachtet nur die Punkte im Inneren, so erhdlt man die hy per b o-
lische Geometrie. Klein zeigte, da der so mit einer Metrik
versehene projektive Raum im ersten Fall konstante positive und im zweiten
Fall konstante negative Kriimmung hat.5

wird als fundamentale Fldche ein imagindrer Kegelschnitt in der unend-
lich fernen Ebene (imagindrer Kugelkreis) genommen, so erhdlt man genau die
euklidische Geome trie . Die entsprechenden Distanz- und
Winkelformeln lassen sich durch einen Grenzilbergang aus den allgemeinen
Formeln gewinnen.5

Auf die von der euklidischen Geometrie unabhingige Begriindung der pro-
jektiven Geometrie, insbesondere der projektiven Mafbestimmungen, Xkam
Klein in allen seinen Abhandlungen zur nichteuklidischen Geometrie immer
wieder zurilick - ein Punkt, der ihm offenbar sehr am Herzen lag. LEBt sich
auch die reine projektive Geometrie konsegquent synthetisch ohne Verwendung
eines MaBbegriffes aufbauen, so mufl man doch fir die Einfilhrung einer pro-
jektiven MaBbestimmung Koordinaten, oder besser, Doppelverhdltnisse zu
Hilfe nehmen. Letztere werden gelegentlich metrisch definiert und da-
durch die ganze projektive MaBbestimmung auf eine euklidisch-metrische
Grundlage gestellt. Klein wies nun mit Nachdruck wiederholt auf die im An-
schluf an von Staudt ohne metrische Begriffe durchfihrbare projektive Defi-
nition des Doppelverhdltnisses hin, die letztlich einer Einfihrung pro-
jektiver Koordinaten gleichkommt.6 Er fihrte aber seine Uberlegungen nicht
bis in alle Einzelheiten aus und wurde deshalb oft miBverstanden und in
dieser Hinsicht abgelehnt ({vgl. Abs. VII 1.2.2).
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2. Das Erlanger Programm und das Aufkommen des modernen Mannigfaltig-
keitsbegriffs

2.1 Das Erlanger Programm von Felix Klein

In der Anfang Juni 1872 abgeschlossenen, aber erst 1873 gedruckten Ar-
beit (1873) brachte Klein bereits den Grundgedanken des Erlanger Pro-
gramms vor. Ausgehend von der Definition einer Mannigfaltigkeit beliebig
vieler Dimensionen -« bei Klein im wesentlichen identisch mit dem n-dimen-
sionalen projektiven Raum - entwickelte er die Idee, die verschiedenen
"Geometrien" durch die zugehdrige Transformationsgruppe zu charakterisieren.
Die an dleser Stelle nur angedeuteten, und sich nur auf lineare
Transformationen beziehenden Ausfilhrungen wurden in dem beriihmten
Erlanger Programm: "Vergleichende Betrachtungen iber neuere
geometrische Forschungen" (1872b) verallgemeinert und prézisiert. (wichtige.
Vorarbeiten sind auBerdem (1871a,b) und (1872a) ).

"Als Verallgemeinerung der Geometrie entsteht so das folgende
unfassende Problem: Es ist eine Mannigfaltigkeit und in der-
selben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angeh&rigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigen-
schaften untersuchen, die durch die Trandéformationen der
Gruppe nicht gedndert werden." (Klein 1872b, 463)

Es ist leicht zu sehen, wie sich in diese allgemeine Erkldrung des Be-
griffs der Geometrie die projektiven Modelle der nichteuklidischen Geo-
metrien einordnen. Zundchst ist die n-dimenaionale projektive Geometrie
charakterisiert durch die Gruppe der linearen Transformationen auf dem
R n+l und dann die nichteuklidischen Geometrien durch diejenigen Unter-
gruppen, die eine Flache zweiten Grades invariant lassen.

Das Erlanger Programm war von weitreichendem EinflufBl und historischer
Tragweite.7 Seine Entstehung ist ohne Kleins intensive Auseinandersetzung
mit der projektiven Geometrie und den nichteuklidischen Geometrien sowie mit
der Liniengeometrie nicht denkbar. Von fundamentaler Bedeutung war ebenso die
im aAnschluB8 an Riemanns Ideen erfolgte Erweiterung des Gesichtspunktes auf
die Betrachtung von Mannigfaltigkeiten von n Dimensionen, Sie machte den
wWeg frei flir das Studium viel allgemeinerer (topologischer) Mannigfaltig-

keiten, an dem Klein noch selbst grofen anteil hatte.8

2.2 Nichteuklidische Geometrie, n-dimensionale Geometrie und der
Begriff der Mannigfaltigkeit

In rein formaler Weise fihrten bereits J.L. Lagrange (1736-1813),
A.L. Cauchy (1789~1857) und C.F. Gauss (1777-1855) eine geometrische Sprech-
weise flir die Untersuchung von Funktionen- und Variablen-Systemen
htherer Dimensionen ein.9 Von einer systematischen Begriindung konnte aber
noch keine Rede sein. In der projektiven Geometrie lag die Verallge-
meinerung iber drei Dimensionen hinaus von der algebraischen Behandlung
her sehr nahe. Es war denn auch J.Pliicker (1801-1868) mit seiner Linien=-
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geometrie, dem der erste systematische Durchbruch in die vierte Dimension
gelang -~ wenn er auch selbst die Untersuchung beliebiger n-dimensicnaler
Punktrdume als “"metaphysisch" ablehnte (abs. IV 1.3) . A.Cayley (1821-1895)
gewann ebenfalls durch die Betrachtung von geometrischen Systemen (z.B.
ebene Kurven m-ter Ordnung) mit mehr als drei freien Variablen hoher di-
mensionale projektive Rdume, Nach der grundlegenden Vorarbeit (1843) ge-
lang ihm (1870) eine prinzipielle Begriindung der n-dimensionalen pro-
jektiven Geometrie. Diese Arbeit war ein Resultat der englischen Schule, verw
treten durch J.J.Sylvester (1814-1897), G.Salmon (1819-1904) und Cayley,
in welcher sich die abstrakte mit der konstruktiven Tendenz gliicklich ver-
band. ((Scholz 1980, 234)'°

F.Klein (1849~1925), beeinflusst durch Riemanns Habilitationsvortrag
(1867), sowie vor allem durch Pllckers Liniengeometrie, wie iberhaupt
durch die projektive Geometrie, konnte sein Erlanger Programm (1872b) schon
auf dem Hintergrund der n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit
vorstellen.- In Italien waren hinsichtlich der n-dimensionalen projek-
tiven Geometrie die Arbeiten (1874), (1877a) von E.d' Ovidio (1843-1933)
und (1882) von G, Veronese (1854-~1917) bahnbrechend, erstere standen im
engsten Zusammenhang mit den im Anschluf an Klein erfolgten Arbeiten zur
nichteuklidischen Liniengeometrie (vgl, Abs, VII 2,1.2).

Einen Impuls in anderer Richtung gab H. Helmholtz (1821-1894) mit seinen
Beitrdgen (1868a,b), (1870) zu den Grundlagen der Geometrie., Bel seinen
analytischen Untersuchungen spielte die infinitesimale
Bewegldichkelil+t eines starren Kdrpers eine wesentliche Rolle,
er verwendete diese geradezu zur Definition des physikalischen Raumes.

Die sich daran anschlieBenden Untersuchungen sind unter dem Namen Riemann-

Helmholtz-~Liesches Raumproblem 11

bekannt geworden und gehen in eine ganz
andere Richtung als die geometrische Mechanik des starren Kdrpers im hier
gemeinten Sinne.

Sich mehr an ein allgemeines Publikum richtend, trugen die Arbeiten
Helmholtz' wesentlich zur Diskussion um die Probleme der nichteuklidischen
Geometrie und der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten in einer breiteren
Offentlichkeit bei. Bei ihm ist auch der Ursprung der Auselnandersetzungen
dieser neuen mathematischen Begriffe mit den philosophischen ansich-
ten I.Kants (1724-1804) zu suchen. Helmholtz wandte sich explizit gegen
die Kantsche Auffassung des (euklidischen) Raumes als apriorische Form
der Anschauung und setzte seine empirische Erkenntnistheorie der Raum-

struktur dagegen.12

2.3 Bemerkungen zur BewuBtseinsgeschichte

Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, ging die wiederentdeckung und
Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie ganz parallel und in enger
personeller sowle inhaltlicher Verbindung mit der konsegquenten Herausar-
beitung des Begriffs des n-dimensionalen projektiven Raumes. Dies ist be-
wuBtseinsgeschichtlich eine bedeutende Tatsache.13 Sobald die Entdeckung
der nichteuklidischen Geometrie auf einen nicht mit unserem Anschaunungs-
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raum identischen, aber exakt denkmdglichen nichteuklidischen Raum ge-
fihrt hatte, l8sten sich auch die Schranken, die die Dreidimensionalitét
des gewthnlichen Raumes setzte: man nahm nun n-dimensionale Punktrdume
formal genau so ernst wie die schon bekannten anschaulichen Raume
hoherer Dimensionen, wie etwa den vierdimensionalen Linienraum. Hatte sich
das BewufBltsein der Mathematiker einmal an e i n e r Stelle vom eukliw
dischen Anschauungsraum geldst, so waren den Denmdglichkeiten kaum mehr
Grenzen zu setzen.l4 Die rasche Weiterentwicklung der Mannigfaltigkeits-
theorie sowie die Entstehung der Topologie bestdtigen dies zur Geniige,

In den Rahmen der Sprengung dieser BewuBtseinsschranken in der Mathe-
matik, d.h. der Losl8sung von der sinnlichen Anschauung zugunsten einer
rein begrifflichen Durchdringung, gehdrt auch ein zentrales Motiv des
Gegenstandes der vorliegenden Arbeit: die Erweiterung der geometrischen
Mechanik in eine nichteuklidische Mechanik d e s
starren KOoriper s. Es handelte sich hier um die erste konkrete
Anwendung des neuen Gebietes der nichteuklidischen Geometrie auf eine
klassische Disziplin der Physik. Die dadurch erschlossenen tiberraschenden
Denkmdglichkeiten konnten nicht ohne Folgen bleiben.

Die Rezeption der revolutionidren Auffassungen Riemanns gur mathematischen
Struktur des physikalischen Raumes kamen erst so richtig n a ¢ h der
Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie durch Felix Klein u.a. in
Gang. Im weiteren sind die spiter aufgekommenen Geometrisierungen des
physikalischen Phasen- und Konfigurationsraumes ohne die genannten Ent-
wicklungen zur Erweiterung des Begriffs der Geometrie nicht denkbar. Ja,
letztlich verursachten die Auseinandersetzungen um die nichteuklidische
Geometrie wesentlich die Entstehung der modernen abstrakten Auffassung
der Mathematik {{Coolidge 1940, 87).

Die Entdeckung und Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie war
e 1 n Aspekt im Rahmen einer BewuBtseinsentwicklung, die in den
siebziger Jahren des 19.Jh., ausgehend von der Mathematik, auf die ganze
Kultur ibergriff und in deren Konsequenzen wir noch heute darinnen-
stehen. Eine Veranlassung dazu bildete die nichteuklidische Geometrie.
Etwas spdter kamen weitere Entwicklungsstrdme hinzu, die fir alles fol-
gende entscheidend wurdeni

1. Die Begriindung der Mengenlehre durch Georg Cantor (1845-1918},

die endlich Licht in die Abgrlinde des Begriffs der Unendlichkeit
brachte und begriffliche Klarheit in mathematische Bereiche
trug, die sich der Anschauung vollkommen entzogen.

2. Die Entstehung der axiomatischen Methode, sowie

3. die Herausarbeitung der mathematischen Logik als eigene
Disziplin der Grundlagenforschung,



125

3. Geometrische Grundbegriffe der Mechanik des starren Kdrpers
in R&umen mit projektiver MaBbestimmung:
Ferdinand Lindemann

3.1 Zur Entstehung der Dissertation Lindemanns

Die Ubersiedlung Kleins nach Erlangen Ende 1872 brachte mit dem Tod

von Clebsch im November ganz neue Aufgaben an ihn heran:

"Ich hatte zundchst dafilir zu sorgen, daB Lindemann, der bald

nach Erlangen kam, die Ausarbeitung von Clebschs Vorlesungen

iber die Geometrie Ubernehmen konnte..." {Klein 1921, 412))
So wurde Lindemann in der ersten Zeit Kleins engster Mitarbeiter in Er-
langen und zugleich sein zweiter Doktorand., Klein regte ihn an, die Grund-
begriffe der Mechanik im Rahmen der projektiven Geometrie zu untersuchen.,
Lindemann ergriff diese Aufgabe mit Begeisterung, geschult durch Clebschs
geometrische Intuition und elegante algebraische Behandlungsweise, sowie
in der anregendsten Weise mit Klein in Verbindung stehend, schuf Lindemann
ein Werk, das die Grundlage fiir alle spiteren tiefergehenden geometrischen
Untersuchungen zur nichteuklidischen Mechanik des starren Kdrpers werden
sollte, )

bas 2iel der Dissertation Lindemanns war, die bel den Untersuchungen von

Poinsot, M8bius und Chasles aufgrund des undualistischen Charakters der
euklidischen MaBbestimmung aufgetretenen Asymmetrien in den Grundbegriffen
der Mechanik des starren Kdrpers durch eine konsequente projektive Be-
handlung in ein neues Licht zu stellen., In der euklidischen Geometrie haben
ndmlich die Distanz- und Winkelmessungen durchaus nicht denselben Charak-
ter: der Vollwinkel hat einen endlichen Wert, widhrend die Gerade in ihrer
gesamten Ausdehnung keine endliche L&nge hat. Bei den nichtausgearteten
projektiven MaBbestimmungen ist dies anders, hier verhalten sich Distanzen
und Winkel v8llig gleich, d.h. dualistisch. Der tiefere Grund dieser Ver-
hdltnisse ist darin zu suchen, daB der euklidischen Geometrie ein in der
unendlich fernen Ebene liegender imaginirer Kegelschnitt (imagindrer Kugel-
kreis) als absolutes oder fundamentales Gebilde zugrunde liegt. Dadurch wird die
metrische Geometrie in einem Punkte bestimmt durch den von ihm an diesen
Kegelschnitt gelegten imagindren Kegel zweiter Ordnung, wihrend die metri-
sche Geometrie der Ebene allein durch die zwei imagindren Schnittpunkte
(imagindre Kreispunkte) mit diesem charakterisiert ist.

*,.. und dieser Auszeichnung der metrischen Geometrie im Punkte
steht die Tatsache zur Seite, daB wir an ihn, als erzeugendes
Element, unsere mechanischen Vorstellungen vorwiegend zu
knipfen pflegen. Man kann aber eine allgemeinere MaBbestimmung
concipieren, bei welcher das Gesetz der Dualitdt vollkommen
gewahrt bleibt, und es hat ... wohl ein gewisses Interesse, die
Gestaltung der mechanischen Gesetze unter einer solchen Voraus-
setzung zu betrachten. ... Es treten dann Punkt und Ebene ein-
ander auch in metrischer Beziehung vollkommen gleichmdnig als
elementare GrdfRen gegeniiber, und somit lehnt sich die ganze
Darstellung auf das Engste an die projectivische Geometrie an."
(Lindemann 1874, 57f)
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Die differentialgeometrischen und analytischen Untersuchungen von Belt-
rami, Riemann und Lipschitz nebenbei erwdhnend, grenzte Lindemann sein
eigenes Vorgehen klar dagegen ab:

"Wahrend die erwdhnten Untersuchungen sich auf die allge-
meinsten Probleme der Mechanik beziehen, und soweit sie
kinematischer Natur sind, die allgemeinste endliche Bewegung
eines Systems behandeln, ist es vielmehr der Zweck der vor-
liegenden Arbeit, die ersten Grundlagen einer projecti-
vigchen Auffassung der Mechanik zu geben; sie beschridnken
sich deshalb darauf, unter den angeflihrten Voraussetzungen
die Theorie der unendlich kleinen Bewegungen eines freien,
unverdnderlichen Systems und die der Krdafte, welche in einem
solchen angreifen, vom rein projectivischen Standpunkte aus
zu entwickeln," (1874, 61)

Das genaue Studium der Gesetze der Zusammensetzuhng unendlich kleiner
Bewegungen zusammen mit der Analogie zwischen diesen Gesetzen und den-
jenigen bei den Krdften, gab die Grundlagen fiir die Gesetze der Zusammen-
setzung der Krdafte bei allgemeiner projektiver MaBbestimmung.

"Fiir alle diese Untersuchungen ist die zweifache Form charakteri-
stisch, in der es erlaubt ist, alle Gesetze und Relationen aus-
zusprechen, was eben in der vollkommenen dualistischen MaB-
bestimmung fir die Geometrie im Punkte und in einer Ebene seinen
Grund hat." (1874, 61)
Es soll gleich hier angemerkt werden, dafl es Lindemann in keiner Weise
darum ging, der projektiven Verallgemeinerung der mechanischen Grundbe-
griffe einen Realitdtsbezug zuzuweisen:

"...mir erscheint der Werth derartiger Verallgemeinerung als ein
rein mathematischer ..., daB mir daher in den folgenden Unter-
suchungen alle jene philosophischen Speculationen fern lieagen,
welche man in Betreff unserer Raumanschauung daran knlpfen
kdnnte." (1874, 60, anm, *#**))

BeeinfluBt durch Felix Klein ging es Lindemann offenbar darum, mit Hilfe
der projektiven Geometrie eine Einsicht in die verwickelte Struktur der
geometrischen Grundbegriffe der Mechanik des starren Kdrpers zu gewinnen,
um von daher die besonderen Verhdltnisse, die man in der euklidischen
Mechanik veorfindet, besser verstehen zu kdnnen.

In den folgenden Abschnitten 3.2 bis 3.7 werden die wichtigsten Resul-
tate der Lindemannschen Arbeit (1874) in nur wenig verdnderter Schreib-
weise skizziert und analysiert, Diese ausfilhrlichen Betrachtungen recht-
fertigen sich durch die markante Bedeutung, sowie den weitreichenden Ein-
fluB dieser Abhandlung auf die Weiterentwicklung der nichteuklidischen

Geometrie und Mechanik.

3.2 Nichteuklidische Bewegungen

Bel einer nichteuklidischen Bewegung, d.h.einer linearen Transfor-
mation einer Fldche zweiten Grades in sich,gibt es im allgemeinen ein
invariantes Tetraeder, das man sich etwa wie folgt konstruiert denken
kann: Jede nichtausgeartete Fliche zwelten Grades besitzt zwel reelle oder
komplexe Scharen von Erzeugenden, die bei einer Bewegung in sich transformiert
werden (andernfalls werden sie vertauscht und es handelt sich nicht
um eine e i gentliche Bewegungls). Daher bleiben in diesen beiden
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Scharen im allgemeinen je zwel Erzeugende fest; sie bestimmen durch ihre
vier schnittpunkte die Ecken jenes Tetraeders. Beziiglich eines solchen
hat dann die Flache die Gleichung16

KXy ot KXy o= o . (1)
X120, x,=0 Dabei sind die Kanten x; = O,
Xy = 0O und X, = o .,

1}

ren dieselbe in den entsprechen-

r\\zf\\ X3 O Polaren in Bezug auf
\Y\\ //7 die Fundamentalfliche und die
/ » vier Ebenen des Tetraeders beriih-
/ den Ecken (Fig.l). Diese Polaren
haben die Strahlenkoordinaten
(0,0,1,0,0,0) wund (0,0,0,0,0,1).
Die Ubrigen Kanten des Tetra-
x2=0, eders gehdren der Fldche an und
haben die Koordinaten
1.,0,0,0,0,0) , (0,1,0,0,0,0) ,

(0,0,0,1,0,0) und (0,0,0,0,1,0)

Figur 1

Die Fldche mit der Gleichung (1) sei nun die "Absolute", d.h, die
Fundamentalfldche der projektiven MaBbestimmung. Diejenigen Bewegungen des
Raumes, die das genannte Tetraeder invariant lassen, haben die Form

%1
*2
pxy =ouxt d.h. px = & X'= &x' PeIR\{O} (2)
4
Setzt man dies in (1) ein, so wird die Gleichung der Fliche zu
] ]
A, 0, X, X + A AKIXE = O .

2%3%2%3

Damit sie invariant bleibt, muR also die Bedingung

olydky = Aok (3)

1 273
erfillt sein, Offenbar geht durch eine Transformation der Form (2) jede
Flache des Fldchenbiischels

XX, o+ Xx2x3 = 0 , rxe®R (4)

in sich iber,

"d.h. ein jeder Punkt des Raumes bewegt sich auf der durch ihn
und die vier auf der Fundamentalfldche gelegenen Kanten des
Tetraeders gehenden Fliche 2.0rdnung, dies Fldchenbiischel ver-



128

tritt somit die bei specieller [d.h. euklidischer] MaBbe-
stimmung auftretenden Cylinderfldchen." (1874, 72)

Sata Jede Verschiebung n a ¢ h einer Geraden ist identisch
mit einer Drehung u m deren absolute Polare {(d.h. um die
bezliglich der Fundamentalfldche polare Gerade) (1874, 72).

Setzt man in das Ebenenblischel o+ pry = 0 die Beziehung (2)
ein, so wird daraus das Bilischel dzxé + }Ad3xé = 0 . Es ist alsc genau
dann elementweise invariant, wenn d, = <i3; die Bewegung besteht dabei
aus einer Verschiebung ldngs der Geraden X, = o , ®y = 0 . Flihrt
man in naheliegender Weise beziiglich desselben Koordinatentetraeders neben
den Punktkoordinaten auch Ebenenkoordinaten U = (Ul,Uz,U3,U4) ein
(Pig. 2), so lautet die Gleichung der Fliche

UlU4 + U2U3 = 0
und die dazugehdrige Transformation, @ e R~{o},

1
2
sU' = 4 U= oU .
!

Ist oAn = M3 + SO bleiben alle
Punkte der Punktreihe U2 + uU3 =

O einzeln fest, und die Bewegung
besteht in einer Drehung um die

Gerade U2 = 0 , U3 = 0 ,
d.h, um die absoclute Polare
xl = Q0 , x4 = 0 wvon
x2 = 0 , x3 = 0 .-
Figur 2

Eine Bewegung, die gleichzeitig ein Fldchenbiischel und die Ebenen eines
Ebenenblischels in sich iberfihrt, muB auch die Schnittkurven beider unver-
dndert lassen. Ebenfalls miissen die Berilhrungskegel dieser Fl8chen mit den
Spitzen in den invarianten Punkten auf der dazu polaren Geraden in sich
tbergefiihrt werden, D.h. es gilt der

Satag Bei einer Verschiebung nach einer Geraden g Dbewegt sich
jeder Punkt auf einem Kegelschnitt, dessen Ebene diese Ge-



rade enthdlt. Jede Ebene des Raumes umhilllt einen Kegel
zwelter Ordnung, dessen Spitze auf der polaren Geraden
von g liegt, um welche eine Drehung stattfindet (1874,72).
Jede Bewegung eines im nichteuklidischen Sinne starren Systems kann in
der oben angefithrten Weise dargestellt werden. Denn eine solche ldsst die
Fundamentalfldche invariant, es gibt folglich ein invariantes Tangential-
tetraeder, beziglich welchem die Bewegung die Form (2) hat.

S atz Jede Bewegung eines gtarren raumlichen Systems ist dqui-
valent einer Drehung um eine Gerade und einer gleich-

zeitigen Verschiebung nach derselben.17
Dabeil kann statt dieser Gerade auch deren absolute Polare
gewdhlt werden (1874, 73).

Lindemann nannte nun die Kurve, auf welcher sich dabei jeder Punkt be-
wegt und die auf einer Fldche des Blischels (4) 1liegt, eine p r o -
jektive Schraubenldinie, die Bewegung selbst eine
Schraubenbewegung und die beiden zueinander bezliglich der
Fundamentalfldche polaren - d.h. absolut polaren - Kanten des invarianten

Tetraeders die Hauptachsen der Bewegung (1874, 73).

3.3 Unendlich kleine Bewegungen in ihrem Zusammenhange mit
linearen Komplexen

3.3.1 Charakteristiken von Punkten und Geraden

Im Folgenden sollen nun unendlich kleine, d.h. infinitesimale Transfor-

mationen des Raumes, die die Pundamentalfli3che invariant lassen, studiert

werden. Wiederholt man die Transformation px;, = <xixi A-mal, so wird
Pxi = qih xi
und damit beim Ubergang zum kontinuierlichen Fall
pdxi = lndi dik xid%
dxi = lndi Xy dA.
Setzt man a; = lmxi s0 wird schlieBlich (1874, 74)
dx; = ayx;dx . (5)
Die Bedingungsgleichung KKy = ﬁ263 geht dabei Uber in
a; +a, = a,+a; . (6)

Bei einer solchen Bewegung schreitet jeder Punkt des Raumes, der kein Fix-
punkt ist, momentan auf einer Geraden fort und jede Ebene, die keine Fix-

ebene ist, dreht sich momentan um eine solche,

Letztere ist eindeutig bestimmt als Schnittlinie zweier infinitesimal be-

nachbarter Ebenen. Seien U, die Koordinaten einer Ebene, dann sind

v, = U, + dUi die Koordinaten der infinitesimal benachbarten Ebene von

i
U . Thre schnittgerade mit U ist gegeben durch

Qix = UiV - WYy
U (Uk + dUk) - Uy (Ui + dUi)
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= UidUk - deUi .

Natlirlich gilt auch fir die Ebenenkoordinaten die Beziehung

dUi = aiUid% .

mit dieser wird
Qi = UU (g = ai) arx .

Da die Linienkoordinaten nur bis auf einen gemeinsamen Konstanten Faktor
bestimmt sind, gilt schlieBRlich

sQy = UU (ay - a) : (7)

Nach Chasles (1843) wird diese Gerade die Charakteristik
der EDbene U genannt, Entsprechend:heiBt die Verbindungsgerade

Toix = XXy (g - oay) (8)

zweier infinitesimal benachbarter Punkte x und x + dx die
Charakteristik des Punktes x (1874, 74).

3.3.2 Rotationskomplex und Translationskomplex

Lindemann charakterisierte (1874, §3) den R o t a t i on s - und
Translationskomple x abwechselnd auf analytische und
synthetische Weise. Es soll hier, in Anbetracht der groBen Bedeutung der
beiden Komplexe fir die nichteuklidische Mechanik des starren Kdrpers, in
dhnlicher Art die (von mir ein wenig erginzte und im dualistischen Sinn
vervollstdndigte) Erklérung und Theorie der beiden linearen Komplexe aus-
filhrlich dargestellt werden.

Die im folgenden auftretenden polaren Verhdltnisse beziehen sich, wenn
nichts anderes gesagt wird, immer auf die Polaritdt an der absoluten (oder
fundamentalen) Fliche der projektiven MaBbestimmung, die man sich ein flr
allemal gegeben denkt. Man spricht dann in diegem Zugammenhang von der
absoluten Polarditdt, Der Begriff s enkrecht ist
eng mit dieser absoluten Polaritdt verknlipft: Eine Gerade liegt senkrecht
zu einer Ebene € , wenn sie durch den absoluten Pol {d.h. den Pol bezliglich
der Fundamentalfldche} von ¢ geht. Eine Gerade ¢ schneidet eine Gerade
h senkrecht, wenn g auch die absclute Polare von h schneidet. Zwei
Punkte oder zwel Ebenen liegen senkrecht zueinander, wenn sie besziiglich der
Fundamentalflache konjugiert sind.



Jeder Punkt x des Raumes bewegt
sich momentan ldngs einer Geraden.
Diese ist die Verbindungsgerade
infinitesimal benachbarter Punkte

und wird Charakteristik
von x genannt.

Jedes Punktfeld U dreht

sich momentan um die Charakteristik
von U .
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Jede Ebene U des Raumes dreht

sich momentan um eine Gerade.

Diese ist die Schnittgerade
infinitesimal benachbarter Ebenen
und wird Charakteristik
von U genannt.

Jedes Ebenenbiindel x bewegt

sich momentan langs der Charakteri-
stik von x .

Vermittels der absoluten Polaritdt stehen die Bewegungen der Punkte und
Ebenen in speziellen Beziehungen zueinander:

In einer beliebigen Ebene

U gibt es genau einen Punkt

x , der sich senkrecht zu die-~
ser Ebene bewegt, d,h. dessen
Charakteristik ¢ durch den Pecl

y der Ebene U geht (Fig.3).

Y
X
U
Figur 3

Durch einen beliebigen Punkt

x gibt es genau eine Ebene

U , die sich senkrecht zu die-
sem Punkt bewegt, d.h. deren

Charakteristik ¢ in der Polar~

ebene V des Punktes x liegt
(Fig.4).
\'%

Figur 4
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Bewels: Die Gleichung der Absoluten ist gegeben durch

X)Xy + XpXy = 0 oder xTax = 0 wmit
001
8 = CQ01lo
0100
1 000

Die Polarebene U

durch
pU = ay
Also gilt
Uy Yy
. U, Y3 »
Us || vy
Us/ \7y

Die gesuchte Gerade ¢ ist

die Verbindungsgerade von x

und v

und ist nach Definition gleich der
Charakteristik von x :

Pik = X4V = Xy =% (ape—ay) .

Einsetzen der wWerte (9) fiir
Y
die erste lautet:

gibt sechs Gleichungen, wovon

P= XY, - Xy, =
12 1¥2 2¥1

"

P(X1U3”X2U4) = xlxz(a2 - al) .

Unter Verwendung der Identitdt

a; + 3, =a, + a,

148t sich einsehen, daB diese

Gleichungen durch den Ansatz
g7

bx {11}

pU = a3-a2 X
a,-a,

73

befriedigt werden. Die schief-
stellt ein
Nullsystem dar, dessen

symmetrische Matrix b

linearer Komplex die Gleichung

T

y'bx = 0 oder

(34-al)pl4 + (33-32)p23 = 0] (13)

oder V eines Punktes

v bzw. x ist dann gegeben

SV = ax
Also gilt
Vl x4
V2 X4 (10)
S v =
3 %
V4 xl

Die gesuchte Gerade ¢ ist

die Schnittgerade von U

und V

und ist nach Definition gleich der
Charakteristik von U :

Q) = UyVy =0V, = U, U (a) - aiJ .
Einsetzen der Werte (10) fiir

V, gibt sechs Gleichungen, wovon

i
die erste lautet:

= UV UpVy =

1 -
E(le3-02x4) = UlUQ(a2 - al) .

Q15

Unter Verwendung der Identitdt

a; +a, =a,+a

1 2 3
18Rt sich einsehen, daB diese

Gleichungen durch den Ansatz

au~ay
X = ay-a, U = BU

G-

d37%3
a,-3,
befriedigt werden. Die schief-

stellt
ein Nullsvystem dar,

symmetrische Matrix B

dessen linearer Komplex die
Gleichung VTBU = 0
(agmay)Qyy + (a3-ay)Qy5 =

oder
o (14)

(12)



hat. Der Punkt x heiBt der
Nullpunkt der Ebene U
und letztere die N ul l e bene
von X .

Vermdge des Nullsystems wird nun
jeder Ebene U des Raumes genau
ein Nullpunkt x 2zugeordnet,dessen
Charakteristik nach Konstruktion
durch den Pol y wvon U geht.=-
Der sich senkrecht aus U
herausbewegenden Punkt x hat keine
Bewegungskomponente innerhalk U ,
er ist Fixpunkt bei der Rewegung der

Ebene U in sich selbst :

Die Bewegung eines Punktfeldes

U 1ldBt sich in jedem Augenblick
ersetzen durch eine Drehung
derselben um eine seiner Geraden,
d.h. um seine

Charakteristik, und eine
gleichzeitige Bewegung in sich um
einen in ihm gelegenen Punkt
(1874, 75) .

Der oben eingefilhrte lineare

Komplex heift der Ro tations -
komplex der unenda-

1 1ich
ung

kleinen
(1874, 76).

Beweg-

Gemd3 dem cben bewiesenen Satz
gilt:

Die Komplexstrahlen durch

elnen beliebigen Punkt des

Raumes sind senkrecht zur Charak-
teristik dieses Punktes, und
umgekehrt ist die Charakteristik
eines Punktes senkrecht zu dessen
Nullebene, d.h. geht durch den
absoluten Pol derselben.
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hat. Die Ebene U heifit die
Nullebene
und letzterer der

des Punktes x
Nullpunkt
von U .

Verntge des Nullsystems wird nun
jedem Punkt x dJes Raumes genau
eine Nullebene U =zugeordnet, deren
Charakteristik nach Konstruktion

in der Polarebene V wvon x liegt.-
Die sich senkrecht zu x

bewegende Ebene U hat keine
Bewegungskomponente innerhalb des
Ebenenblischels x , ist also Fix-
ebene der Bewegung des Biindels x

in sich selbst:

Die Bewegung eines Ebenenbiindels

x 138t sich in jedem Augenblick
ersetzen durch eine Verschiebung
seines Mittelpunktes nach einem
durch ihn gehenden Strahl, d.h.
ldngs seiner Charakteristik,und eine
gleichzeitige Bewegung in sich,

bei der eine in ihm enthaltene Ebene
festbleibt (1874, 77).

Der oben eingefilhrte lineare

Komplex heiBt der T ransl a -
tionskomplex der une=-
endlich kleinen
Bewegung (1874,77) .

GemdfR dem oben bewiesenen Satz
gilt:

Die Komplexstrahlen in einer be-
liebigen Ebene des Raumes sind
senkrecht zur Charakteristik
dieser Ebene, und umgekehrt liegt
die Charakteristik einer Ebene
senkrecht zu deren

Nullpunkt, d.h. liegt in der
absoluten Polarebene desselben.
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Die Geraden des Rotations~ und Translationskomplexes haben nun

folgende wichtige Eigenschaft:

Die Charakteristiken der Punkte,
welche einer Geraden k des
Rotationskomplexes angehodren,
sind senkrecht zu dieser Geraden
{d.h. schneiden deren absolute
Polare).

Beweis (Fig.5): Die Nullebene
aller Punkte einer Xomplex-
geraden k gehen alle

durch diese selbst. Die Charak-
teristik ¢ eines Punktes x

ist nun aber immer senkrecht

Figur 5

zu seiner Nullebene U , also

hier auch zu der Komplexgeraden

k . Ist k' die absolute Polare
von k , so muB also ¢ eine Treff-

gerade von k wund k' sein.

Die Charakteristiken der Ebenen,
welche durch eine dem Translations-
komplex angehtrige Gerade k hin-
durchgehen, sind normal zu dieser
Geraden, (d.h. schneiden deren ab-
solute Polare).

Beweis {(FPig.6): Die Nullpunkte
aller Ebenen einer Komplex-
geraden k liegen auf dieser
selbst. Die Charakteristik c¢
einer Ebene U liegt nun aber

immer in der absoluten Polarebene

Figur 6

V  ihres Nullpunktes x. Ist k'
die absolute Polare von kX , so
muB alsoc ¢ eine Treffgerade

von k und k' sein.



Entscheidend ist, daB auch die Umkehrungen richtig sind:

Diejenigen Geraden, auf welchen
die Fortschreitungsrichtungen
(Charaktéristiken) ihrer pPunkte
senkrecht stehen, d.h. deren
absolute Polare schneiden, bil-
den einen linearen Komplex,

den Rotationskomplex

(1874, 75).

Beweis (Fig.7): Sei k eine
solche Gerade und k' Qderen
absolute Polare. Die Charak-

teristik ¢ elnes Punktes x

Figur 7

von Xk 1ist nach Voraussetzung
senkrecht zu k , d.h. schnei-
det die absolute Polare k!

von Kk in einem Punkt vy .

Die Polarebene U wvon vy

geht durch k und ist offenbar
die Nullebene von x , denn
die Charakteristik von x

geht durch den abscluten Pol
von U . Die Nullebenen

aller Punkte von Xk gehen

also durch k , d.h. k ge-
hdért dem Rotationskomplex an.-

Diejenigen Geraden, auf welchen
die Drehachsen (Charakteristiken)
ihrer Ebenen senkrecht

stehen, d.h. deren absolute
Polare schneiden, bilden einen
linearen Komplex, den Tr an s =
lationskomplex.

Beweis (Fig.8): Sei Xk eine
solche Gerade und k' deren
abgsolute Polare. Die Charake

teristik ¢ einer Ebene U

Figur 8

von Xk 1ist nach Voraussetzung
senkrecht zu k , d.h. schneidet
die absolute Polare k' wvon

k und spannt mit k' 2zusammen
eine Ebene V auf.

Der Pol x wvon V liegt

auf k und ist offenbar der
Nullpunkt von U , denn die
Charakteristik von U liegt

in der absoluten Polarebene

ihres Nullpunktes x . Die Null-
punkte aller Ebenen durch k lie-
gen also auf Xk selbst, &.h. k

gehort dem Translationskomplex an.-
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Weiter oben wurde gezeigt, daf die Komplexgeraden solche Geraden sind,
deren Punkte bzw. Ebenen Charakteristiken besitzen, die zu ihr senk-
recht liegen, d.h. ihre absolute Polare schneiden; und umgekehrt, dag
Geraden mit dieser Eigenschaft zu einem linearen Komplex gehdren.

Also gilt:

PerRotationskomp - Der Translationskomnmp-
1 e x besteht genau aus denjeni- 1 e x besteht genau aus denjenigen
gen Geraden des Raumes, entlang Geraden des Raumes, um die die
welchen die infinitesimale Be- infinitesimale Bewegung keine
wegung keine Translation hervor- Drehung hervorruft.

ruft.

Nach Konstruktion sind der Rotations- und der Translationskomplex absolut
polar zueinander, d.h. polar bezliglich der Fundamentalfldche der nicht-
euklidischen MaBbestimmung. Dies 148t sich ibrigens auch aus ihren
Gleichungen ablesen:

Schreibt man die Gleichung des Translationskomplexes (14) in Strahlen-
koordinaten
(ag=a)ipyy + (az-aylpyy = O,

so bemerkt man, daB gegenilber der Gleichung des Rotationskomplexes (13)
Py3 und Py, Vvertauscht sind; also sind diese beiden Komplexe tat-
sdchlich absolut polar.
Im Falle der eu k1l i1 dischen Geometrie kann der Rotationskomp-
lex auf genau dieselbe Weise wie oben charakterisiert werden, wghrend
der Translationskomplex iberhaupt nicht existiert.

Es soll nun noch die Bedeutung kon jugierter Geraden
beziliglich des Rotationskomplexes aufgesucht werden. Eine Gerade p
sei bestimmt durch die Punkte x und vy . Ihre beziglich eines linearen
Komplexes konjugilerte Gerade p' ist dann definiert als die Schnitt-
gerade der Nullebenen U und V wvon X bzw. v . Also ist

Py = X(Vy = XV und Pik = Uin - Ukvi , wobei nach (1) , fir

p =1
Up =%, (a4 - a;) vV, =¥, (a4 - al}
Uy = x5 (a3 = ay) Vo =v3 (33 - ay) (11)
Uy = x, (a2 ~ a,) Vy =Y, (a, = ag)
U, =% (al - a4) Vy =¥ (al - a4) .
Alsc wird
Phy = Piy = UV, - UV = (xgyy - xgyy) {8y - ay) (a3 - ay)
Pjp =Plz = UVy - UgVy = (xy, - %57,) (ay - a)) (s - ay)
Pjg4 = Phy =U,Vy - UV, = (x3y2 - x2y3I (az m 33) (a3 - 62) .

Dividiert man diese sechs Gleichungen mit dem Faktor (a4 - ay) f(ag - a,y)
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so erhdlt man die folgenden Beziehungen zwischen den Koordinaten von
p und denjenigen der konjugierten Geraden p' :

' - o = -
Pi; == Py P34 P34
] = - = o
P13 =~ Pi3 Py Pyy
. a; -a a, =a (15)
2 4 "3
Ple = Pys Py3 = Pyg
34 —al 3.3 -32

Satz Die Charakteristik einer Ebene U und die ihres zugehdrigen
Nullpunktes x sind konjugierte Geraden in Bezug auf den
linearen Komplex, dessen Geraden senkrecht zu sich selbst ver-
setzt werden (= Rotationskomplex) (1874,77).

Beweis: Die Charakteristik p wvon x hat die Koordinaten

Pix = X%y (ay - ai) und diejenige von U die Koordinaten

Qi = U0 (ak - ai) . Ersetzt man mit Hilfe der oben aufgestellten
Koordinaten-Beziehungen (11) zwischen dem Nullpunkt x und der Null-
ebene U die Ui durch die X; o« SO wird fir die Charakteristik von
U

d3g = Qp = NU, (@y=ay) = xyxy (ag-a)) (ag-ay) (ay-a;)
Ap = Y3 = Ul (agmap) - = xpx, (ag-a) (ap=aj) (a3-3)

LRI LR BRI A A IR R A A L I A A A I I A R I I A SR AR A A A AR IR R R SRR I B )

A4 = Q3 = UpUy (ag-ay) = x3x, (ag-ay) (ay-aj) (az-a,) .

Dividiert man diese sechs Gleichungen mit dem Paktor -~ (a4 - al)
(a3 - az) , S50 wird:

qQp = =¥y%Xy(ay -ay) a3q = -X3¥g (35 -3))
= —xy%,(a, —-a,) = —x,%, (a; -as) (16)
3 = "X¥3t8 - 42 T "Xg¥2 Y4 "33 ,
(a,~a,) a,~a,)
= 3 2 = __4_.1_
Qg = Xpx3 (a3 -ay) ; : Ap3 = X%y (34 -ay) (aa)
84791 3732
Mit Hilfe der Identitit (6) a; +a, =a;+a, 188t sich jetzt leicht
feststellen, dass die Pix und die ik die Beziehungen (15) identdisch
erfiillen, sobald man A3 =. pik setzt, z.B. aus dzgq = p54 = ~Pay
wird ~X3X, Ea2~a1) = =X3X, (a4—a3) und schliegBlich a, +ay; =3, +3; .-

Ein analoger Satz gilt natiirlich auch fir den Translationskomplex:
Die Charakteristik eines Punktes und die Charakteristik der ihm in diesem
Komplex zugehdrigen Nullebene sind konjugierte Geraden in Bezug auf denselben.

"Die Bedeutung zweler solcher [konjugierter] Geraden fiir die
Bewegung ist auch noch eine andere, es stehen ndamlich nach
Obigem die Charakteristiken der Punkte der einen senkrecht
zu den durch die andere gehenden Ebenen; durch eine bloBe
Drehung um diese kann ich alsc jene in die Lage bringen, welche
sie in der Folge der unendlich kleinen Bewegung einnimmt,
und es bedarf nur noch einer Drehung um die letztere, um auch
die andere in ihre Endlage zu bringen,; also:

Eine unendlich kleine Be

w e g
ann im r ersetzt werden du
e 1 ¢ h

gun
rch

m e
ge von zwedl unendlldl
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kleinen Rotationen um zwedl in
Bezug auf den erwdhnten Complex
einander conjugierte Gerade. ...

Da aber eine jede solche Drehung identisch ist mit einer
Verschiebung nach der absoluten Polaren der Drehaxe, so ist
die Bewegung auch dguivalent mit zwei Translationen nach
den absoluten Polaren zweler solcher conjugierter Rotations-
axen ... [Diese sind dann konjugiert bezliglich des Trans-
lationskomplexes: ]

Eine unendlich kleine Bewegung
kann immer ersetzt werden durch
zwel Translationen deren Direca-
tricen einander in Bezug auf den
linearen Complexe conjugiert
sind, welcher dem zuerst erwidhnten
Complexe in Bezug auf die Funda-
mentalfl3adache polar zugeordnet
ist . " (1874, 76)

Die angefiihrten Eigenschaften des Rotationskomplexes und des Trans-
lationskomplexes zeigen, welch fundamentale Bedeutung dem linearen Kome
plex fir die infinitesimale Bewegung zukommt., Um seine Rolle noch deut-
licher aufzukldren, werden im AnschluB an Lindemann dessen metrischen
Eigenschaften, d.h. seine geometrischen Eigenschaften beziiglich der
Fundamentalfl&dche, im Abgchnitt 3.3.3 noch etwas genauer untersucht.

3.3.3 Der lineare Komplex in seiner Beziehung zur Fundamentalfl&dche
der MaBbesgstimmung

3.3.3.1 Die Gleichung der Fundamentalfldche in Linienkoordinaten

Zur spdteren Verwendung wird hier kurz die Gleichung einer Fliche zweil-
ten Grades in Linienkoordinaten abgeleitet (vgl. Clebsch/Lindemann (1891,
140f)). Lindemann setzte sie als bekannt voraus.

Die Gleichung einer Fl&ache zweiten Grades in Punktkoordinaten sei ge-
geben durch

Zaikxixk = Q0 .
Die Koordinaten Yi der Polarebene eines Punktes vy sind dann:

pY; = AT S
Eine Fldche zweiten Grades beriihrt genau diejenigen Geraden, welche ihre
eigene Polare schneiden. Bs scoll deshalb zundchst die Pol aren -
beziehung in Linienkoordinaten abgeleitet
werden: Eine Gerade ©p sei gegeben durch die Punkte y wund Z .
Die Polare von p beziiglich der Fldche ist die Schnittgerade der Polar-
ebene von y wund =z . Diese haben die Ebenenkoordinaten

I: ;Z M m¥m? %aZmym' % B3m¥m* % a4mym]

a, Z_, a,_ Z_, A, 7, a, .
[g In“n g 2n"n % 3n"n ; 4nn]
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Daraus lassen sich die Achsenkoordinaten Pik der Polaren p!
von p bestimmen:

' = -
Ppik - (; E‘:‘Lmym) (g aknzn) (% Elkmym) (%: ainzn)
= E: a, a, v 2 - Z a, a. Yy 2z
My n im“knfm™n oM km in‘m™n
= 7 @@ ¥mZn = Bm@inYm®n’
m,n

Mit Hilfe einer Vertauschung von m und n kann man erreichen, daB

. 1
PPix = 3 2 (84 mBknYm?n * 23n%em?n’m!
m, n _
1
= 5 2: (akmainymzn + aknaimynzm)
m,n
! 1
= 5 2 aimakn(ymzn - ynzm) - ; )3 akmain(ymzn = Ynzm)
mln m,n
1
== X (aimakn = akmain) (ymzn - YpZp) -
m, n
Als¢o wird schliefllich
1
PRIk = X (agnaxn = 8080 Prn (17)
m,n

Dies ist die gesuchte Pol arenbeziehung .~ Zur Berechnung der
Gleichung der Fliache in Linienkoordinaten, muf3 man eine Gleichung fir alle
diejenigen Geraden p , die ihre eigene Polare p' schneiden, aufstellen.
Dann muB aber gelten {(abs. Vv 2,1, Gleichung (10) }:

' = . ' o= H =
(p,p") p+P iZk PPl 0
’
und damit wird die gesuchte Gl eichung der F1l3dche in
Strahlenkocoordinaten
Y Y (a,a.. -a.a, ) p.Pin = O . (18)
ik mn im%kn km™in mn~ ik
Ist Ak das algebraische Komplement von Ay beziiglich der Matrix
(aik) , so lautet die Gleichung der Fl&che in Ebenenkoordinaten
.Z Aikxixk = 0 -
i,k )
- Die Koordinaten des Pols y der Ebene Y werden dann
PY; = LAnYe -
Wegen der formalen Ubereinstimmung mit dem entsprechenden Ausdruck in
Punktkocordinaten schlieft man sofort auf die folgende Form der Polaren-
beziehung:
1
PPix = 5 )3 (AimAkn - A'kmAin)Pmn (19)
m, n
und auf die Gleichung der F1lad&che in Achsen-
koordinaten

LY Oy - ARy PPy = O - (20)
i,k m,n
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Man beachte, daB die Gleichung der Fldche in Linienkoordinaten nie ein-
deutig bestimmt sein kann. Man kann stets ein Vielfaches der Identitdt

1 ~ _ 1 ~

5(p,p) = DyoP3y +t PygPyy * PygPpy = O bazw. 5 (P,P) = Py Py, +
P13P42 + P14P23 = 0 additiv hinzufiigen, ohne die Bedeutung der Gleich-
ung zu verandern,

3.3.3.2 Die nichteuklidischen Hauptachsen des linearen Komplexes

Satz Es gibt genau ein Paar von Geraden, welche zueinander konjugiert
sind in Bezug auf einen gegebenen linearen Strahlenkomplex,
sowle polar in bezug auf eine gegebene Fldche zweiten Grades.
(1874, 78)

Der synthetische Bewels dieses wichtigen Satzes wurde an anderer Stelle

skizziert.18 Diese beiden Geraden heiBen die Haup tachsen

des linearen Komplexe s, Sie sind zugleich die Haupt-

achsen des zu diesem beziiglich der Fldche polaren Komplexes, Im eukli-

dischen Fall bestehen diese beiden Hauptachsen aus der im Endlichen ge-
legenen "gewthnlichen" Hauptachse und der dazu senkrechten unendlich
fernen Geraden.

Es sollen die Koordinaten der Hauptachsen explizit berechnet werden.19

Man geht dazu von den Koordinaten Pix einer beliebigen Geraden aus, be-

rechnet die Koordinaten pik ihrer Polaren bezliglich der Fundamentalfl&che

sowle die Koordinaten riy der Konjugierten beziliglich des Rotations-

komplexes. Wegen des obigen Satzes muB dann flr ein gewisses pe R~ 10}

gelten: ppix = ryy - Zundchst ist nun

= 2 (@1m8kn = %m®in’ Pmn -
m, n
Bei der Fldche mit der Gleichung

1
Pix

N

A, X, X = X.X, + X.X = 0
oy Lk 1%4 2%3
ist aber nur al4 und a23 von Null verschieden: al4 = a23 = 1 .,
Damit wird
Pip = ;zn (310820 = 3n@1n) Pmn = (313334 = 333314) P3g = “Pay
Piy = X lagg3s; = ag@yg) Py = (@433, - 334315) Pyp = Py
m,n
Ply = L @) 340 = %nPin! Pon = (1134 = 31%14) P1g T P1g
m,n
Pig = %Zn (A3m3an = nP3n’ Pon = (331212 = 341332) P12 = ~P1
Pa2 = mz; (a4n22n = %nPan! Pun = (841353 — 221%43) P13 = P13
’
P33 = o (850330 = 33Pan) Pun = (322333 = 233323) Py3 = -Py3
’
Also ist

Pix = (-PyprPy3r=Py3,~PayePypr=Piy) -
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Die Koordinaten Tix der konjugierten Geraden beziiglich des Rotations-
komplexes ergeben sich aus (15) s

_ 1
Tix = (P1pePyar APy30-P3se~Pypr { Prg) -

Dabei wurde #n = (az -a,) / (a, -a;) gesetzt, Im allgemeinen Fall wird
N # O und n # ¥ 1 sein, Damit ergeben sich aus der Identifizierung

?pik = Iy die Beziehungen
PP12 = P12 PP3g = Paq
PP13 ="Pi13 PPga = ~Pq2
PP23 == NPy3 PP1a == % P1a

und daraus die vier M8glichkeiten

1
= %1 ’ = - . = o - .
P P 1 P N

Mit Hilfe der Bedingungsglelchung fir Geradenkoordinaten

P12934 + P13Pyp *+ PyygPpy = O erhdlt man die Ldsungen
P = : (llololololo) ’ (Olololllolo)
p =-1: (0,1,0,0,0,0) , (0,0,0,0,1,0)
£ = -n: {0,0,1,0,0,0)
P = -%: (0,0,0,0,0,1) .

Die ersten vier Geraden gehdren sowochl der absoluten Fldche wie dem Rota-~
tionskomplex an. Sie erfiillen trivialerweise die geforderten Bedingungen,
Die beiden letzten L8sungen sind die Koordinaten der gesuchten Haupt-
achsen. Letztere sind offenbar identisch mit den Hauptachsen der unendlich
kleinen Bewegung (vgl. Abs. 3.2). Man wdre zum selben Resultat gekommen,
wenn man anstatt des Rotationskomplexes den Translationskomplex der Be-
trachtung zugrundegelegt hidtte. Es gilt also der

S a t z Die Hauptachsen der unendlich kleinen Bewegung sind identisch
mit den Hauptachsen des Rotations- und des Translationskomplexes
(1874, 78).

Es ergibt sich somit nebenbei noch einmal, daB der Rotations-~ und der
Translationskomplex dieselben Hauptachsen besitzen. Dies ist ebenso eine
Folgerung aus der Tatsache, dafl die beiden Komplexe absolut polar zu-
einander sind.

Die Kollineationen px; = o(ixi stellen nach Erklirung (Abs. 3.2) genau
die Schraubenbewegungen um die Hauptachsen der unendlich kleinen Bewegung
dar. Wegen Pij = XV = X7y wird SPix = aiak(xiyi - xiyi) =
“i“kpik und damit bleibt die Gleichung des Rotationskomplexes (13)
wegen (3) o o, =%, bei der Kollineation px, = o&,x} invariant.
Damit erh#lt man den schon von Pliicker (1868, 38) (vgl. Abs. IV 4.3} im

euklidischen Fall gefundenen

Satz Ein linearer Komplex geht durch eine Schraubenbewegung um eine
seiner ‘Hauptachsen in sich selbst iber (1874, 78) .

Es soll nun noch der Spezialifall der Rotation um eine Gerade betrachtet
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werden, Findet die Rotatlon etwa um die Achse X = o , Xy = 0

(Fig.1l) statt, so bleiben die Ebenen des Bilschels X, o+ AxB = 0 flr
jedes A e R invariant, d.h. mit pxy = <xixi wird die Gleichung dieses

Blischels gleich qzxé + Aqax' = xé +‘Axé = 0 und deswegen

X, =Xy o alsoc auch a, = as . Daraus folgt mit Hilfe der Gleichung
des Rotationskomplexes (13) = (a4 ~-al)pl4 + (a3 -a2)p23 = O offenbar
Py, = 0 und aus der Gleichung des dazu polaren Translationskomplexes
P,y = Q . Die beiden zu dieser unendlich kleinen Drehung gehdrigen
linearen Komplexe sind also speziell und ihre Trigergeraden zueinander
absolut polar.

3.3.4 Zusammensetzung unendlich kleiner Bewegungen

"Die beiden linearen Complexe, auf welche wir im Vorigen ge-
fihrt wurden, sind fir die Natur einer unendlich kleinen
Bewegung, sowie auch flir die Theorie der Kraftsysteme von
hoher Bedeutung, es ist daher wohl von Interesse zu ver-
folgen, wie sich die Coordinaten derselben aus den Co&ffi-
zienten einer nicht in kanonischer Form gegebenen Trans-
formation zusammensetzen, zumal da wir die so gewonnenen Aus-
driicke geradezu zur Definition der Bewegung (resp. spdter
eines Kraftsystems) benutzen werden." (1874, 80)

Lindemann leitete zundchst eine Beziehung zwlischen der Matrix a dJer

Fundamentalfldche mit der Gleichung xTax = O und der Matrix «
der unendlich kleinen Bewegung mit der Gleichung dx = axdi , ab:
a =3 ({ax) + (ax) D)

wobel J e R ein gewisser fester Faktor ist. Als ndchstes wird die Gleich-
ung der Nullkorrelation des Rotationskomplexes berechnet:

U = (a - 2Ja=a ))x .
Die Matrix r = a - 2Jaa 1ist tatsdchlich schiefsymmetrisch:
rT = aT - 2J{aa )T = a - 2J(ax )T
T T
r +r =2a-27((ack) + (a) 7) = 0O .

FaBt man die Matrixelemente von r als Koordinaten des Rotationskomplexes

auf, so 188t sich die Gleichung yTrx = 0 mit
O Ry Ryj
r =% © Ra3 und R,, = - Ry,
R R o ik ki
31 32
in der Form Rikpik = O schreiben. D.h. die Gleichung des Rotations-
komplexes hat die Form
RigP1a + RygPygy * RygP1g + RygPaq + RypPsp + RpgPpz = O -

Dabei sind die Rik durch die Beziehung

J(laa) + (ax) T) = 23(aa)
Jas)T = (ax))
definiert, d.h. sie enthalten noch einen unbestimmten Faktor J . Filr

r = a - 2Jas

die eindeutige Festlegung des linearen Komplexes (Rotationskomplex)
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ist dies unerheblich. Man kann diesen zur freien Verfiigung stehenden
Faktor J nun aber als Maf flir die Gr8Be (oder Intensitidt) der unendlich
kleinen Bewegung, d.h. der Geschwindigkeit oder Beschleunigung, auffassen.
"Denken wir uns ndmlich die Cog&ffizienten der Gleichung der
Fundamentalfliche absolut bestimmt, so brauchen wir J nur
fiir eine bestimmte unendlich kleine Bewegung gleich der Ein-
heit zu setzen, um durch Vergleichung mit ihr die Intensit#t
anderer Bewegungen zu messen. Legen wir demgemdl den Rik
absolute Werte bei, so ist eine jede unendlich kleine
Bewequng durch diese 6 Coordinaten des ihr zugehdrigen
Rotationskomplexes vollkommen bestimmt, und wir werden diese
daher geradezu als Coordinaten der betrefa
fenden Bewegung bezeichnen." (1874, 82)

Durch die zugehsrigen dualen Uberlegungen k#me man auf eine Darstellung
der unendlich kleinen Bewegung mit Hilfe des Translationskomplexes. Auch
seine Koordinaten Tik lassen sich dann, absolut genommen, als Koordinaten
der unendlich kleinen Bewegung auffassen. Diese zweifache Art der

"Darstellung derselben Bewegung wird sich durch alle folgenden
Betrachtungen hindurchziehen, sie ist fir die allgemeine
projectivische MaBgeometrie charakteristisch.

Der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungsweisen wird stets
durch die Fundamentalfliche vermittelt, indem der eine
Complex dem andern ... in Bezug auf sie polar conjugirt ist."
(1874, 83)

Sind die Komplexe speziell, so reduziert sich die Bewegung auf eine
Translation bzw. auf eine Rotation um die konjugierte Polare (Abs. 3.3.3.2).
Flir die Zusammensetzung unendliich kleiner Bewegungen gilt dann der im

euklidischen Fall schon von Mdbius (1838, 564f) gefundene

S a t z Unendlich kleine Bewegungen setzen sich zusammen, indem sich ihre
absolut genommenen Koordinaten addieren (1874, 84) .

Hieran schlieBt Lindemann einige sich leicht aus der Koordinatenbestimm-
ung ergebende Sdtze an, die mehr oder weniger in seinem Wortlaut wiederge-
geben werden sollen.

Verschwinden von den Koordinaten Rik alle bis auf eine, so ist der
entsprechende lineare Komplex jedenfalls ein spezieller (da dann seine
Koordinaten die Bedingungsgleichung fiir L i n i e n koordinaten erfiillen).
Alsc stellt eine jede der sechs Koordinaten des Rotationskomplexes eine un-
endlich kleine Rotation um eine Kante des Koordinatentetraeders dar (etwa
Rl4 um die Kante X, = o . Xy = O ) und ebenso jede Koordinate
des Translationskomplexes eine unendlich kleine Translation l&ngs einer Kante
desselben. Daraus ergibt sich sofort der schon flir die euklidische Kine-
matik (wo nur der Rotationskomplex existiert) von M8bius (1838, 564) auf-
gestellte
Satz Jede unendlich kleine Bewegung 1dBt sich erzeugen durch sechs

unendlich kleine Rotationen um die Kanten eines Tetraeders bzw.
durch sechs unendlich kleine Translationen l&ngs denselben
(1874, 84).

Bei der Bestimmung der unendlich kleinen Bewegung durch ihre Koordinaten
ist dieser Satz fast selbstverstdndlich. Nach dem Vorgehen von Felix Klein
ktnnen die eben aufgestellten Sitze mit Hilfe einer neuen Koordinatenbe-~
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stimmung noch verallgemeinert werden. Wie Klein (1870b) zeigte (vgl.
Abs. V 2.4.2), lassen sich die Koordinaten eines beliebigen linearen Kom-
plexes definieren als die simultanen Invarianten desselben in Bezug auf
sechs gegebene linear unabhdngige lineare Komplexe. Da nun jede unendlich
kleine Bewegung durch einen linearen Komplex dargestellt werden kann, er-
h&lt man den
Satzse Jede unendlich kleine Bewegung kann durch dieselben sechs

Schraubenbewegungen erzeugt werden, wenn von diesen keine

die Folge der Ubrigen oder einiger unter ihnen ist (d.h.

wenn die entsprechenden linearen Komplexe linear unab=

héngig sind) (1874, 85).

Unter diesen sechs linearen Komplexen kdnnen natilirlich gewisse speziell
sein. Sind sie es alle, so hat man den fiir den euklidischen Fall schon von
M&bius (1838, 563) gefundenen allgemeinen
Sataz Ein Kdrper kann auf jede m8gliche Art infinitesimal bewegt
werden, wenn er um sechs voneinander unabhidngige Geraden
infinitesimal gedreht, bzw. langs ihnen verschoben werden
kann. (Diese sechs Geraden diirfen nicht alle e i nem
Komplex angehdren.) (1874, 85)

3.3.5 Geometrische Beziehungen, die durch eine unendlich kleine Bewegung
vermittelt werden

zur anschaulichen Erfassung einer unendlich kleinen Bewegung ist es sinn-
voll, das Liniengebilde, bestehend aus den Verbindungsgeraden unendlich be-
nachbarter Punkte, heranzuziehen. Diese Verbindungsgeraden nennt man im
AnschluB an Chasles (1843) Charakteristiken. Eg sind im Grunde
genommen die (momentanen) Bahntangenten der Punkte des starren Kdrpers. Die
Menge aller Bahntangenten oder Charakteristiken bilden nun, wie Lindemann
zeigtezo. einen Komplex zweiten Grades, den sogenannten Charakteri-
stikenkomple x. Er hat die besondere Eigenschaft, daB jede seiner
Geraden die Ebenen eines gewissen Tetraeders (hier das Koordinatentetra-
eder) in demselben konstanten Doppelverhidltnis schneidet, Wie man zeigen kann
(Lindemann 1874, 86), ist dieses Doppelverhdltnis gleich dem Parameter des
der unendlich kleinen Bewegung zugeordneten linearen Komplexes.

Wie sich zeigt, kommt man auf denselben Komplex zweiten Grades, wenn man
diejenigen Geraden aufsucht, die Charakteristiken von E b e n e n sind.
Daraus folgts: Ist eine Gerade Charakteristik eines Punktes, so ist sie
auch Charakteristik einer Ebene und umgekehrt (1874, 87).

Wie bereits erwdhnt, sind die Geraden des Charakteristikenkomplexes
Tangenten an diejenigen Kurven, auf welchen sich die Punkte des starren
Korpers bewegen. Diese Kurven wurden pr o je k tive Schrauben-
1 inien genannt {Abs. 3.2),; sie sind auch dadurch definiert, daB sie
durch die lineare Transformation, welche die betrachtete Bewegung dar-
stellt, in sich iibergefithrt werden, es handelt sich also um eine spezielle
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Art der von Klein und Lie (1870c¢) n&her untersuchten Gebilde. Natirlich
geht bei der Bewegung einer sclchen Schraubenlinie in sich auch der
Komplex der Charakteristiken in sich iber, da seine Geraden eben jene
Kurven umhiillen.

Bei einer linearen eigentlichen Transformation gehen die Erzeugenden-
scharen jeder invarianten Fldche je in sich ilber. Dabei gehen auch die
Tangenten an eine bestimmte projektive Schraubenlinie in Tangen-
ten derselben Uber. Nun bleiben die metrischen Relationen zwischen den Er-
zeugenden und einer solchen Tangente sicher erhalten, d.h. die Tangenten
einer projektiven Schraubenlinie bilden mit den beiden Scharen von Er-
zeugenden der Flache zweiten Grades, auf welcher sie liegen, konstante
Schnittwinkel (1874, 92).

In (1874,887 und 8) geht Lindemann daran, einige tiefer liegende geome-
trische Tatsachen, die mit der unendlich kleinen Bewegung in Zusammenhang
stehen, abzuleiten, wobel es sich eigentlich um Dinge handelt, die der
Theorie der Komplexe zwelten Grades angehdren. Es sollen hier einige dies-
bezligliche Sdtze zusammengestellt werden, um einen Eindruck von Lindemanns
geometrischen Interessen und Kdnnen zu vermitteln. Die meisten davon finden
sich in spezieller (d.h. euklidischer) Form bereits bei Chasles (1843},
(1860), (186la). Eine zusammenfassende Darstellung der im Euklidischen
geltenden Sdtze gab Schoenflies in seinem schénen Buch "Geometrie der Be-
wegung in synthetischer Darstellung" (1886).

Die Punkte, deren Charakteri- Die Ebenen, deren Charakteristiken
stiken einen bestimmten Punkt in einer bestimmten Ebene liegen,
treffen, bilden eine Raumkurve umhiillen eine abwickelbare Flache
dritter Ordnung (1874, 97). dritter Klasse (1874, 97).

an diesen Satz schlieBen sich einige kompliziertere Sitze an, welche auf hohem
Niveau die synthetische und algebraische Flichen- und Kurventheorie des
Raumes voraussetzen. Darauf soll hier nicht eingegangen werden.

Die Punkte, deren Charakteri- Die Ebenen, deren Charakteristiken
stiken eine bestimmte Gerade eine bestimmte Gerade schneiden,
schneiden, inzidieren nmit einer inzidieren mit einer Flidche zweiter
Fldche zweiter Ordnung Klasse (1874, 100}-

(1874, 100).

Die Charakteristiken der Punkte Die Charakterigtiken der Ebenen
einer beliebigen Geraden sind eines beliebigen Ebenenbiischels
die Erzeugenden einer Fl&che erzeugen eine Fléche

zweiten Grades. zwelten Grades.

Ist die links genannte Gerade Triger des rechts genannten Ebenenblischels,
so sind die beiden Fli3chen identisch (1874, 101).
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Gehdrt eine Gerade dem Charakteristikenkomplex an,

so umhillen die Charakterig- so bilden die Charakteristiken
tiken ihrer Punkte einen der durch sie gehenden Ebenen
Kegelschnitt in der Ebene, einen Kegel zweiter Ordnung,
deren Charakteristik sie ist mit der Spitze in dem Punkt,
(1874, 102). von welchem sie Charakteristik

ist (1874, 102).

3.4 Metrische Beziehungen im Linien- und Komplexraum

Im AnschluB an Lindemann sollen hier die Verallgemeinerung der Begriffe
der Neigung und des Momentes zweler Geraden entwickelt werden, diese
Begriffe spielen in der nichteuklidischen Mechanik des starren Korpers

eine zentrale Rolle.

3.4.,1 Die Neigung zweier Geraden oder linearer Komplexe

Entsprechend zur Definition des Winkels zweier Ebenen (vgl. Abs. 1.2.2)
ist der wWinkel zweler sich schneidender Geraden p und g erklart als
der mit -i/2 multiplizierte Logarithmus des Doppelverhdltnisses, welches
diese mit denjenigen beiden Tangenten bilden, die von ihrem Schnittpunkte an die
Fundamental fldche gelegt werden konnen, sodaf die vier Geraden alle in einer
Ebene liegen und diese Ebene keine Tangentialebene der Fundamentalflidche ist
(1874, 63). Zur Berechnung des wWinkels muB man die Fundamentalfliche in Linien-
koordinaten

blgg) = i;% m?; (@) 43%n = 3%km?in) 9mn9ixk = ©

schneiden mit dem Geradenbiischel P = Py t Aqik;p,x ceR,
wegen der Symmetrie der Matrix (aik) wird aus

;?k ;;n (aimakn = akmain) (pmn *+ qun) (pik + xqik) = 0

die Beziehung

2
2 X fagpan - agasn) (Bpopay + o 2Wdyy + N dg)
i,k m,n

oder abgekirzt
b, + 2xPlp,q) + N dlaa) = o .

Das Doppelverhdltnis der genannten vier Geraden ist nun gleich dem Quo-
tienten der beiden Wurzeln dieser gquadratischen Gleichung4 in N,
also wird der Winkel zwischen p wund g gleich

i Op,q) + JOp,a) - dlo,p) Dla,@) $tp,a)

- = 1n =  Jrecos .

2 dp,a) - JOp.q) - dp,p) Pl q) Vo, p) dla,q)

Im euklidischen Fall hat nun die Neigung zweier windschiefer Geraden
dieselbe analytische Darstellung wie der Winkel zweier sich schneidender
Geraden. Es ist deshalb sinnvoll, die Neigung zweier Geraden p und ¢
im n i ¢ h t euklidischen Fall zu de finieren als den mit
~i/2 multiplizierten Logarithmus des Quotienten aus den wurzeln der
Gleichung
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Olp+ A p+ M) = Glp,p) + 23 Blp.q) + Nblg,q) = o .  (21)

Was bedeutet aber dann diese Gleichung geometrisch?21

Sind pik und qik die Strahlenkcordinaten der absoluten Polaren
von p bzw. g , so gilt fir die Achsenkoordinaten nach (17)

Z: (aimakn - akmain)pmn :
m, n
Bei dem Produkt
1 —_— 1
(P'yP) = PioPay *+ PigPyp + «oe + DPyaDyy

( -
PPix =

[\l N o

= pt

wird das erste Glied wegen 34 29

P12
PR3y = 2 (8334, = 84,830 05, -
m,n
Also ergibt sich als Summe aller Glieder

PPl = 3 ¥ @ipdn - SkmPin! PaPik ¢
m,n i,k

d.h.

pp.p) = b . (22)
Ganz entsprechend zeigt man

pla‘ya) =Plg.a) = plaq')

ppt,a) =0ma) =Pl@p) = ela'.p) .
Damit 14Bt sich die guadratische Gleichung flir A

Op,p) + 27 d(p,a) + N ¢la,gq) = O
umschreiben in

pllp,0') + Ap,a') + AMa.p') + N (@.q") = o©

Dies ist aber identisch mit
p(p+ Aa,p'+Agq') = 0 . (23)

Fasst man die Py und STEN als Komplexkoordinaten auf, so besagt
diese Relation nichts anderes, als daB der lineare Komplex p + Ag i n

Involution mit dem linearen Komplex p' + Ag' liegt (vgl.Abs.
V 2.3). D.h. also hier: der lineare Komplex p + Ag ist mit seinem abso-
lut polaren Komplex p' + Ag' in Involution,
Die guadratische Gleichung (23) hat im allgemeinen zwei LOsungen
Al‘ Az
Komplexe, die zu ihren absolut konjugierten in Inveolution liegen,
was bedeutet hier der Quotient der Wurzeln der Gleichung (23) 2

Definition Das Doppelverhdltnis von vier
Komplexen eines Komplexbi-
s chels ist gleich dem Doppelverhdltnis der vier
Punkte, die die vier linearen Komplexe einer beliebigen
Ebene zuordnen, bzw. der vier Ebenen, die einem Punkt
zugeordnet werden. Erstere liegen alle auf einer Ge-
raden der Kongruenz des Blischels; letztere gehen durch
eine solche. (1874, 65)

; somit gibt es in einem Komplexblischel im allgemeinen zwel lineare

8ind Py 4 Ay ¢ Pyt Klqik s Pix Azqik die Koordinaten der vier
linearen Komplexe, so0 haben die einer Ebene zugehSrigen Nullpunkte

Koordinaten der Form Xy Yy

T Alyi . X o + AZyi (2bs. V 2.2).

1 .
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Der Quotient Al/ AZ ist dann gleich dem Doppelverhdltnis der vier
linearen Komplexe.

Die Neigung zweliler linearer Komplezxe
ist also gleich dem mit -i/2 multiplizierten Logarithmus des Doppel-
verhdltnisses, welches sie mit denjenigen beiden linearen Komplexe ihres
Blischels bilden, die mit ihren absolut polaren Komplexen in Involution
liegen, d.h. sie ist gleich (1874, 66)
bo.a) + /o) - ¢lpp)  Dlaig)

1n =

dp,a) - v OHp,q) dp,p)  Pla.q)

¢(p:q) v/ (p"q) (p:q?)l
arccos = arccos . (24)
Jop.p)  dla, (p.p") (a@.q")

[\ORE § o

1}

L}

Sind die beiden linearen Komplexe p und q s peziell, dh, sind
sie zu Geraden degeneriert, so ergibt sich:

Die Neigung zweler Geraden p und g ist gleich
dem mit -i/2 multiplizierten Logarithmus des Doppelverhdltnisses, gebil-
det aus den Schnittpunkten einer beliebigen Ebene mit p und g wund aus
den beiden Punkten, welche der Ebene durch diejenigen linearen Komplexe des
(hyperbolischen) Komplexbiischels p + Ag =zugeordnet sind, die zu ihren
absolut polaren Komplexen in Involution liegen (1874, 65).

Schneiden sich die beiden Geraden p und g , so degeneriert das
Komplexbiischel in ein Strahlenbischel; die beiden Tangenten an die Fundamen-
talfldche schneiden dann tatsichlich ihre absoluten Polaren, (d.h. sie fal-
len sogar mit ihr zusammen) - was bei speziellen linearen Komplexen der in-
volutorischen Lage entspricht. In diesem Falle geht der Ausdruck fir die
N e igung 2zweier Geraden iber in den Ausdruck flr den Neigungswinkel.

Es 1laBt sich zeigen (Lindemann 1874, 67f), daB die hier gegebene Defini-
tion der nichteuklidischen Neigung zweier Geraden sich auf den euklidischen
Fall spezlalisieren 1dBt. Dabei kommt genau die erwartete Formel

Ppody2% P13973% P1g94

aArccos

2 2 2 [2 2 2
\/p12+p13""p14 /‘;12“11 37914

heraus. Geometrisch liegt dabei folgendes vor: das (ausgeartete!) Fundamen-
talgebilde der euklidischen MaBbestimmung, ein imagindrer Kegelschnitt
(imagindrer Kugelkreis) in der unendlich fernen Ebene, induziert keine
eindeutige r dauml i c he Polaritdtsbeziehung. Einem linearen Komplex
188t sich dadurch kein bestimmter anderer als absolut polarer Komplex zu=-
ordnen. Einer geraden Linie, genauer einem Parallelstrahlenbiindel 1&Bt
sich aber umkehrbar eindeutig eine absolute Polare zuordnen, namlich die
Polare ihres Fernpunktes beziliglich des imagindren Kugelkreises. Diese ist
Trdgergerade des zur urspringlichen Geraden senkrechten Parallelebenen-
bilischelg. Damit ist den Parallelstrahlenbiindeln des euklidischen Raumes um-
kehrbar eindeutig das Strahlenfeld der unendlich fernen Ebene zugeordnet.
Es so0ll nun die Menge der euklidischen Hauptachsen eines Komplexbiischels
betrachtet werden. Diese bilden eine Linienfldche dritter Ordnung (das so-
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genannte zZylindreid - vgl. Abs. IV 4.4) und lassen sich eineindeutig
auf eine eindimensionale Teilmenge der Parallelstrahlenbiindel des eukli-

22 Thnen entspricht in der unendlich fernen Ebene

dischen Raumes beziehen.
also ein wohlbestimmtes Strahlenblischel. Dieses soll als das zum KompleX-
blischel absolut polare Biischel bezeichnet werden.

Die beiden Komplexe des Blischels, die mit ihren absolut polaren Komp~
lexen in Involution liegen, sind dann diejenigen, welche die ihnen zuge-
hérigen Geraden selbst enthalten (so ist die involutorische Lage eines
linearen Komplexes und einer Geraden erkldrt - vgl, Abs. V 2.3) . In die-
sem Sinne 18Bt sich die oben gegebene allgemeine geometrische Definition
der gegenseitigen Neigung von zwel linearen Komplexen auch fir die spezielle

suklidische MaBbestimmung beibehalten (1874, 67).

3.4.2 Das gegenseitige Moment zweier Geraden oder linearer Komplexe

Buklidisch ist das gegenseitige Moment zweier Geraden definiert als das
Produkt des kiirzesten Abstandes mit dem Sinus der Neigung der beiden Ge-
raden {Abs. IV 5). In dieser Formulierung scheint das Moment nicht ohne
weiteres auf die allgemeine nichteuklidische MaBbestimmung Ubertragbar zu
sein,

"Das Wesentliche in dem gebrduchlichen [ euklidischen ] Ausdrucke
ist jedoch, daB er bestimmt ist, eine invariante Beziehung der
beiden Geraden zu ihren in der unendlich fernen Ebene gelegenen
abscluten Polaren zu geben, denn es ist die Linie kiirzester Ent-
fernung die durch den schnittpunkt dieser beiden Polaren gehende
Gerade, welche beide gegebene Linien trifft." (1874, 68)

Zu jeder Geraden ¢g des euklidischen Raumes gibt es ein zu ihr senk-
rechtes Parallelebenenblischel, dessen Trigergerade man als absolute Polare
von g beziglich des imagindren Kugelkreises bezeichnen kann. Die kilrzeste
Verbindung zweier windschiefer Geraden g und h . liegt dann auf der ein-
deutig bestimmten Treffgeraden von ¢ und h , sowie den Polaren g
und h' wvon g bzw. h 1in der unendlich fernen Ebene; letztere schneiden
sich ndmlich im Fernpunkt der Trigergeraden der kilirzesten Verbindung,

"wir werden daher auch bel allgemeiner MaBbestimmung das Moment
als eine invariante Beziehung der beiden Geraden zu ihren ab-
soluten Polaren auffassen, und zwar wollen wir statt der Geraden
sogleich zwei lineare Complexe ... annehmen." (1874, 68)

Definition Das gegenseltige Moment zwedlder
linearer Komplexe ist gleich dem Kosinus
der Neigung des einen gegen den absolut konjugierten
polaren Komplex des anderen (1874, 68).

Zur Berechnung des gegenseitigen Moments zweier linearer Komplexe muf
man die Koordinaten des absolut polaren Komplexes beziglich eines gegebenen
Komplexes bestimmen.

Die absolute Polare esiner Geraden p hat die Achsenkoordinaten (Abs.

3.3.3.1, Gleichung (17) )
1
] wee
PPix =3 2 i = 0 P
m,n

17)
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Die vollkommene Symmetrie zwischen den zueinander polaren Geraden p und
P' hat zur Folge, dafBl auch gilt

1
P'Pmn -y 2: (amrans - anrams)pi‘s . (25)
r,s

was sind nun die Koordinaten des zu einem linearen Komplex mit den Koordi-
naten Sk absolut polaren Komplexes c¢' 7?2
Die Gleichung des Komplexes ¢ ist etwa gegeben durch

R

i,k
Sind die Geraden Pix die absoluten Polaren der Geraden p&n eines line-

aren Komplexes Cik , d.h. des zu ¢ absolut polaren Komplexes, so gilt

- 1
Zj (aimakn akmain)pmn *
m,n

P'Pix =

NI

Setzt man dies in die Gleichung des Komplexes ¢ ein, so erhdlt man

1
———— - ! =
P 2 Cix ( %Z (aimakn akmain)pmn) ° -
Poix &
Diese Gleichung hat die Form
Z Cl p! -= O ’
mop mnomn
wobei
1
' -
PCun = 5 X Bni%nk = 2ni %md ik (26)

i,k
Man beachte, daB diese Beziehung die selbe Struktur wie die Polarenbezie-
hung (17) £ir Geraden hat. Natlirlich gilt auch hier eine Polarenbeziehung
der Form
P'Cix =§ )} (@i raxg = 2kr®16)Crs ° @7
X, s
Wie Lindemann (1874, 68f.) zeigte, stehen p und P' in der Beziehung
pp' = det (aik) .
Bildet man nun ganz analog wie beil den Linienkoordinaten (Abs. V 2.1}
den Ausdruck (¢',e) , so erhdlt man mit der Festlegung

ble,0) = é?k m%? (aimakn - akmain)cmncik
entsprechend zur Herleitung von (22) die Beziehungen p(c',c) = d(c,c)
und p'(e,c') = P(c',c') . Nun ist sicher (c,c') = (%) , also
p /e = Dlct,c')/ ¢(c,c) ., Zieht man einen weiteren linearen Komplex d
hinzu, so gilt offenbar p' (c,d) = O(c',d) und p' (d,e) = @', c)
= Ple,ay) = Ple',d) = p' (c,d) . weiter ist plc’,d') = &lc,a'),
also wegen Qfc',d) = (e, d") '

plet,a') = p' (c,d)

oder

pp' (c*,da')y = 9’2 (c,d)



Nach Erkd@rung ist nun das gegenseitige Moment der linearen Komplexe
¢ und d gleich dem Kosinus der Neigung der Komplexe ¢ und d' , d.h.
gleich dem Kosinus der Neigung des Komplexes ¢ und des absolut polaren
Komplexes von & , folglich gilt {1874, 69)

Glec,ar) o, c')
/Plc,c)  d(ar,ar) /P,y P, ey

P' (C,d) v P P' (C'd)
Y@, a) (p'/p) dle,a)  Vdle,o)  Pla, Q)

(c,d)
v det (aik) °
v ¢(C' Q) @(dld)

[H

Der arccos des Momentes 1d8t sich als Doppelverhidltnis deuten: dadurch er-
welst er sich als projektive Invariante. Um dies einzusehen, geht man von
dem durch die linearen Komplexe ¢ und 4&' Dbestimmten Komplexblischel aus.
Ist der Komplex d bekannt, so hat der absolut polare Komplex von d die
Achsenkoordinaten PDik , also lauten die Koordinaten eines bestimmten
Komplexes des Blischels in Achsenkoordinaten Cix + PN PDik) oder in
Strahlenkoordinaten Cix * X(pdik) . Das dazu absolut polare Blischel 13&Bt
sich dann darstellen durch

(ciy + Mpddy)) ' =pCly +App'Dyy = pCh + Alp'Dy)) .

Man beachte dabei: der absclut polare Komplex zu dik hat die Koordinaten
P 'Dix . Die Komplexe des Biischels c + A{pdf) , die mit ihren absolut
polaren in Involution liegen, ergeben sich dann aus der quadratischen
Gleichung in A

p (cthed® , c'+ Np'd) = 0 ,
d.h.

(cec') + AMlp(e',d*) + p' (c,d)) + N pp'(@,a) = o .,

Man interessiert sich nun fir den mit -i/2 multiplizierten Logarithmus
des Quotienten der beiden Wurzeln Al und Az dieser Gleichung. Sie hat

die Form &+ 2Ap + Xzy = O und somit ist (vgl. &bs, 1.2.2)
X
i 1n —i = 3racos ¢
2 Ay Vay
Wwegen pf(c',d’) =p'(c,d) wird 2p = 2p' (c,d); welter ist & = {c,c')

= q)(CrC)/P und ¥ = PP' (dld‘) = (PP'/F’) (b(dld) , also oy = (P Pl/
P 2) $lc,c) $(d,d) wund schlieRlich wird das genannte Doppelverhiltnis
gleich (1874, 69)

p'{c,d) det(a;,) (e,q)
= arccos

Jip'/p) dla,o) d(d,q) $(c.,c) ¢4, q)

arccos
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In wWorten: der arccos des Momentes ist gleich mit dem =i/2 multiplizierten

Logarithmus des Doppelverhdltnisses, gebildet von dem einen Komplex c ,
dem absolut Polaren d' des anderen und den beiden Komplexen des Blischels
¢ + Apd' , die mit ihren absolut polaren Komplexen in Involution liegen.
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Wiederum 1dBt sich zeigen (Lindemann 1874, 69f.),dan durch die Speziali-
sierung der MaBbestimmung auf den euklidischen Fall die bekannte Formel
(vgl. Abs. IV 5)

(e,d)
1

2 2 2 ’fz 2 .2
\/ Gy *Cyzteig Vv dptdyatdyy

herauskommt. Die oben gegebene gecmetrische Interpretation dieser Formel

kann beibehalten werden (vgl. die Ausfilhrungen am Ende des Abschnittes 3.4.
1):

"... das darin auftretende Doppelverhdltnis wird nunmehr ge-
bildet von dem einen gegebenen Complexe, der dem anderen zu=-
geordneten Geraden des unendlich fernen Strahlenbiischels und
den beiden Complexen der durch die gegebenen bestimmten
Gruppe [= Bilischell], welche die ihnen zugeordneten Strahlen
enthalten." (1874, 70)
Sind die linearen Komplexe speziell, so dndert sich nichts Wesentliches.
Der obige Ausdruck liefert dann unmittelbar das halbe Produkt der kiirzesten

Entfernung mit dem Sinus der Neigung.

Setzt man ¢ = d , so erhdlt man im nichteuklidischen Fall die Verall=~
gemeinerung des Parameters des linearen Komplexes, d.h. das Moment des
linearen Komplexes in Bezug auf sich selbst.

3.4.3 Die Intensitdt einer unendlich kleinen Bewegung

Lindemann berechnete zundchst mit Hilfe des nichteuklidischen infinitesi-
malen Streckenelements23 die" Intensditidt" einer unendlich kleinen
Bewegung eines Punktes x ldngs seiner Charakteristik p . Wie sich
zeigte, ist die Intensitdt ein MaB fir die Geschwindigkeit dieser Bewegung,
anstatt von einer unendlich kleinen Bewegung 1&Bt sich also auch von einer
(momentanen) Geschwindigkeitsverteilung sprechen. Die so berechnete Inten-
sitdt hd&ngt aber von den Koordinaten des Punktes x ab,; Lindemann konnte
einstweilen nur mit geometrischen Argumenten darauf hinweisen, daB diese
v8llig unabhdngig vom gewdhlten Punkt x auf p ist. Weiter unten griff
er dieses Problem wieder auf (1874, 128f.) und zeigte, wie sich die Inten-
sitdt allein aus den Koordinaten der unendlich kleinen Bewegung, bzw. des
ihr zugrundeliegenden linearen Komplexes, berechnen 18B8t. Sind etwa Rik
die Achsenkoordinaten einer unendlich kleinen Rotation R , so wird
ihre Intensitdt gleich (1874, 129)

& (R, R)
det (aik)

und entsprechend fiir eine unendlich kleine Translation T mit den Strahlen-
kocordinaten tik
d (t,t)

det (aik)

vl =
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wobel z:a X X = O wieder die Gleichung der Fundamentalfliche der
MaBbestimm&%gidgrstellt. Diese ausdriicke Ubertragen sich natlirlich so-

fort auf Sy s t e m e wvon unendlich kleinen Rotationen bzw. Transla-
tionen, d.h. auf unendlich kleine Bewegungen der allgemeinsten Natur. Linde-
mann d e f inierte die Intensitdt eines solchen Systems mit den
Koordinaten R;, oder +,,  durch dieselben Ausdriicke IRl bzw. il
(1874, 130).

3.5 Uber Begriff und MaB der Kraft

3.5.1 Grundsdtzliches zum Begriff der Kraft

Bisher wurden ausschlieBlich unendlich kleine Bewegungen und deren Ge-
setgmédfigkeiten betrachtet. Diese lieBen sich rein deduktiv aus der Be-
trachtung unendlich kleiner linearer Transformationen, welche die Punda-
mentalflidche invariant lassen, ableiten. Zur Bestimmung des Kraftbegriffs
steht man vor einer anderen Situation. Im Rahmen des euklidischen Raumes
lassen sich seine GesetzmdBigkeiten mit Hilfe von Experimenten fegst-
stellen - dies geht aber im allgemeinen in einem nichteuklidischen Raum nicht mehr.

“Wenn wir den Begriff der Kraft fir unsere allgemeine MabB-
bestimmung genau feststellen wollen, kommt es darauf an,
das ihm bei der gebrduchlichen Vorstellung nur in Folge
der speciellen Natur unserer [euklidischen] MaBgeometrie
Anhaftende von ihm zu trennen und so die Seiten des Kraft-
begriffes zu kennzeichnen, welche unabhidngig davon be-
stehen bleiben, eine Aufgabe, deren LOsung uns die bisher
gewonnenen Anschauungen iber unendlich kleine Bewegungen
ermbglichen werden." (1874, 116)

Der wesentliche Gedanke besteht in der Verwendung der vom euklidischen
Raum her bekannten Analogie zwischen den Gesetzen der Zusammensetzung un-
endlich kleiner Bewegungen und der Zusammensetzung von Krdften, Im eukli-
dischen Fall stehen sich gegeniiber

die Translation und das Kriftepaar (freie Vektoren)

sowie

die Rotation und die Einzelkraft (Stdbe, d.h. liniengebundene

Vektoren) .

Das euklidische winkelmaB ist e 1 1 i p ti s cher Natur, d.h.

im projektiven Sinne n i ¢ h t ausgeartet. Beim Ubergang zur allge-
meinen nichteuklidischen MaBbestimmung werden folglich alle auf Winkel
bezliglichen Sdtze sich im wesentlichen nicht &ndern. Es ist sinnvoll, nach
dem Prinzip der oben genannten Analogie folgenden Grundsatz an die Spitze

der Betrachtungen zu stellen.

Grundsatz "Die Zusamnmensetzung der Krifte geschieht nach den-
selben Gesetzen wie die der unendlich kleinen Ro-
tationen." (1874, 117)
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Der Begriff der Kraft im Rahmen der nichteuklidischen Mechanik hat also rein
mathematisch-definitorischen Charakter. Er gibt nur an, w i e man sich
einen solchen sinnvoll denken kann und muB. Ob ihm ein Aquivalent in der
Welt der Wahrnehmungen entspricht, ist dadurch in keiner Weise festge-
stellt. Lindemann geht auf dieses Problem auch an keiner Stelle ein (vgl.
dazu Abs. 3.1).

3.5.2 Rotationskrdfte und Translationskrifte

Es ergab sich schon mehrfach Gelegenheit, darauf hinzuweisen, wie im
euklidischen Raum Rotationen und Translationen (Rotationspéare) einen
wesentlichen Unterschied aufweisen: erstere bestimmen eindeutig eine Achse,
letztere nur eine Richtung. Entsprechendes gilt fiir Einzelkrifte und
Drehmomente (Kridftepaare).

In der nichteuklidischen Geometrie liegen die Verhdltnisse ganz anders.
Neben den Begriff der Rotation u m eine Achse stellt sich v8llig gleich-
berechtigt der Begriff der Translation 1 8 n g s einer Achse {(Abs. 3.2}.
Beide gehorchen denselben Gesetzen der Zusammensetzung. Im Grundsatz vom
letzten Abschnitt wurden den Rotationen die Einzelkridfte gegeniibergestellt.
Diese wirken ldngs einer Achse auf einen Punkt, den Angr i f £ s -
punkt der Einzelkraft, sie sollen deshalb T ranslations -
krd8f te genannt werden., In ganz entsprechender Weise 128t sich nun
der Translation, hier im nichteuklidischen Falle ebenso mit wohlbestimmter
Achse, Aie Dreh~ oder Ro tationskraft als kcordinierter Be-
griff gegeniiberstellen. Letztere tritt an Stelle des der euklidischen Trans-
lation zugeordneten Drehmomentes. Eine Rotationskraft wirkt im Gegensatz
dazu nunmehr um eine wohlbestimmte Achse auf eine Ebene derselben, die
Angriffsebene der Rotationskraft.

"Eine Drehkraft steht einer Translationskraft dann ebenso duali-
stisch gegeniiber, wie eine Rotation einer Translation, und ent-
sprechend gilt dex Satz: E 1 ne um eine Achse

wirkende Rotationskraft ist iden-~
tisch mit einer nach der absoluten
Polare dieser Achse wirkenden

Translationskratft" (1874, 118) und umgekehrt.

Daraus feclgt, dass die Zusammensetzung beider Arten von Krdften genau
denselben Gesetzen gehorchen; man kann den Grundsatz nunmehr folgender-
maBen verallgemeinern:

Grundsataz "Rotations- und Translationskrdfte setzen sich zusammen
wie unendlich kleine Translationen bzw. Rota-
tionen." (1874, 118)

Verfolgt man die Analogie von unendlich kleinen Bewegungen und Kraften
weiter, so wird man ohne weiteres dazu gefiihrt, als die Ko o r d i -
naten einer Kraf t die absoluten Werte der Koordinaten der
dazugehdrigen Achse zu definieren. Die I n ten s i t d t oder das
MaB einer Rotationskraft R (vgl. Abs. 3.4.3), ge-
geben durch die Achsenkoordinaten Rip » wird dann (1874, 129}



¢ (R, R}
[ /A
4 det (aik)
und dieIntensitdt einer Translationskraft
T , gegeben durch die Strahlenkoordinaten tik , wird

3.5.3 Zusammensetzung von Kraften

GemdB dem vorhergehenden Abschnitt lassen sich Krifte durch ihre Koordi-
naten definieren, es gilt also der
Satz "Krafte setzen sich zusammen, indem sich ihre Coordinaten
addiren". (1874, 120)
Natlirlich darf man dabei nur gleichartige Krdfte (d.h. nur Rotations- oder
Translationskrdfte) miteinander kombinieren.

"Sind die ... Axen der Krédfte beliebig im Raume vertheilt,so
kdnnen wir, indem wir eine Rotationskraft durch eine Trans-
lationskraft nach der absoluten Polare ihrer Axe ersetzen,
alles auf Translationskrdfte allein zurlickfihren und die
Addition ihrer Coordinaten ergibt dann 6 GrdBen , welche wir
als Coordinaten des Kraftsystens
bezeichnen wollen, und die wir als Coordinaten eines line-
aren Complexes auffassen kdnnen. Das Kraftsystem ist dann
dquivalent mit zwei Translationskrdften [ =Translations-
kraftkreuzl, welche nach zweil in Bezug auf den Complex
conjugirten Geraden wirken." (1874, 121)

165

Lindemann nannte diesen linearen Komplex den dem Kra ftsystenm

zugeordneten Translationskonmnplex., In der~
selben Weise lassen sich nattrlich alle Krdfte mit Hilfe von Rotations-
krdaften darstellen und man kommt so zum Begriff des dem Kraf t -
system zugeordneten Rotationskomplezxe s.
Diese beiden linearen Komplexe sind zueinander bezliglich der Fundamental-
flache polar. Im euklidischen Falle existiert nur der Translationskomplex.
Sind die Komplexe speziell, so ist das Kraftsystem durch eine Einzelkraft
ersetzbar.

Die Intensitéd+t eines Kraftsystems ist formal gleich erkldrt
wie diejenige einer Einzelkraft {abs. 3.5.2).

3.5.4 Zusammensetzung von Kraftsystemen

Die Koordinaten eines Kraftsystems sind durch Addition der Koordinaten
von Einzelkrdften definiert. Deshalb gilt der
Satz "Kraftsysteme setzen sich zusammen, indem sich ihre
Coordinaten addiren." (1874, 121)

addiert man die Koordinaten zweier Kraftsysteme bzw. der ihnen zugehSri-



Tabelle 1 : Grundbegriffe der nichteuklidischen geometrischen Kinematik und Statik

Kinematisch

Geometrisch

Statisch

Rotatorisch

Rotation

Koordinaten = absolute
Koordinaten der Achse

Zusammensetzung = Addition
der Koordinaten

Rotationssystem

Koordinaten = absolute
Koordinaten des linearen
Komplexes

Zusammensetzung = Addition
der Koordinaten

Zwel erzeugende Rotationen
Rotationssystem als Raumele-

Spezieller linearer

Komplex

Koordinaten = relative
Koordinaten der Achse

Linearer Komplex
(Rotationskomplex)

Koordinaten = relative
Koordinaten

Konjugierte Geraden
Linearer Komplex als

Rotationskraft
(angriffsebene)

Koordinaten = absolute
Koordinaten

Zusammensetzung =
Addition der Koordi-
naten

Rotationskraftsystem

Koordinaten = absolute
Kocrdinaten des line-—
aren Komplexes

Zusammensetzung =
addition der Koordi-
naten

Rotationskraftkreuz
Rotationskraftsystem als

ment Raunmelement Raumelement
°°6Rotationssysteme ooslineare Komplexe ©o " Rotationskraft -
systeme
3 ~——— —
Dual im P ‘ Analogie
Translation Spezieller linearer Translationskraft
Konmplex {(Angriffspunkt)

Translatorisch

Koordinaten = absolute
Koordinaten des Strahls

Zusanmensetzung = Addition
der Koordinaten

Translationssystem

Koordinaten = absolute
Koordinaten des linearen

Zusammensetzung = Addition
der Koordinaten

Zwel erzeugende Trans-
lationen

Translationssystem als

Raumelement

uf Translationssystemne

Koordinaten = relative
Koordinaten des Strahls

Linearer Komplex
{Translationskomplex)

Koordinaten = relative
Koordinaten

Konjugierte Geraden

Linearer Komplex als
Raumelement

oo§ lineare Komplexe

Koordinaten = absolute
Koordinaten des Strahl
Zusammensetzung =
Addition der Koordi-
naten

Translationskraftsystem

Koordinaten = absclute
Koordinaten des line-
aren Komplexes

Zusammensetzung =
Addition der Koordi-
naten

Translationskraft—
kreuz

Translationskraftsystem
als Raumelement

oo Rotationskraft-
systeme

96T
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gen linearen Komplexe, so erhdlt man ein drittes Kraftsystem, dessen zuge-
horiger linearer Komplex im durch die beiden ersten Komplexe bestimmten
Blischel liegt. Dieses Komplexblis¢hel ist vollstdndig durch den geomet-
rischen Ort der Hauptachsen seiner Komplexe bestimmt. Im euklidischen Fall
ist dies eine Regelflidche dritten Grades, das sogenannte Zylindroid (vgl.
Abs, IV 4.4), und im nichteuklidischen Fall eine Regelflédche vierten
Grades (1874, 135f).

Diese Flidche vierten Grades hat eine #Zhnliche Bedeutung wie das Zylin-
droids: FUr zwei beliebige lineare Komplexe (Kraftsysteme) des entsprechenden
Blischels gehdren die Hauptachsen des "resultierenden" Komplexes (Kraft-
systems) ebenfalls zu dieser Fliche.

3.5.5 Zusammenfassung: Tabelle der gegenseitigen Beziehungen von
unendlich kleinen Bewegungen und Kraften

Aufgrund des nichtausgearteten Charakters der allgemeinen projektiven
MaBbestimmung kommt das Dualitdtsprinzip im nichteuklidischen Raum in allen
Einzelheiten zur Erscheinung. Man erhdlt dadurch eine vollkommene Symmetrie
zwischen den rotatorischen und den translatorischen Begriffen (vgl. Tabelle
1.

Wegen der postulierten Analogie zwischen den Gesetzen der Zusammensetzung
unendlich kleiner Bewegungen und Krdfte stellt sich neben jeden rein geo-
metrischen Begriff (in der Mitte der Tabelle 1) sowchl ein kinematischer
wie ein statischer Begriff - und dies sogar in doppelter Weise wegen des
Dualitédtsprinzips im dreidimensionalen
projektiven R aum, Letzteres vermittelt zwischen "oben" und
"unten" d.h., zwischen "rotatorisch" und "translatorisch", die An a l o -

g i e koordiniert die Begriffe Ubers Kreuz. Es wird sich spdter zeigen, daB
dieser zundchst nur postulierten Koordination der kinematischen und stati-
schen Begriffe eine Polaritdt im fiinfdimensionalen projektiven Raum der line-
aren Komplexe zugrundeliegt (Abs. 3.7.2).

3.6 Theorie der Momente

3.6.1 Grundsdtzliches zum Begriff des Momentes

Risher wurden die kinematischen und statischen Grundbegriffe nur neben-
einandergestellt und auf ihre auf sich selbst beruhenden GesetzmdBig-
keiten hin untersucht. Als Leitprinzip diente die mehrfach erwdhnte Ana-
logie zwischen dem Verhalten der Krdfte und demjenigen der unendlich
kleinen Bewegungen. Im vorliegenden Abschnitt sollen die neu gewonnenen
Begriffe direkt aufeinander bezogen werden,um so in das eigentlich Mecha-
nische (innerhalb der Statik) vorzustoBen. Dies geschieht mit Hilfe der
im Abschnitt 3.4 aufgestellten metrischen Beziehungen, die zu einer Theo-
rie der Momente ausgebaut werden kdnnen. Um ein mdglichst deutliches Bild
der vorliegenden Verhidltnisse zu geben, werden alle S3tze in Worten aus-
formuliert und zugleich in einer bestimmten Struktur angeordnet (Tab.2 u. 3).



Tabelle 2 : Der Momentbegriff in der nichteuklidischen geometrischen Mechanik

Kinematisch

Geometrisch

Mechandisch

cveen

Spezieller

Rotationskraft (Achse r)

iinearer Verschiebungsmoment V_ Qgghggmggg_gR
Komplex bezliglich eines Strahls a bezliglich einer Achse
a
=Moment der Achsen a und =Moment von r mit der
r mal Intensitd@t der Kraft absoluten Polaren a'
mal Intensitdt der
Rotatorisch Kraft
=Kosinus der Neigung
von a2 und r mal
Intensitdt der Kraft
erena Linearer Rotationskraftsystem R
Komplex Verschiebungsmoment VR Drehmoment DR
bezlglich eines Strahls a beziiglich einer Achse
a
=Moment des Kraftsystems R =Kosinus der Neigung
mit a mal Intensitdt von R von a und R mal
Intensitdt von R
=prop. (R,A}
Nach Definition ist VR = VT und DR = DT
feeen Spezieller Translationskraft (Strahl r)
linearer
Komplex Verschiebungsmoment VT QEEEEEEEEE_BT
beziiglich eines Strahls a bezliglich einer Achse
a
=Moment von r mit der abso- =Moment von a und T
Juten Polaren a' mal Inten- mal Intensitdt ger
sitdt der Kraft Kraft
Translatorisch =Kosinug der Neigung wvon a
und r mal Intensitit der
Kraft
sevae Linearer Transliationskraftsystem T
Komplex Drehmoment D

Verschiebungsmoment V.

beziliglich eines Strahls a
=Koginus der Neigung von a
und T mal Intensitdt von T

ST

beziiglich einer aAchse a
=Moment des Kraftsystems
T mit @ mal Intensitdt
von T

= prop. (T,4)

8sT



"Als Drehmoment einer Kraft in Bezug
auf eine Axe definieréen wir gewShnlich die GrodBe, um
welche die Kraft den Korper an dem sie angebracht ist, um die
Axe, wenn diese festgehalten wird, zu drehen strebt. Vollkommen
dualistisch entsprechend miissen wir nun auch ein
Verschiebungsmoment elnex Kratt
in Bezug auf einen Strahl einfiihren;
dies drickt dann die Gr&Be aus, um welche die Kraft den bez.
K6rper nach dem Strahle zu verschieben strebt, wenn er festge-
halten wird. Das Verschiebungsmoment einer Translationskraft
in Bezug auf eine Gerade tritt demnach an Stelle der P r o -
jection der Kraft auf diese bei specieller
{d.h. euklidischer] MaBbestimmung.” (1874, 122)

Anstatt Drehmomente und Verschiebungsmomente flir Krdfte zu betrachten,
konnte man dasselbe auch fir unendlich kleine Bewegungen tun. Dieses wurde
aber von Lindemann nicht weiter ausgefiihrt, da alle auf Krifte beziiglichen
Definitionen und sS&dtze sich ohne weiteres flir unendlich kleine Bewegungen
libersetzen lassen. Es war Ubrigens M8bius in (1838), der die filir die
euklidische Kinematik giiltigen 8idtze zuerst formulierte. Die euklidische
Theorie der Momente im Linien- und Komplexraum geht auf Battaglini (1869b)

zuriick (vgl. Abs.IV 6).

3.6.2 Drehmomente und Vergchiebungsmomente

Die wichtigsten Definitionen sind in Tabelle 2 zusammengestellt,

3.6.3 Mcmente von Kraftsystemen

Die Formulierung des gegenseitigen Momentes zweier Kraftsysteme be-
deutet eigentlich, daB man von der Auffassung eines Kraftsystems als
Summe oder als Menge von Kriften iibergeht zur Auffassung eines Kraft-
systems als einheitliches Gebilde, d.h. als Raumelement (Tabelle 3).

Wie Lindemann (1874, 131f.) zeigte, ist das Verschiebungsmoment
eines Rotationskraftsystems R bezliglich eines linearen Komplexes A
proportional zu

(ReA) = RyoAgu+tRy qAy ¥R 4By 3 +R 34 A1 5 +R )5 A 3HR) 3R 4

und das Drehmoment eines Translationskraftsystems T Dbeziiglich A
proportional zu (T,a) .

Ist A ein spezieller Komplex, d.h. gilt {(A,A) = 0 , so folgt
daraus sofort (wegen VR = VT und DR = DT - vgl. Tabelle 3}:
“Das Drehmoment eines Kraftsystems “"Das Verschiebungsmoment eines
verschwindet flir alle Geraden Kraftsystems verschwindet fiur
des zugehtrigen Translations- alle Geraden des zugehdrigen
complexes." (1874, 126) Rotationscomplexes." (1874,126)
penn (T,A) = O ist PDenn (R,A) = O ist
die Gleichung des Translations- die Gleichung des Rotations-

komplexes. komplexes.
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Tabelle 3 : Der Momentbegriff in der nichteuklidischen geometrischen Mechanik

Kirematisch Geometrisch Mechandiscach
. Rotationskraftsystem R
vene Linearer
Komplex als Verschiebungsmoment VR Drehmoment DR
Raumelement beziiglich eines linearen beziiglich eines line-
Komplexes A aren Komplexes A
= Moment der beiden = Kesinus der Neigung
Komplexe mal Inten-~ der beiden Komplexe
sitdt von R mal Intensitdt von
Rotatorisch = prop. (R, A) R
ccee- (absolute
Koordinaten} (Koordinaten des Rotationskraftsystems = Verschie-
bungsmomente nach den Kanten des Koordinaten-
tetraeders.)

Satz Verschiebungsmoment Satz Drehmoment von
von R bezliglich seines R beziiglich
eigenen Komplexes = seines eigenen
Moment des Komplexes Komplexes
bezliglich sich selbst =Intensitit von R
(Parameter) mal Inten~
sitdt von R

Nach Definition ist VR = Vn und Dp = Dy

o lLinearer Translationskraftsystem T
Komplex als Verschiebungsmoment VT Drehmoment D
Raumelement ’ T
bezliglich eines linearen beziiglich eines line-
Komplexes A aren Komplexes A
= Kosinus der Neidung der = Moment der beiden
beiden Komplexe mal Komplexe mal Inten-
Intensitdt von T sitdt von T
= prop. (T,a)
Translatorisch
ceens (absolute (Koordinaten des Translationskraftsystems = Drehmomente
Koordinaten) um die Kanten des Koordinatentetraeders)

Satz Verschiebungsmoment
von T bezliglich seines
eigenen Komplexes
= Intensitdt wvon T

Satz  Drehmoment von T
beziiglich seines
eigenen Komplexes
= Moment des Komplexes

bezliiglich sich selbst
{Parameter) mal
Intensitdt
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Flir die euklidische Mechanik hatte zuerst Mdbius (1833) auf die Be-
deutung des linearen Komplexes {den Komplex der Nullgeraden - vgl. Abs,
IIT 2.1) besonders aufmerksam gemacht.

Ist A ein nicht spezieller linearer Komplex, so ergibt sich als
wichtige Verallgemeinerung der obigen S8tze:

Es gibt vierfach unendlich Es gibt vierfach unendlich viele
viele lineare Komplexe, bezlig- lineare Komplexe bezliglich denen
lich denen das Drehmoment das Verschiebungsmoment eines
eines Kraftsystems ver- Kraftsystems verschwindet.
schwindet.

Diese Komplexe liegen alle Diese Komplexe liegen alle in
in Involution mit dem Involution mit dem Rotations-
Translationskomplex, komplex. (1874, 132)

(1874, 132)

3.7 Der Begriff der Arbeit

3.7.1 Grundsadtzliches zum Begriff der Arbeit

Mit den gegebenen Definitionen der gegenseitigen Momente veon unendlich
kleinen Bewegungen und Kraftsystemen ist es nicht mehr schwer, den Be-
griff der Arbeit eines Kraftsystems bezliglich einer unendlich kleinen
Bewegung zu bestimmen. Man kann dies auf verschiedene Weisentun
(Tabelle 4), die natlirlich alle miteinander dguivalent sind. (1874, §14)

Sind Tik oder Rik die Koordinaten des einem Kraftsystem zuge-
horigen Translationskomplexes bzw. Rotationskomplexes und Tik oder
Rik die Koordinaten des einer unendlich kleinen Bewegung zugeordneten
Translationskomplexes bzw. Rotationskomplexes, so zeigt Lindemann (1874,
140), daB die A r b e i t A proportional ist der GroBe

R )
Y Rixtlx = (R, T")
i,k=1
oder 6
z: Tikrik = (T,R") .
i,k=1

Ist das Kraftsystem im Gleichgewicht, so muB die virtuelle Arbeit ver-
schwinden, d.h, fir sdmtliche mit dem betrachteten starren Kdrper ver-
trdglichen unendlich kleinen Bewegungen verschwindet die Arbeit A
also gilt:

(R, T") 0 flur alle T' |,

n

oder

(T,R") 0 flir alle R' .
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Tabelle 4 : Der Arbeitsbegriff in der nichteuklidischen geometrischen Mechanik

Elementararbeit

einer Rotationskraft (eines Rotationskraftsystems) beziiglich einer

Rotation mit Achse a Translation mit Strahl a
= Drehmoment der Kraft (des Kraft- = Verschiebungsmoment der Kraft
systems) (des Kraftsystems)
um a mal Intensitdt der Rotation lings a mal Intensitit der Translation

Rotatorisch Arbeit eines Rotationskraftsystems
beziiglich eines
Rotationssystems R Translationssystems T
= Drehmoment bezliglich R mal = Verschiebungsmoment beziiglich T
Intensitdt von R mal Intensitdt von T
Elementararbeit
einer Translationskraft (eines Translationskrafisystems)
beziglich einer
Rotation mit Achse a Translation mit Strahl a
= Drehmoment der Kraft (des Kraft- = Verschiebungsmoment der Kraft
systems) (des Kraftsystems)
um a mal Intensitdt der Rotation ldngs a mal Intensitdt der Translation
Translatorisch Arbeit eines Translationskraftsystems

beziiglich eines

Rotaticonssystens R Translationssystems T

= Drehmoment beziliglich R mal = Verschiebungsmoment beziglich T
Intensitdt von R mal Intensitdt von T
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Dies ist das Prinzip der virtuellen Arbedit in
der nichteuklidischen Mechanik des starren Kdrpers in seiner allge-
meinsten Formulierung.

-

3.7.2 Die analogie zwischen Kriftesystemen und unendlich kleinen Be-
wegungen als Polaritdt im Komplexraum

Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit gelingt es Lindemann, den
krdnenden SchluBistein seiner ganzen Betrachtungen zur nichteuklidischen
Fassung der kinematischen und statischen Grundbegriffe zu setzen. Wie
schon frither von Klein fiir den euklidischen Fall gezeigt wurde (Abs. V
2.6), léBt sich mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit eine
vhysikalische und geometrische Interpretation der mathematischen Koordi-
nation oder Analogie, die zwischen Krdften und unendlich kleinen Bewegungen
waltet, gewinnen. Auf diese Tatsache hatterKlein (1871b} mit besonderem
Nachdruck hingewiesen. Man sieht diese nun in verallgemeinerter Form
wieder in der nichteuklidischen Mechanik des starren Korpers hervortreten.
Bedeutet doch das Verschwinden der Ausdriicke (R,T') und (T,R*') nichts
anderes, als daB die entsprechenden linearen Komplexe 1in I nv o -

1l ution liegen. Es gilt also der fundamentale

S atzsz Flir ein gegebenes Kraftsystem gibt es filinffach unendlich
viele (oos) infinitesimale Bewegungen, beziiglich denen
es keine Arbeit leistet und umgekehrt. -

Einem Kraftsystem sind diejenigen vierfach unendlich
vielen (004) linearen Komplexe als Translationskomplexe
der Bewegung gzugeordnet, welche mit dem Rotationskomplex
des gegebenen Kraftsystems in Involution liegen, und als
Rotationskomplexe der Bewegung diejenigen vierfach unend-
lich vielen (004) linearen Komplexe, welche mit dem
Translationskomplex des Kraftsystems in Involution
liegen. (1874, 141}

Die Gleichung (R,T') = 0O bzw. (T,R') =0 , d.h. die Involutions-
beziehung, induziert eine Polaritdtsbeziehung im Raum der linearen Komp-
lexe, der die aus speziellen linearen Komplexen bestehende Fl&che
zweiten Grades (R,R) = (T,7) = 0 im Komplexraum zugrunde liegt.

Durch diese Verhd8ltnisse ist die Analogie zwischen unendlich kleinen Be-
wegungen und Kraftsystemen als eine polare Relation im Raum der linearen
Komplexe gekennzeichnet. Es stehen sich aber jetzt nicht nur die Rotation
oder Rotatlonssysteme und die Translationskrdfte bzw. Translationskraft-
systeme polar gegeniiber, sondern auch die Translationen oder Translations-
systeme und die Rotationskrifte bzw. Rotationskraftsysteme (vgl. Tab.l,
Abs. 3.5.5). '
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Ausgedriickt in Koordinatenbeziehungen im Komplexrauwm lautet obiger

Satz Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordi-
naten eines Kraftsystems wird eine unendlich kleine Be-
wegung dargestellt.
Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordi-
naten einer unendlich kleinen Bewegung wird ein Kraft-
system dargestellt,
Dabei stehen sich jedesmal Rotations- und Translations-
koordinaten (d.h. auf Rotations- bzw. Translations-
komplexe bezigliche Koordinaten) gegeniber. (1874, 141)

Bei euklidischer, d.h. spezieller MaRbestimmung existieren, wenn man von
Krédftepaaren und Translationen absieht, nur noch die Translationskoordi-
naten der Krafte und die Rotationskcordinaten der infinitesimalen Be-
wegung.,

Was hier Translations- oder Rotationskoor-
dinaten genannt wird, hingt mit der jeweils verschiedenen Dar-
stellung zusammen, in der man ein Kraftsystem bzw. ein Bewegungssystem

auffassen kann: als Translations-~ oder als Rotationskomplex.

aufgrund der durch das Prinzip der virtuellen Arbeit, d.h. geometrisch
durch die Involutionsbeziehung im Komplexraum, vermittelten Polaritat, die
in den beiden obigen S&tzen ausformuliert wurde, ist es wieder notwendig
{(wie in entsprechender Weise im euklidischen Fall - vgl. Abs. V 2.3 und
2.6), z. B, die Koordinaten des Translationskomplexes als Hyperebenen-
koordinaten im Komplexraum zu interbretieren. Die Involutionsbeziehung
zwischen einem Rotationskomplex (Translationskomplex) und einem Trans-
lationskomplex (Rotationskomplex) bedeutet dann, daB der Rotationskomplex
mit der durch den Translationskomplex reprdsentierten Hyperebene inzi-
dent ist. auf diese Weise erhdlt man auch in den Koordinaten-Beziehungen
eine vollkommene, durch die Polaritd@t gegebene Symmetrie. In dieser ist
dann wieder der tiefere Grund der mehrfach genannten Analogie zu suchen:
zueinander polare Gebilde gehorchen den gleichen formalen GesetznaBig-
keiten,

Neben die Dualitdt im gewbhnlichen dreidimensicnalen projektiven Raum,
die durch die Darstellung wvon Liniengebilden in Strahlen- oder Achsen-
koordinaten zum Ausdruck kommt, stellt sich nunmehr die Polaritdt im
fiinfdimensionalen projektiven Raum der linearen Komplexe, dargestellt
durch die Rotationskoordinaten (=Komplexkoordinaten) und die Translations-
koordinaten (=Hyperebenenkocordinaten). Wie man aus der Tabelle 1 (Abs.
3.5.5) sieht, sind diese beiden Polarititen innig miteinander verwoben
und verschrdnkt. Und dies ist ein wesentlicher Aspekt der ganzen Sache:

In der nichteuklidischen Mechanik des starren K&rpers ordnen sich die
Grundbegriffe der Kinematik und Statik gemdB der Dualit&t im gewdhnlichen
dreidimensicnalen projektiven Raum und der durch die Involutionsbeziehung
im Komplexraum vermittelten Polaritdt (Tab. 1). Kinematik
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d Statik erweilisen sich dadurch als in

-

nem doppelten Sinne dual oder polar zus=-
einander.

Wie man weiter unten sehen wird (abs. VII 1.3), lassen sich diese
Polaritdtsbeziehungen in einem bestimmten Sinne auf die Dynamik des
starren Kérpers ausdehnen, Auf diese Frage geht Lindemann aber nicht mehr
ein, Sie gehdrte nicht mehr zu dem von Klein gestellten Problemkreis: die
projektiven Verallgemeinerungen der Grundbegriffe der Statik und Kinematik

des starren Korpers zu untersuchen.

3.8 Zusammenfassende wirdigung Lindemanns

3.8.1 Uber die Bedeutung der nichteuklidischen Fassung
mechanischer Grundbegriffe

Die Entdeckung der Einbettung der euklidischen und nichteuklidischen
Geometrie in die projektive Geometrie mit Hilfe der projektiven
MaBbestimmung durch Cayley und Klein erlaubte es, die euklidische Geo-
metrie unter einem ganz neuen Lichte zu betrachten. Man erkannte, daf der
euklidischen Geometrle ein Fundamentalgebilde zugrunde liegt, das einen
wesentlich undualistischen, ausgearteten Charakter hat.

"Um vom projectivischen Standpunkte aus auch die metrischen
[d.h. euklidischen ] Eigenschaften der riumlichen Figuren
aufzufassen, bedient man sich bekanntlich nach C has 1l e s
eines imagindren Kegelschnitts [imagindrer Kugelkreis], der
als absolut fest und in der unendlich fernen Ebene gelegen
gedacht wird. Es ist dadurch der undualistische Charakter
unserer MaBbestimmung gekennzeichnet, indem die unendlich
fernen Punkte eine Ebene bilden, wdhrend die unendlich
fernen (und hier imagindren) Ebenen einen Kegelschnitt um-
hillien. Man kann nun eine allgemeine Mafbestimmung aufstellen,
bei der die Dualitdt in jeder Weise gewahrt wird, und als
deren Ausartung die thatsdchlich gegebene dann erscheint,
wenn man nach Cayley eine allgemeine Flache zweiten Grades
statt des imagindren Kegelschnittes zu Grunde legt."
(Lindemann 1873, 122)

Es geh8rte zu den tieferen Uberzeugungen Kleins und seines Schiilers
Lindemann, daB vom Standpunkt der projektiven Geometrie aus die speziellen
Verh3ltnisse der euklidischen Geometrie und Mechanik viel besser ver-
standen und gewlirdigt werden kdnnen, Und die nihere Untersuchung der Mecha-
nik in diesem Zusammenhange hat ihnen Recht gegeben.

Neben diesem allgemeinen Gesichtspunkt sollen vier Momente herausge-
hoben werden, die an Lindemanns Arbeit (1874) in systematischem und
historischem Sinne wvon besonderer Bedeutung sind.

l.Lindemann untersuchte zum ersten
Mal systematisch die Beziehungen der
nichteuklidischen Geometrdide
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zuyry Linlengeometrie. Seine Dissertation konnte

als wichtiger Beitrag zur Weiterentwicklung der nichteuklidischen Geo-
metrie im Sinne von Felix Klein gelten, ihr frihes Erscheinen24 im 7,
Band der "Mathematischen Annalen®” im Jahre 1874 trug 2u ihrer raschen
Verbreitung bei und lieR sie zu einer damals im Rahmen des Fachgebietes
der projektiven und nichteuklidischen Geometrie vielzitierten Arbeit
werden (vgl. dazu Kap. VII).

2, Die Dissertation Lindemanns trug
wesentlich zur Bewdhrung und Bereiche -
rung der Methocden der projektiven ungd
nichteuklidischen Geometrie an einenmn
etablierten Gegenstande der mathema~
tischen Physik, der Mechanik des starren
KOrpers, bei. Es handelte sich bei Lindemann (1874) um den ersten

vVersuch, Kinematische und statische Grundbegriffe aufBerhalb des eukli-
dischen Anschauungsraumes in allen Einzelheiten und Konsequenzen durch-
zudenken. Lindemanns Arbeit war zudem ein wichtiger Beitrag zur Weiter-
entwicklung und Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie im Rahmen der
projektiven Geometrie iliberhaupt (vgl. dazu Abs. 3.8.2 und insbesondere
Kap. VII). Lindemann gehdrte damit in die erste Reihe derjenigen Mathe-
matiker, die sich um die LoslSsung der Raumvorstellungen und physika-
lischen Begriffsbildungen von den Fesseln des euklidischen Anschauungs-
raumes bemiihten (vgl. Abs., 2.3). Wie schon im Abschnitt 3.1 bemerkt
wurde, ging es Lindemann in keiner Weise darum, seine Untersuchungen als
relevant fiir die Wirklichkeit zu betrachten. Es geblthrt ihm aber das
Verdienst, in préziser und durchschaubarer Weise physikalische Begriffe
gebildet zu haben, die der M 8 gl i c h ke i t nach wirklich sind.-
Da sich durch Experimente auf der Erde nicht feststellen 1dB8t, ob der
Raum, der der Physik zugrunde liegt, euklidisch oder nichteuklidisch ist,
ist tiber die Anwendbarkeit dieser Begriffe, insbesondere des erwelterten
Kraftbegriffes, noch nicht das letzte Wort gesprochen.

3.Im AnschluB8 an Klein z2o0g Lindemann
konseguent mehr als dreidimensionale
Rdume in seine Betrachtungen mit ein.

Auch hier mupB er zu den ersten gezdhlt werden, die dies im Zusammenhang
mit der Mechanik des starren KOrpers durchfilhrten. - Untersuchungen zu
mechanischen Problemen in n-dimensionalen R&umen begannen etwa zur

selben Zeit.25

4. Un ter dem EinfluB Kleins stehend gab
Lindemann in seiner Dissertation e€in
Musterbeilspiel £fUr die fruchtbare gege n-
seitige Ergdnzung der synthetischen
und der algebraisch~analyvtischen Metho-

d e . Lindemann verwendete beide Methoden, je nach dem er mehr die geo=-
metrischen oder mehr die metrische-analytischen Verhdltnisse untersuchte.
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Auf Lindemanns enges Verhdltnis zu Felix Klein wurde schon im Ab-
schnitt 3.1 hingewiesen. Auf der anderen Seite war er Schiller von
Alfred Clebsch gewesen und hatte dessen elegante algebraische Methoden
genau kennengelernt. DaB Lindemann sowohl ein ausgezeichneter Geometer wie
eln hervorragender Algebraiker war, 14Bt sich leicht durch seine beiden
spdteren Hauptleistungen belegen: die Herausgabe der "Vorlesungen iiber
Geometrie" (1876/91) von Clebsch (vgl. dazu Abs. 3.8.2), sowlie seinen
Beweis der Transwendenz von & 1im Jahre (1882).

Lindemann stand in der Zeit der Abfassung seiner Dissertation (1874)
ganz im methodischen Schatten Klein526, der schon damals als junger Mann
eine starke Ausstrahlung gehabt haben muBte., Diese Tatsache wird unter-
stiitzt durch die enge stilistische Verwandtschaft des Lindemannschen
Textes mit demjenigen von Klein, die sich bis hinein in die Notation ver-
folgen ld83t.

Zusammenfassend 1aBt sich sagen, daB Lindemann durch seine Ausbildung
sowle seine breiten methodischen Fihigkeiten in hohem Mafe dazu auser-
sehen war, der nichteuklidischen geometrischen Mechanik des starren Kdrpers
entscheidende Entwicklungsimpulse zu geben. Die algebraisch-analytisch
wie geometrisch anspruchsvolle Natur der geometrischen Mechanik erforderte
durchaus eine umfassende Behandlungsweise, ohne welche eine Forderung im
Grundsdtzlichen nicht denkbar gewesen wdre (darauf haben wir schon friiher
hingewiesen, vgl. aAbs. IV 4.5).

3.8.2 Lindemanns welterer Werdegang

Die unter der Aufsicht Kleins angefertigte Dissertation Lindemanns
spielte flir den weiteren Verlauf seiner mathematischen Karriere eine ent-
scheidende Rolle. Es wurde bereits darauf hingewiesen (Abs. 3.1), daB
durch den Tod von A. Clebsch im November 1872 fir Klein in Erlangen eine
vOllig neue Situation entstand: er muBte dessen Schiller ibernehmen und
fir die Bearbeitung seines NachlaBes sorgen. So wurde Lindemann damit
beauftragt, die Vorlesungen von Clesch lber Gecmetrie herauszugeben, eine
Aufgabe, der er sich sofort nach der Fertigstellung der Dissertation zu-
wandte,

Schon (1876) konnte der umfangreiche erste Bgnd der "Vorlesung liber
Geometrie von Alfred Clebsch. Bearbeitet und herausgegeben ven Dr. Ferdi-
nand Lindemann" ergcheinen. Klein schrieb darin in der Vorrede:

"Man wird Herrn Dr. Lindemann hohen Dank wissen, daB er diese
umfangreiche und schwierige Aufgabe mit ebensoviel Hingebung
als Verstédndnis in Angriff genommen hat. Eg ist das Werk da~
durch, zumal in den spdteren Partien, namentlich auch s e i n
e 1 g e n. geworden, verschiedene Abschnitte muBten von ihm,
auf Grund der Originalarbeiten, uUberhaupt erst entworfen wer-~
den." (Lindemann 1876, III)

A.Voss (1845=1930), ein bekannter Geometer der Jahrhundertwende, sagte
1923 in der Feier zum 70.Geburtstag von Lindemann dazu folgendes:
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"Ich staune,so oft ich in dasselbe hineinsehe, noch jedesmal
iber die Tiefe und Weite des Blickes, mit dem Sie alles zu
einem harmonischen Ganzen zu verschmelzen wuften... Seit fast
50 Jahren ist Thr Werk noch von der gleichen Bedeutung fiir
jeden Geometer geblieben, dem keine Nation eines von &hn-
licher umfassender Bedeutung an die Seite stellen kann."
(frindemann] 1923, 25)

Der"Clebsch-Lindemann®” wurde Ende des 19.Jh. 2zu einem Standard-Lehrbuch
der Geometrie, Insbesondere der zweite Teil, der (1891) erschien, ent-
hielt eine umfassende Einfilhrung in die hdhere projektive, sowie die
nichteuklidische Geometrie. Es war eine der ersten systematischen
Darstellungen der nichteuklidischen Geometrie im Sinne des Erlanger Pro-
gramms (1872b) von Felix Klein. So bemerkte dieser (1890,353) dazu:

"Indem ich die neuvere Literatur des Gegenstandes verglich, be-
merkte ich, daB die fundamentalen Auffassungen, von denen ich
damals ausging, immer nur erst teilweises Verstindnis ge-
funden haben... Mittlerweile erfahre ich, daB eine zusammen-
hangende Darstellung der Theorie, von einem Standpunkte aus,
der von dem meinigen jedenfalls nicht sehr verschieden ist,
demndchst von Herrn Lindemann ... publiziert werden wird."

Auch in diesem zweiten Band des "Clebsch~Lindemann" stammt sehr vieles
von Lindemann selbst. Vor allem zu erwihnen sind die ausfiihrlichen Unter~
suchungen zu den endlichen und infinitesimalen linearen Transformationen,
den Kollineationen und Korrelationen, einer Flidche zweiten Grades, sowie
eines linearen Komplexes in sich. Hier sind manche Ergebnisse der Disser-~
tation (1874) in einem weiteren Rahmen ausgefiihrt und neu entwickelt.

1877 wurde Lindemann an die Universitdt Preiburg i.Br. berufen. Dort
gelang ihm (1882) der beriihmt gewordene Beweis der Transzendenz von x .
Heute ist Lindemanns Name fast nur noch in diesem Zusammenhange bekannt,
was sogar bereits Anfang dieses Jahrhunderts der Fall gewesen zu sein
scheint. Bemerkte Lindemann doch in seinem Dankschreiben fir die Feier des
70.Geburtstages 1923:

"Ganz besonders hat es mich gefreut, daf sie nicht nur meine Arbeit
iber erwdhnten., sondern so warme Worte filr die Geometrie ge=
funden haben, und fiir die Clebschsche Schule, d.h. fiir Gebiete, die
heute nur zu sehr von den mathematischen Forschern vernachlidssigt
werden. "{[Lindemannl] 1923, 30)

Dieser Vernachldssigung des geometrischen Lebenswerkes von Lindemann,
wie der Geometrie iiberhaupt, etwas entgegenzusetzen, war ein zentrales Mo-
tiv der vorliegenden historisch-systematischen Untersuchung. I i n d e -
mann als Geometer die ihm zukommende Wirdigung zu erteilen,
erscheint umso gerechtfertigter, als auch ein bekannter Algebraiker der
jlingeren Zeit, 0. Perron (1880-1975), deutlich auf dessen umfassende geo-
metrische Fdhigkeiten hingewiesen hatte., Sein diesbeziglicher Erlebnis-
bericht schlieBe die Betrachtungen iber Lindemann:

“Wir Schiller schdtzen es als hohes Glick, daB wir in diesen
Tagen leben und von einem solchen Meister lernen durften...
Staunen muBten wir oft iber Thre wunderbare Vielseitigkeit,
liber die Filille des Gebotenen und iber die pl&tzlich ent-
hillten Zusammenhdnge wvon scheinbar ganz heterogenen Dingen.
Da konnte in einer rein analytischen Vorlesung auf einmal
auch von Linienkomplexen und von der nichteuklidischen Geo -
metrie die Rede sein, und gerade, wenn solche Dinge dran-
kamen, sprudelte es wie ein Wasserfall heraus ..., so daB
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mir ein Kommilitone einmal sagte: 'Der Lindemann denkt
ja in einer Minute mehr Geocmetrie, als ich im ganzen
Semester begreifen kann.'"([Lindemannl] 1923, 27)
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Kapitel VII

Zur Wirkungsgeschichte der nichteuklidischen Geometrie und
der geometrischen Mechanik

Originalarbeiten zur nichteuklidischen Mechanik des starren Korpers sind
zuverldssige Indikatoren zur Wirkungsgeschichte der nichteuklidischen
Geometrie.l Denn die Betrachtung der Mechanik des starren Kdrpers unter
nichteuklidischen Gesichtspunkten setzt natlirlicherweise die Begriffe
und die Methoden der nichteuklidischen Geometrie voraus. Wie sich zeigen
wird, waren es oft sogar dieselben Mathematiker, die die in Deutschland
durch Riemann, Helmholtz und Klein neu in die moderne Forschung einge-
brachte nichteuklidische Geometrie aufgegriffen, fir deren Verbreitung ge-
sorgt, sowie sich mit der geometrischen Mechanik auseinandergesetzt haben.

Wie die folgenden Ausfithrungen deutlich machen werden, bedingen sich
diese beiden Interessengebiete sogar weltgehend. Dem liegt unter anderem
das Bedlrfnis nach einer Bewidhrung der Methoden der nichteuklidischen
Gecmetrie én einem klassischen Gegenstand der Mathematik, eben der
Mechanik, zugrunde, sowie die Hoffnung auf ein klareres Verstidndnis der
euklidischen Grundbegriffe der Mechanik vom erh&hten Standpunkt der pro-
jektiven Geometrie aus.

1 zZur Rezeption der nichteuklidischen Geometrie in England

1.1 Zum Charakter der Mathematik in England um die Mitte des 19.Jh.

Die Entstehung einer aktiven britischen mathematischen Schule am
Anfang des 19,Jh. ist vor allem an J.F.W. Herschel (1792.1871),
Ch., Babbage (1792-1871) und G. Peacock (1791-1858) geknipft, die sich die
"continental ideas" aneigneten und in England verbreiteten. Die nach-
folgende Reform, aus der insbesondere.die filir England typische abstrakte
Algebra und der Operations-Kalklil hervorging, geht auf Peacock, D.F.
Gregory (1813-1844), A. DeMorgan (1806-1871), G.Boole (1815-1864) und
W.R. Hamilton (1805-1855) zuriick.2 Auf dem dadurch geschaffenen Hinter-
grund sind die Arbeiten von A.Cavley (1821-1895) und Sylvester (1814-1897)
zur Algebra und Invariantentheorie zu verstehen. Mit der Bliite dieser
Schule verlor sich auch die Isolation der englischen Mathematiker wvom
Kontinent. Einerseits drang nun die projektive Geometrie, ihrer prak-
tischen vVerwendbarkeit wegen, von Frankreich und Deutschland nach Eng-
land, andererseits reisten vermehrt europdische Mathematiker, wie etwa
Plticker3 und spdter Klein (vgl. Abs. 1.2.1), nach England, um von den
dortigen Fortschritten in der Algebra zu lernen.

Cayley schuf in seinem Memoir (1859) den allgemeinen Rahmen, in welchen
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fast alle der folgenden Arbeiten zur nichteuklidischen Geometrie in Eng-
land mehr oder weniger eingebettet wurden. Dadurch erhielt die pro-
jektive Geometrie, vermittels der Autoritdt Cayleys, von vorneherein eine
besondere Stellung in den Forschungen englischer Mathematiker zur nicht-
euklidischen Geometrie. Man findet in England Ende des 19.Jh. kaum Ar-
beiten zu axiomatischen oder differentialgeometrischen Aspekten der
nichteuklidischen Geometrie,

Wie sich herausstellen wird, untersuchten die Engldnder vor allen die
algebraische Struktur der nichteuklidischen Geometrie und schufen zu
diesem Zwecke oft eigene Kalkille, wWie Richards ((1980) hervorhebt, ging
es der englischen algebraischen Schule aber keineswegs um die Formulierung
einer abstrakten, von jeglichem Inhalt losgel&sten Algebra, sondern viel-
mehr wn die klare und formal einwandfreie Analyse der Wirklichkeit, Auf
diesem Hintergrund wird verstdndlich,wie das neue 0Objekt der nicht-
euklidischen Geometrie fir die englischen Mathematiker eine Herausforder-
ung ersten Ranges bedeutete.4 W.K. Clifford (1845-1879) war einer der
ersten, der sich ihr in voller Intensitdt stellt. AuRfer Richards {(1979)
hat sich m.E. niemand ausfihrlicher mit dieser Tatsache auseinanderge-
setzt., Dort liegt allerdings der Schwerpunkt der Analyse mehr auf der
philosophischen Ebene, wdhrend Clifford als Mathematiker kaum gewiirdigt
wird. Dies soll hier zum Teil nachgeholt werden, insbesondere was seine
Beitrige zur nichteuklidischen Geometrie und Mechanik angeht, die speziell
in England flir die weitere Entwicklung wegweisend gewesen sind.

In Cambridge, dem mathematischen Zentrum im England des 19.Jh., nahm
traditionell die anwendungsorientierte, auch heuristische und intuitive
Methoden verwendende Mathematik eine wichtige Rolle ein. Physik, Geometrie
und Analysis ("Calculus") wurden nicht als getrennte, sondern sich gegen-
seitig bedingende und befruchtende Gebiete behandelt.5 Diese Atmosphidre
war entscheidend fir die Vermihlung von nichteuklidischer Geometrie und
Mechanik des starren Kdrpers.

1.2 William Kingden Clifford und die Verbreitung der nichteuklidischen
Geometrie in England

1.2.1 Clifford als Wegbereiter der nichteuklidischen Geometrie

in England

Kurz nach dem Erscheinen des bedeutenden Habilitationsvortrages von Rie-
mann (1867), begann sich W.K. Clifford (1845-1879)6 intensiv mit den da-
durch angeschnittenen philosophischen und mathematischen Themen zu be-
schaftigen. Die Diskussion der philosophischen Implikationen der nicht-
euklidischen Geometrie nahm in Cliffords Schriften und Vortrdgen einen



breiten Raum ein, Seine vielbeachteten Vortrige und Schriften7 warden in
England filir eine grdBere wissenschaftliche Offentlichkeit zum Wegbereiter
der neuen Ideen zur Struktur des Raumes. Clifford spielte in diesem Sinne
fir England eine dhnliche entscheidende Rolle wie Helmholtz fir Deutsch-
land.8

Clifford gehtdrte zu den ersten Mathematikern, welche die Bedeutung von
Riemanns Habilitationsvortrag "Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen" (1867) klar erkannten. Er fertigte eine Ubersetzung
(1873¢c) an, die in der Zeitschrift “Nature" erschien. An diese Ideen an-
schlieBend, formulierte er (1870), (1885, 214-226) eigene Gedanken zur
Struktur des physikalischen Raumes, die, iber Riemann hinausgehend, in
einige Ndhe zur Einsteinschen Auffassung zum Verhaltnis von Physik und
Geometrie kamen.9

Clifford kdmpfte fir die damals noch keineswegs selbstverstdndliche Ein-

sicht, daB der Raum keine vorgeprsgte Form unserer Anschauung sein kdnne
(1872), (1873a). Durch die DenkmSglichkeit einer nichteuklidischen Geo-
metrie konnte die Prage nach der Struktur des Raumes Keine rein philo-
sophische mehr sein, sondern wurde nach Clifford nun vor allen zu einer
experimentellen. Das Kapitel "Space" in "The Common Sense of the Exact
Sciences®™ (1885, 47ff.) begann folgerichtig mit dem Satz: "Geometry is

a physical science," Die durch diese neue Denkweise eingeleitete Revo-
lution im naturwissenschaftlichen BewuBtsein verglich Clifford (1873a,
356f.) selbst mit der kopernikanischen Wende.

Stand Clifford bei der Verbreitung und Verteidigung der Gedanken eines
experimentell zu verifizierenden nichteuklidischen Raumes vor einer
grégeren Offentlichkeit an vorderster Front, so gelangen ihm auBerdem
einfluBreiche mathematische Beitrdge zur nichteuklidischen Geometrie als
solcher.lo

Newmann schrieb {1953, 78) zusammenfassend tiber ihn:

"He was not only one of the great mathematicians of his
century but an original philosopher and a leader of
British intellectual life in the Vvictorian age. Much of
Cliffords thinking was ahead of his time. His mathematical
work was prophetic, and its merit is still untouched after
three guarters of a century of immense progress in mathe-
matics."

Bevor in den nachsten beiden Abschitten die fir das Gebiet der geo-
metrischen Mechanik bedeutungsvollsten mathematischen Arbeiten von Clif-
ford dem Inhalt nach diskutiert werden, soll hier noch auf den allge-
mein-methodischen Charakter seiner mathematischen Schriften, sowie auf
seine Eigenart als Mathematiker hingewiesen werden. Zugrundegelegt
wird dabei der ausgezeichnete Essay, den Smith (1882)) den "Mathematical
Papers" von Clifford vorangestellt hatte.

Die Wertschitzung, die der 1879 frith verstorbene Clifford als Mathe-
matiker genofB, kam wohl am besten dadurch zum Ausdruck, daBl bereits kurz
nach seinem Tode 1879 seine "Mathematical Papers" {1882)) erschienen sind.

Dies war zur damaligen Zeit noch keineswegs selbstverstdndlich, wie die

ausfiihrliche Rechtfertigung Smiths am Anfang seines Essays (1882, XXXIIIf.)

zeigt.
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Durch Clifford kam fir kurze Zeit in England die Geometrie zu einer
neuen Bllite, die vor allem auf seine Unterrichtstdtigkeit zurlickzufithren
war.

"Clifford was above all and before all a geometer.™"
(smith 1882, XxXXVII)

"As a mathematician ... Clifford may be regarded as marking
an epoch in the history of this science in England. He was
among the firsgst by his writings to raise a protest against
the analytic bias of the Cambridge school.” (Stephen 1887, 540)

"As a mathematical teacher Clifford did much (and his influence
is still working) to revolutionise the teaching of elementary
mathematics; he introduced into England the graphical and
geometrical methods of Mobius, Culmann, and other Germans."
{Stephen 1887, 540)

Obwohl Clifford eine starke Neigung zur symbolischen Notation hatte,
gibt es von ihm kaum Untersuchungen von rein algebraischem oder analy-
tischem Charakter. Fast immer stand bei ihm ein geometrisches Problem
im Mittelpunkt, das er allerdings mit brillianter Beherrschung des analy-
tischen Apparates einer Betrachtung unterzog. Daneben beherrschte er eben-
falls souverdn die Methoden der synthetischen Geometrie. ((Smith 1882,
XXXVII) Clifford benutzte in der Frithzeit gern beide Methoden nebenein-
ander:

"As to the mode of proof, I have freely made use of known
results both in Pure Geometry and in Cartesian Coordinates
.. (1865/66, 81)

Spéater bevorzugte er zur Darstellung seiner Gedanken die Hilfsmittel
der analytischen Methode, wenn seine Ausfilhrungen auch immer von seiner
geometrischen Intuition und nicht von den GesetzmdBigkeiten des Formalis-
mus geleitet wurden.
Von besonderer Bedeutung flir sein eigenes mathematisches Werk, so wie

fir das seiner Nachfolger, war Cliffords klare Bevorzugung der ellip-
tischen Geometrie von Riemann vor der hyperbolischen von Bolyai, Lobadevskij
und Gauss. Diese Geometrie ist diejenige eines Raumes von konstanter posi=-
tiver Krimmung und lag sowohl seiner Parallelentheorie {(Abs. 1.2.2) wie
auch seinem Bigquaternionen-Kalkiil (Abs. 1.2.3) zugrunde. Warum widmete
Clifford fast alle seine Arbeiten zur nichteuklidischen Geometrie ausschliefB-
lich dem elliptischen Fall?

"Upon this supposition of a positive curvature, the whole

of geometry is far more complete and interesting, the

principle of duality, instead of half breaking down over

metric relations, applies to all propositions without

exception,' (1873a, 387)
Das aufgrund dieser hohen We r t schdtzung des Prinzdips
der Dualitdt Cliffords Gedanken zur nichteuklidischen Geometrie
und Mechanik duBerst fruchtbar und anregend auf die Entwicklung dieser Gegen-
stdnde geworden sind, braucht wohl kaum mehr besonders hervorgehoben werden.
Jeder englische Autor, der sich nach Clifford mit nichteuklidischer Geo-
metrie beschaftigte (vgl. Abs. 1.3), wies mit Achtung und Dankbarkeit auf
Clifford als klassischen Autor hin, Clifford wurde in England zu d e r
Autoritit in nichteuklidischer Geometrie schlechthin (neben Cayley natiir-

lich), seine Ausstrahlung wurde durch seine genialen, teilweise nur



skizzenhaften Jugendarbeiten, sowie den frithen Tod in hohem Mafe ver-
stdrkt und verklirt,

Auf zwel besondere Wesenszlige Cliffords sollte hier aufmerksam gemacht
werden:

1. Flir Clifford war die geometrische Intuition das treibende Element
seiner mathematischen PForschungen. Die souverdne Handhabung der symbo-
lischen Notation machte ihn wie geschaffen zur Synthese der geometrischen
und analytisch-~algebraischen Methode.

2. Die Wertschdtzung des Prinzips der Dualit#dt lieB Clifford zum
entscheidenden Anreger filir die Erforschung der Mechanik des starren Korpers
im elliptischen Raum in England werden.

Clifford und Klein waren sich in ihren geometrischen Intentionen sehr
verwandt. Klein traf Clifford zum ersten Mal 1873 bei einer Tagung der
"British Association for the Advancement of Science" (BAAS) in Bradford.
Clifford trug dort iiber seine Studien zum elliptischen Raum vor. Klein be-
richtete dariiber folgendes:

"Ich erkannte natiirlich sofort, daB es sich ... bei Clifford
um eine wesentliche Weiterfithrung meiner Ideen iber ellip-
tische MaBbestimmung handele. Eingehende persdnliche Be-
sprechungen stellten bald die Beziehung v8llig klar und haben
auf meine spdteren Arbeiten einen nachhaltigen EinfluB
getibt." (Klein 1921, 241)

Klein bemerkte spdter zu dieser Begegnung:

"Ich gedenke seiner mit besonderer Freude, als eines Mannes

der mich sofort v8liig wverstanden hat und auch bald iiber

mich hinausging." (1926, 154)
Was Clifford damals vorbrachte, war die Entdeckung einer Fliche von kons-
tanter Krimmung Null im elliptischen Raum. Er formulierte seine Ideen
aber nicht schriftlich, was Klein etwas spidter zur Arbeit (18%0) veran-
laBte, um dort ndher auf Cliffords diesbeziigliche Forschungen einzu-
gehen, von denen er nur miindlich von ihm erfahren hatte. Daraus entstand
dann das von Killing (1885b) so genannte Clifford-Kleinsche Raurnproblem.ll

Wie sehr Klein von anfang aﬁ von den englischen Mathematikern geschdtzt

wurde, geht aus folgender Gruss-~Adresse von H.J.S. Smith (1873, 5), dem
Prdsidenten der Sektion fiir Mathematik und Physik der BAAS, bei deren
Tagung in Bradford, hervor.Nach einem kurzen Referat zur euklidischen
Parallelentheorie und deren Schwierigkeiten fdhrt er fort:

"Two of those whose labours have thrown much light on
this difficult theory are at present at this Meeting -
Prof. Cayley, and a distinguished German mathematician,
Dr., Felix Kiein..."
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1.2.2 Die Cliffordschen Schiebungen des elliptischen Raumes

In der grundlegenden Abhandlung (1873b, 192f.) beschrieb Clifford eine
besondere Art von Parallelitdt, die er beil Geraden des elliptischen
Raumes entdeckt hatte. Diese Parallelitdt hdngt eng mit einer gewissen
Zerlegung der Bewegungen des elliptischen Raumes zusammen, die nun be-
schrieben werden soll.12

Wie im Abschnitt VI 3.2 dargestellt wurde, besitzt jede Bewegung eines
nichteuklidischen Raumes zwei reelle Fixgeraden, die sogenannten Haupt-
achsen der Bewegung. AuBerdem gibt es eine invariante Fldchenschar, ana-
log den Zylinderfldchen bei einer allgemeinen euklidischen Bewegung im
Raume. Im elliptischen Fall besteht nun diese Flichenschar aus lauter ein-
schaligen Hyperboloiden und einem hyperbolischen Paraboloid als Ubergangs-~
fldche. Man kann sich eine Vorstellung dieser Flichenschar bilden, wenn
man sich eine aus der einen Hauptachse hervorquellende Schar von Hyper-
boloiden denkt, die sich iiber den Grenzfall des hyperbolischen Paraboloides
an die zweite Hauptachse anschmiegen.

Jedes einschalige Hyperboloid trigt zwei Scharen von erzeugenden Geraden.
Eine solche Fliache kann nun immer seo in sich selbst transformiert. werden,
dafl die eine Schar derselben in sich lbergeht, wihrend die andere l&ngs
dieser verschoben wird (Fig.l), Man nennt dann eine solche Transformation

\\
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Figur 1 Figur 2



eine Schiebung l. Ar t und die entsprechende Transformation
bezliglich der anderen Schar eine S chiebung 2. Art (Fig.2).
Es kann nun jede Bewegung einer solchen Plidche in sich in eine Schiebung
1. und 2, Art zerlegt werden.12

Diese Schiebungen lassen sich auf die gesamte Fldchenschar ausdehnen.
Greift man die eine Schar eines bestimmten Hyperboloides heraus, so ist
diesem vermdge des kontinuierlichen Zusammenhanges der Fl&achen unterein-
ander eindeutiqg in jeder Fl&che genau eine Schar von Erzeugenden zugeordnet,
‘Eine Schiebung ldngs e i n e r Schar ist dann dasselbe wie eine Schiebung
ldngs a 1l 1 e r dieser Scharen.

Wie man zeigen kann, 1483t eine Schiebung ebenfalls eine Schar der (hoch-
imagin8ren) Erzeugenden der nullteiligen (d.h. imaginiren) Fundamental-
fldche des elliptischen Raumes invariant (so werden Schiebungen im streng
systematischen Sinne ilberhaupt definiert - vgl. Klein (1928, 111f.)). Da=-
her gibt es zu jeder Schiebung zwel hochimagindre Fixpunktgeraden, die von
jeder bei der Schiebung invariant bleibenden Geraden getroffen werden
miissen. Diese Geraden bilden folglich je eine elliptische lineare Kongru-
enz13 von Geraden, die bei der entsprechenden Art der Schiebung identisch
in sich lbergeht. Durch jeden Punkt des Raumes geht dabei genau eine Ge-
rade aus je einer der beiden linearen Kongruenzen,

Sdmtliche Schiebungen e i n e r solchen Geradenkongruenz in sich bil-
den nun eine zur Gruppe der euklidischen Drehungen einer Kugel isomorphe
Gruppe, die der Gruppe der Parallelverschiebungen des euklidischen Raumes
in einer festen Richtung sehr ahnlich ist. Dieser Zusammenhang steht hinter
der Definition der Parallelitdt von Clifford in (1873b}). Man nennt des-
halb die Geraden einer solchen linearen Kongruenz "Cliffordsche Paralle-
len 1. oder 2.Art" und die zugehdrigen Schiebungen "Cliffordsche Schie-
bungen 1. oder 2.Art"., Man hat also im elliptischen Raum zwei Arten von
Parallelen 2zu unterscheiden, je nachdem ob sie zu einer linearen Kongru-
enz gehdren, die durch eine Schiebung l.Art oder 2.Art invariant gelassen
wird.

Zusammenfassend 138t sich also sagen: Jede elliptische Bewegung kann in
eine Schiebung 1. und 2.Art zgerlegt werden, d.h. die Gruppe der ellip-
tischen Bewegungen ist glelch dem direkten Produkt aus zwei Kugel-Dreh-
gruppen des euklidischen Raumes.

Clifford flihrte seinen Parallelitdtsbegriff nicht in der Art und Weise
ein, wie das eben dargestellt wurde. Er ging von einer rein synthetischen
Definition der Parallelitdt aus und dann dazu Uber, die entsprechenden
Parallelverschiebungen ("vectors" wie er sie nannte) zu definieren und
mit Hilfe von algebraischen Operationen 2zu beschreiben. Hier trat zum
ersten Mal sein Bigquaternionen-£Kalkiil auf., Clifford
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gak aber weder eine Koordinaten- bzw. Parameterdarstellung der entsprechenden

Transformationen, noch wurde der Zusammenhang der Biguaternicnen mit den
elliptischen Bewegungen genau gekldrt (vgl. dazu Abs., 1.2.3). Zudem war
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auch die synthetische Erkl&drung der Parallelitdt kaum iliber den Keimzu-
stand hinausgekommen.

Die skizzenhafte Unvollstdndigkeit der andererseits mit einem genialen
Hauch gesegneten Arbeiten Cliffords bedurften der interpretatorischen Aus-
legung und Ausarbeitung durch andere Geometer, In England geblihrt hier
das Verdienst vor allem 3ir Robert Stawell Ball (1840-1913).

Balls Arpbeiten zur nichteuklidischen Geometrie begannen mit der noch
ganz im Stile von Cayley und Klein geschriebenen Abhandlung (1879), die in
elementarer Behandlungsweise diesen Gegenstand einem breiteren mathe-~
matischen Publikum zugdnglich machen sollte. Zur besonderen Beachtung
stellte -er die Titel der Arbeiten Cayley (18%9), Klein (18714),Lindemann
(1874) an die Spitze seiner Studie, in der er im wesentlichen synthetisch
argumentierte, Auf den letzten Seiten findet man bereits eine kurze Ein-
fithrung in die Theorie der Cliffordschen Parallelen.- Uber sein Bekannt-
werden mit der nichteuklidischen Geometrie schrieb er:

YDuring the meeting of the British Associatian at Bradford in
1873, T had the privilege of being present for some hours of

a conversation between Prof. Klein and Prof. Clifford, in which
for the first time I heard of the non-Euclidean Geometry.
Cliffords paper[(1873b)]... was discussed inter alia, and the
Intense interest which I felt in the subject itself, as well

as the genius with which I heard it expounded, have impressed
the details of that conversation indelibly on my memory."
(1879, 537 (anm.))

In einer grdBeren Arbeit (1882) unternahm es Ball, die Theorie der
Cliffordschen Schiebungen von Grund auf systematisch zu entwickeln. Er be-
rief sich fiir seine Art der Darstellung wiederum auf Cayley,Klein, Linde~
mann und natiirlich Clifford selbst. Beginnend mit einer synthetischen
Diskussion der Cliffordschen Schiebungen, gab er erstmals eine Koordi-
natendarstellung, die Klein (1890) mit den Quaternionen in Zusammenhang
bringen sollte (vgl.aAbs. 3.1). Die sich anschliefende Behandlung der
Statik und Kinematik enthielt nichts wesentlich neues lber Lindemann
(1874) hinaus, nur daB er sich eben primdr der Cliffordschen Schiebungen
zur Darstellung der elliptischen Bewegungen bediente.

zZum nichteuklidischen Kraftbegriff erfuhr man wenig konkretes, trotz
der allgemeinen Versicherung:

"In ordinary space we are quite familiar with the perfect
identity which subsists between the composition of small
rotations and the composition of forces, We shall now
learn that what we so well know 1in ordinary space is but
the surviwval, in an attenuated from, of a much more
complete theory in elliptic space." (1882, 176)

Jedenfalls schien Ball von der im elliptischen Raum herrschenden Symme-
trie im gleichen MaBe wie Clifford fasziniert gewesen zu sein. Dies be-
zeugt zudem die Arbeit (1884), wo er einige spezielle Sdtze seiner
Schraubentheorie auf den elliptischen Raum ausdehnte und feststellte,
wie die entsprechenden euklidischen Gegetze nur Sonderfdlle von jenen
"more elegant and symmetrical theorem(s]) in elliptic space" (1884, 256)
sind.
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“In the study of the so-called 'Non-~Euclidean Geometry'

I have often felt a difficulty which has, I know, been

shared by others. In that Theory it seems as if we try

to replace our ordinary notion of distance between two

points by the logarithm of a certain anharmonic ratio.

But this ratio itself involves the notion of distance

measured in the ordinary way. How, then, can we super-

sede our old notion of distance by the non-Buclidean

notion, inasmuch as the very definition of the latter

involves the former?" (188%a, 123)
Sc lauten die ersten Zeilen von Balls die bisherigen Resultate zusammen-
fassenden Arbeit (1889a). Zur Uberwindung der genannten Schwierigkeit -
die den englischen Mathematikern besondere Mihe machtel4 - erfand er einen
eigenen Kalkiil zur systematischen Darstellung der nichteuklidischen Geo-
metrie, dessen Grundbegriffe nicht auf der Voraussetzung der euklidischen
Geometrie beruhten, Dabei schloB sich Ball nach eigenem Zeugnis teil-
weise an H. Grassmann (1809-1877) an, ging dann aber durchaus eigene Wege.
Im weiteren verwies er insbesondere auf H. Cox, A. Buchheim (1859-1888)
und vor allem R.S., Heaths (1858-1931) "beautiful theory" (1884)., Im An~
schluf3 an Lindemann (1874) gab er eine Darstellung der analytischen Theo-
rie der nichteuklidischen Bewegungen im allgemeinen, d.h. solchen Keolli-
neationen, die eine Fliche zweiten Grades invariant lassen,und leitete
schlieBlich die allgemeinen Formeln nach Heath (1884) ab. Zuletzt wandte
er diese Theorie auf die Cliffordschen Schiebungen an und kam  dadurch
wieder auf die schon (1882) gefundenen Parameterdarstellungen.15

Erst (1894) unternahm der Altmeister Cayley einen Anlauf zur Dar-
stellung der elliptigschen Geometrie, welche die bisherigen elementaren
Ergebnisse zusammenfasste. -

AuBer etwa der konsequenten Heranziehung der Zerlegung einer allgemeinen
elliptischen Bewegung in Cliffordsche Schiebungen, findet sich m.E. in
allen eben besprochenen Arbeiten geometrisch nichts wesentliches iber Linde-
mann (1874) Hinausgehendes.16 Charakteristisch ist insbesondere die Auf-
stellung von jeweils untereinander verschiedenen Kalkiilen, die das ver-
tiefte Interesse der englischen Mathematiker an symbolischen Operationen
veranschaulichen: eine Nachwirkung der aera von Peacock, beMorgan, Boole
und Hamilton.- Die befruchtende wirkung der neuartigen Ideen Cliffords ist
iberall deutlich zu erkennen; sie prigte offenbar einen erheblichen Bereich
der geometrischen Forschung in England.

Eine Sonderstellung nimmt die rein gemdfl synthetischer Methode vor-
gehende Arbeit (1895) wvon W. Burnside (1852-1927) ein. In sehr eleganter
Welise analysierte Burnside mit Hilfe einiger elementarer S&dtze der metridch-
projektiven Geometrie die Struktur der Bewegungsgruppen des hyperbolischen
und elliptischen Raumes. Er untersuchte sowohl die endlichen wie die infini-
tesimalen Bewegungen, und stellte wohl zum ersten Mal mit Hilfe der synthe-
tischen Methode die kontinuierlichen wie diskreten Untergruppen der Be-
wegqungsgruppen auf. Im elliptischen Fall stiitzte er sich dabei auf eine
wichtige Arbeit (1889) von E. Goursat (1858-1936),der die Untergruppen der
orthogonalen Gruppe, d.h. der Drehgruppe des euklidischen Raumes, unter-
sucht hatte.
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Die Abhandlung von Burnside schien merkwiirdigerweise wenig Beachtung

gefunden =zu habenl7

» obwohl sie gegeniiber allen vorher besprochenen Dar-
stellungen einen grofien Fortschritt brachte, indem sie die Cliffordschen
Schiebungen zum ersten Mal konseguent in einen allgemeinen gruppen-

theoretischen Rahmen einbettete. Vielleicht war es ein Fehler Burnsides,

die synthetische Methode zu verwenden.

1.2.3 Die Cliffordschen Biquaternionen

In einer Serie von Arbeiten, die mit (1873b) ihren anfang nahm, rang
Clifford um den Begriff der Biquaternionen und deren Rechenregeln, sowie
deren genaue geometrische Deutung. Es brauchte allerdings die Anstrengungen
einiger weiterer Mathematiker, bis der Kern seiner Gedanken einigermaBen
herausgeschdlt werden konnte.18 In moderner Notation 1dB8t sich der Begriff
einer Biquaternion etwa wie folgt einfilthren:

sind g, g' Quaternionen der Form

9 = 9p T 9% f a8y * 58,

q' = ay taje; +aze, +aje,
wobei die qy qi reelle oder komplexe Zahlen sind, so wird eine
Biquaternion Q definiert als

Q = q+€q' .
d.h. als eine hyperkomplexe Zahl mit den acht Einheiten

1, ey, €5, €4, &, £ey, €€, Ee, .
Flir Produkte der Einheiten 1,€& mit den ey gelte das kommutative Ge-
setz und fir die ey untereinander die bekannten Gesetze der Multi-
plikation der Quaternioneneinheiten:
€1 €9 €3
e -1 ey =2,

e, -e, -1 e,

€4 e, -e; -1
Zwel Biquaternionen P = p + g€p' und Q =g + g€g' Dbezeichnet man als
gleich, P =Q , genau dann wenn p =g und p' =4g*' .

Man verdankt nun Clifford die Unterscheidung dreier Systeme von Bigua-
ternionen, je nach dem Verhalten der Einheit & ,d.h. je nach dem ob Ez = +]1
g2 = -1 oder 82 =0 ist.,

Ist 52 = +1 , so heiBt die Biguaternion e 1 1 ip t i s ¢ h,;

ist 62 = 0 , so heiBt die Biquaternion parabolisch,

2

ist & = «1 , so heiBt die Biguaternion hyperbolisech.

Clifford schloff in (1873b) seine Uberlegungen an Hamilton und vor allem
Ball an. Er zeigte, wie dessen Begriffe der Schraubentheoriel9 sich mit

4
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Biquaternionen mit e? = 0 beschreiben lassen (1873b, 186). Nach einer
kurzen Diskussion der elliptischen Geometrie, wdhrenddessen er seinen
neuen Parallelenbegriff einfilhrte (abs. 1.2.2), dehnte er die Ballsche
Schraubentheorie auf den elliptischen Raum aus und kam dabei zu Bigqua-
ternionen mit 82 = +1 (1873b, 195). Die unvollendete, erst posthum
erschienene abhandlung (1882b) hatte einen eher grundlagentheoretischen
Charakter und geht in den Ausfilhrungen nicht wesentlich iiber (1873b) hin-
aus. (1882¢c) fasste Clifford noch einmal in knapper Form den Zusammenhang
seiner symbolischen Schreibweise mit Hilfe der Biguaternionen mit der Geo-
metrie des elliptischen Raumes zusammen.

Im vorliegenden Zusammenhange kann man sich eine genauere Analyse der
Cliffordschen Arbeiten ersparen, da sie zur eigentlichen nichteuklidischen
Kinematik nichts beigetragen haben, was iber Lindemann (1874) hinausginge.,
Es ist festzuhalten, daB sich Clifford unabhingig von Lindemann, aber mit
der Kenntnis von Cayley (1859) und Klein (1871d), selbstindig eine tiefere
Einsicht in die GesetzmidBigkeiten der Bewegungen des elliptischen Raumes
verschafft hatte, erst dadurch konnte es ihm natiirlich gelingen, den
Biguaternionenkalkiil Uberhaupt abgzuleiten. Der einzige charakteristische
Unterschied zwischen Lindemann (1874} und Cliffords Arbeiten zu den Be-
wegungen des elliptischen Raumes lag in der wiederholten Betrachtung und
anwendung der Zerlegung einer solchen Bewegung in die Parallelver-
schiebung 1, und 2,Art. Auf diese Zerlegung ging Lindemann (1874) nirgends
explizit ein, und auch (1891) nur am Rande {vgl. dazu Anmerkung 16).

Die erste Abhandlung, die eine ausfithrliche Diskussion der Clifford-
schen Biguaternionen innerhalb eines grofieren Rahmens enthielt, scheint
von H.,Cox zu stammen:20

"The object of this paper is, following Grassmann, to establish

a pure algebraical calculus, the laws of which will coincide
with those of actual geometry ... I have endeavoured to combine
with the ideas of Grassmann Professor Caylev's theory of
distance and the application of it made by Dr.Klein." (1882b, 69)

Die Anwendung des Kalkiils auf den nichteuklidischen Raum (1882b, 104-
112) schloB sich unverkennbar an Clifford an. Cox diskutierte in diesem
Zusammenhang zum ersten Mal den hyperbolischen Raum, d.h. er betrachtete

zum ersten Mal explizit Biguaternionen mit 82 = -1. Clifford hatte

nur die Falle mit 82 = +1 und €2 = 0 explizit verwendet.
A. Buchheims (1859-1888) grundlegende Serie von Arbeiten zur Theorie der
Cliffordschen Biguaternionen begann mit (1884a)}. Er schrieb dort:

"My special object is to show that the Aus dehnung s-
l e hre supplies all the necessary materials for a cal-
culus of screws in elliptic space. Clifford was apparently led
to construct his theory of biguaternions by the want of such
a calculus; but Grassmann's method seems to afford a simpler
and more natural means of expression than biquaternions."
(1884a, 89f.)

Buchheim behandelte mit seinem Kalkiil alle wichtigen Probleme der Kinematik
des elliptischen Raumes. :

Im algebraischen Teil der Untersuchung (1884b) stellte sich Buchheim
die Aufgabe, die Theorie der Cliffordschen Bigquaternionen in gewisser
vollstdndigkeit und lbersichtlichkeit abzuhandeln und hoffte so die Vor-
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ldufigkeit der Cliffordschen Arbeiten (1873b), {(1882b) zu iiberwinden -
was ihm allerdings nicht ganz gelang (vgl. Abs, 3.1). In der Anwendung
seiner Theorie auf die Geometrie gab Buchheim zum ersten Mal detaillierte
Beziehungen spezieller Formen von Biquaternionen zu geometrischen Elementen:
Ist g eine Quaternion, so bezeichnete er mit
Sq = 44
den Skalarteil und mit

Vg = qlel + q2e2 + q3e3
den Vektorteil. Damit wird der Skalarteil einer Biguaternion  gleich

SQ = sg + €5q!
und der Vektorteil

ve = Vg + svg'
socdaB schlieflilich
Q = 8Q + VQ

wird. Ein Punkt x = (xo,xl,xz,XB} & x, + xlel + X + X.e wird nun

e
272 373
nach Buchheim (1884b, 308) im Biguaternionenkalkiil zweckmdssig dargestellt
durch
Sx + eVX = ¥ + E(xlel + X,e, 363)

und eine Ebene u = (uo,ul,uz,u3) Sug tyy

vVu + €Su = <ulel + uye, + u3e3) + guy

und eine Gerade, oder ein linearer Komplex, (pl,pz,p3,§l.52,§3)

+ X

e durch

e 3

4+ u,e, + u

1 272 3

durch

p+ep = P1e] + Py, + Pyes + 5(5161 + §2e2 + §3e3 .
Nach Buchheim (1884b, 308f.) ist die Gleichung der Fundamentalfldche der
nichteuklidischen MaBbestimmung gegeben durch

xo2 + 52 (xl2 + x22 + x32) = 0 in Punktkoordinaten,

E2u02 + ul2 + u22 + u32 = 0 in Ebenenkoordinaten,
2 2 2 2 =2 =2 =2

P1” + PyT + Pyt + 7 (pyT 4Py +PyT) =0

in Linienkoordinaten, Die Polarsysteme dieser Flache haben dann die Form

vu! + gdut = &(Sx + §Vx)
Sx' + gvx*' = e(Vu + €3u)
p' + gp' = &elp + €D).

Daraus sieht man, daB ¢ die Funktion eines Po l aroperators
hat.

(1885) behandelte Buchheim mit Hilfe des Biguaternionenkalklils die Kine-
matik infinitesimaler und (1886a) endlicher Bewegungen in nichteukli-
dischen Riumen. (1886b) dehnte er seine Uberlegungen auf n Dimensionen
aus, Aber erst Study (1891), (1913) gelangte zu einer klaren Einsicht in
das Wesen und die geometrische Bedeutung der Bigquaternionen, sowlie in
die von Clifford, Ball und Buchheim gesuchte Darstellung der Bewegungen
des euklidischen und der nichteuklidischen R&ume, die der Darstellung der
Drehungen des euklidischen Raumes um einen festen Punkt mittels den Hamile
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(vgl. Abs. 3.1).

A. MacAulay (1863-19 2 ) widmete der Ausarbeitung der Theorie der eukli-
dischen Biquaternionen, die er "octonions'" nannte, ein ganzes Buch (1898).
Neben Grassmann war er vor allem beeinfluBt durch die Schraubentheorie
von Robert Ball.

Im monumentalen Werk (1898) setzte sich A.N. Whitehead (1861-1947)

das Ziel, verschiedene symbolische und algebraische Systeme vergleichend

zu analysieren, sowie ihre Anwendungen zu untersuchen. Die ¢grdfSte Schuldig-

keit flir die abfassung dieses Werkes empfand er gegeniiber den beiden
"Ausdehnungslehren" von H. Grassmann (1801=1877). Aber

"I should like ... to mention the names of Arthur Buchhein
and of Homersham Cox as the mathematicians whose writings
have chiefly aided me in the development of the Calculus
of Extension. ... In the development of Non-Euclidean Geo-
metry the ideas of Cayley, Klein, and Clifford have been
chiefly followed, and in the development of the theory of
Systems of Forces I am indebted to Sir R.S. Ball, and to
Lindemann." (1898, Xf.)

Dieses erste groBe Werk von Alfred North Whitehead steht ganz in der Tradi-

tion der typisch englischen algebraisch-symbolischen Schule. Die durch-
diskutierten Hauptanwendungsgebiete der untersuchten symbolischen Systeme
sind die symbolische Logik, die projektive Geometrie, sowie ausgewdhlte
Kapitel der geometrischen Mechanik des starren Korpers. M.E. tritt flir
die letztere aber kein neuer Gesichtspunkt hinzu. Die Behandlung der
Cliffordschen Biquaternionen hat sich whitehead fir den nie erschienenen
zweiten Band aufgespart.

Zusammenfassend 1aBt sich sagen, daB die Neigung der englischen Mathe-~
matiker zu symbolischen Kalkiilen sich auf gliickliche Weise mit dem star-
ken Interesse an der geometrischen Mechanik des starren K8rpers verband;
so entstanden wichtige Beitridge zu einem neuen Gebiet der Algebra, der
Theorle der hyperkomplexen Zahlen.

1.3 Dynamik des starren Korpers im elliptischen Raum:
Robert Samuel Heath

1.3.1 Zur Entstehung und Vorgeschichte der Arbeit von Heath

tber den Autor Robert Samuel Heath (1858-1931) der heute fast v8llig
unbekannten Arbeit "On the Dynamics of & Rigid Body in Elliptic Space”
(1884) ist kaum etwas in Erfahrung zu bringen. Zur Zeit der Abfassung von
(1884) war er jedenfalls Fellow am Trinity College in Cambridge.22 Im
Gegensatz zu fast allen anderen englischen Autoren, die iUber nichteukli-
dische Geometrie schrieben, wie etwa Ball, Cox und Buchheim, schlieft
sich Heath n i1 ¢ h t an die Cliffordschen Begriffsbildungen an,

183
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Neben Cayley {(1859), (1869) scheint Heath am stdrksten von Lindemann be-
einfluBt worden zu sein; der kinematische Teil (1884, 305-310) jedenfalls
beruht im wesentlichen auf Lindemanns Dissertation (1874).

An Vorarbeiten zur Dynamik des starren Kdrpers im elliptischen Raum sind
die beiden Aufsdtze (1876) und (1882a) von Clifford zu erwdhnen. Nur auf den
zwelten bezog sich Heath (1884, 314) explizit.

Clifford filihrte in (1882a, 378) das Trigheitsmoment eines starren
Korpers beziglich einer Ebene, "second moment of a plane", ein. Legt man dem
Koordinatensystem ein Tetraeder zugrunde, so hat eine Ebene U die Glei-
chung
=0 .

Ule + U2X2 + U3X3 + U4X4

Sind (yl,yz,y3,y4) die Koordinaten eines Punktes vy , so definierte er
das Tragheitsmoment von ¥y mit der Masse dm beziglich der Ebene U

als 2
I(Uly1 + Uyy, + Usvy + Uyyy) dm = k .

Dabei nahm er wie liblich an, daB die Koordinaten normiert sind, d.h.
z:yiz = 1 und Z:Ui2 = 1 und setzte die Gesamtmasse gleich eins; k
nannte er dann den Tragheitsradius beziglich der Ebene U .

"Those planes, whose second moments vanishes, envelop a surface
of the second order k® = 0 (the null-surface), which
determines all the dynamical relations of the body.

The six axes of this surface (being the edges of the self-
conjugate tetrahedron common to it and the absolute) are
called the principal axes of the body. We may for all
dynamical purposes substitute for the body a system of
four particles having appopriate masses placed at the
vertices of any Tetrahedron self-conjugate to the null-
surface." (1882a, 379)

Clifford leitete einen Ausdruck fir den Xmpuls her, stellte die Be=
wegungsgleichungen auf und transformierte schlieBlich das Ganze auf ein
mit dem KSrper mitbewegtes Koordinatensystem. Dadurch erhielt er die Eulerschen
Gleichungen fir den elliptischen Raum und einen Ausdruck filr die kine-
tische Energie. Da Heath ganz analog vorging, seine tberlegungen aber etwas
ausfihrlicher darlegte, soll darauf erst im ndchsten Abschnitt einge-
gangen werden,

(1876) griff Clifford das Problem der Bewegung eines starren Korpers
um einen Fixpunkt von einem verallgemeinerten Gesichtspunkt wieder auf:

"The problem of the rotation under no forces of a rigid

body about a fixed peoint in ordinary three-dimensional space
is the same as the problem of free motion under no forces;
for the motion about the centre of inertia takes place as

if it were a fixed point. But it is also the same thing as
the problem of the free motion of a rigid system ... in
elliptic space of two dimensions. So also the problem of

the free motion of a solid in elliptic space of three
dimensions is the same as that of the free moticn, or motion
about a fixed point in parabolic or homaloidal space of

four dimensions. and, in general, the problem of free motion
in elliptic space of n dimensions is identical with that

of free motion or motion about a fixed point, in parabolic
space of n+l dimensions." (1876, 236)

Die hohe Allgemeinheit dieser Abhandlung brachte es mit sich, daB sie
fir die Geometrie des dreidimensionalen elliptischen Raumes kaum etwas
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beitrug, Sie blieb auf die Weiterentwicklung der geometrischen Mechanik
des starren Kdrpers ohne Einfluf, Heath (1884) erwdhnte sie nicht einmal,

Von Heath sind m,W. keine weiteren Arbeiten zur nichteuklidischen Geow-
metrie oder Mechanik bekannt. Es handelte sich also bei (1884) um ein
singuldres, wenn auch sehr einfluBreiches Werk. Die in Form einer Ein~-
leitung den eigentlich mechanischen Betrachtungen vorangestellte Ein-
fihrung in die elliptische Geometrie des Raumes gehdrte zu den ersten und
vielbeachteten zusammenfassenden Darstellungen der nichteuklidischen Geo-
metrie (vgl. Abs. 1.2).

1.3.2 Mechanik des starren Korpers im elliptischen Raum

1.3.2.1 Kinematik im elliptischen Raum

Ein starrer Kdrper wird bei Heath wie iiblich definiert:

" "By a rigid body we mean a collection of particles so bound
together that the distance between any pair of them
remains the same, however the system be moved in space."

(1884, 295)
Im nichteuklidischen Fall tritt dabei etwas auf, was Heath flr wert befand,
besonders zu erwdhnen: Ist P ein Punkt und p dessen Polarebene
beziglich der imagindren Fundamentalfliche des elliptischen
Raumes, so ist die Distanz von P 2zu allen Punkten Q der Polarebene
konstant. Denn P,Q ., zusammen mit den Schnittpunkten der Geraden PQ
mit der Fundamentalfl&iche, bilden ein harmonisches Punktequadrupel, haben
also ein konstantes Doppelverhdltnis und folglich konstanten Abstand:

"A point ... [has] always ... [the same distancel] ... from

any point of its polar plane. Hence a point and its polar

plane always move together like a rigid body." (1884, 295)
Zu einem konkreten starren Kdrper, betrachtet als Punktmenge, kann in
diesem Sinne immer die entsprechende Menge der Polarebenen dieser Punkte
dazugedacht werden, um der Betrachtung im Rahmen der elliptischen Geo=-
metrie eine gewisse Vollstdndigkeit zu geben.

Wie Lindemann nannte Heath eine elliptische Bewegung, die die Punkte
oder Ebenen einer Geraden einzeln fest 138+, eine Rotation bzw, Trans-
lation, und stellte fest, daB letztere genauso wie erstere eine wohlbe-
stimmte Achse hat. Eine Drehung um eine gegebene Gerade ist dquivalent
einer Translation um die dazu absolut (d.h. beziglich der Fundamental-
fldche) polare Gerade (1884, 296).

Zur Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung benutzte Heath
normierte elliptische Koordinaten, d.h. er konstruierte die Koordinaten
so, dafl fir die Koordinaten (xl,xz,x3,x4) eines Punktes die Beziehung
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Exiz =1 gilt (1884, 289). Die Matrizen der linearen Transformation
werden dabei alle orthogonal.
Ist also
X = Px (1)
eine Koordinatentransformation, so muB wegen inz = iiz =1
P orthogonal sein, d.h. es gilt p=l - pT und det(P) = 1. Da man die

Geradenkoordinaten in gleicher Weise normieren kann wie die Punkt-
koordinaten (1884, 291), wird die entsprechende Transformation ebenfalls
orthogonal. Durch die Berechnung der Fixelemente der Transformation zeigte
er, dalBl bei jeder elliptischen Bewegung genau zwel Geraden invariant
bleiben, wobel die Bewegung dann als zusammengesetzt aus zwei Drehungen
bzw. Translationen um diese Achsen oder als Schraubung ldngs einer dieser
Achsen aufgefasst werden kann (1884, 300f.).

Hingt P von der Zeit ab, so wird aus x = PTR
Tz o+ TR
?ezieht man die Bewegung auf ein kOrperfestes Koordinatensystem, so ist

x = P
5‘( = O' alSO

¥ =P’ =pTpx =Qx. (2)

Offenbar ist (2 schiefsymmetrisch, denn aus der Orthogonalit&tsbeziehung
PP = E folgt PP + PP =0 oder PP+ B'P)T =0 , d.h.
Q+ QF =0 .
Was ist die geometrische Bedeutung von () ? Da () schiefsymmetrisch ist,
hat diese Matrix nur sechs unabhdngige Parameter Wyr Wyr Wi By, Wof Wes

also etwa die rPorm (1884, 302)

0] -ﬁ)6 0)5 -01
"w5 u4 Q -lda (3)

Verschwinden alle Wy aufler , 50 wird fll definiert durch

1
0 QO O -wl
Q Q Q Q
Ql =
(e} 0 o] O ’
W, 0 0 ©
d.h. % = le ist gleichbedeutend mit
xl = - wlxé
x2 = 0
i3 = 0O (4)
b4 = W.X
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Die Koordinaten eines Punktes
wurden so konstruiert, daB sie
gleich den Kosinus der Abst&dnde
zu den Eckpunkten des Koordi-
hatentetraeders sind (1884,29),
Die Abstdnde zu den Eckpunkten
2 und 3 (Fig.3) Endern sich
gemdaB (4) nicht, also mui

es sich bei der vorliegenden

Bewegung um eine Drehung um die
Kante 23 des kOrperfesten Koordinatentetraeders handeln, Fir den Punkt

4 = (0,0,0,1) ist %, =, d.h. er bewegt sich mit der winkelge-
schwindigkeit @, um die Achse 23 , und wegen des Minuszeichens auf den
Punkt 4 zu. Analog 1&8t sich zeigen, daB Wy @y, @y, Wo, o gleich den
Winkelgeschwindigkeiten um die Kanten 31, 12, 14, 24, 34 sind (1884,302).

Unter der Annahme eines Superpositionsprinzip filir solche Bewegungen
18Bt sich also sagen: Die Bewegung eines Punktes x mit % = (Ix liBt
sich erzeugen durch geeignete Drehungen um die sechs Kanten eines Tetra-
eders (1884, 303):

¥ =Q0x = (.Ql +Q2 +Q, +Qy +Q +Qy) x.

Ganz entspreachend hdtte man natlirlich die Bewegung von x auch als Zu-
sammensetzung von sechs Translationen um die Kanten desselben Tetraeders
auffassen kdnnen.

Heath zeigte nun, daB sich die wl, ub,..., w6 bei linearen Transfor-
mationen genau so verhalten wie die Geradenkoordinaten. Weiter leitete er
folgende Beziehungen ab (1884, 304f£.):

Sind die Koordinaten irgendeiner Geraden gegeben durch a = (al,aZ,aS,
a4,a5,a6) ,» 80 gilt fiir deren Anderung bei einer Drehung mit den
winkelgeschwindigkeiten Wis Boseeer @ um die Kanten des Koordinaten-

tetraeders

a = Wa (5)
mit

0] ~uwg w5 0 —w3 ,

=W
o 03 w, o -Wy u5
w; O ~®, w, O -w,
Sind dle p = (pl,pz....,pe) irgendwelche GrdBen, die sich wie die

winkelgeschwindigkeiten Wys Woreees Wo transformieren, so gilt fir deren
Znderung bei einer Drehung mit den winkelgeschwindigkeiten Qi @yrene, W

P absolut ==§ relativ + Wp . (6)
(raumfest) (k8rperfest)
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Im folgenden leitete Heath im AnschluB an Lindemann die beiden bei
einer elliptischen Bewegung invarianten linearen Komplexe ab, den Rotations-
und den Translationskomplex,
(1884, 305f.).

sowle einige sich daraus ergebende metrische
Relationen

1.3.2.2 Dynamik im elliptischen Raum

Heath erkl&arte den Kraftbegriff im elliptischen Raum ganz &dhnlich wie
Lindemann (vgl. Abs. VI 3,5) und kam wie dieser gemif Klein (1871b) zur
mechanischen Deutung der simultanen Invariante zweier linearer Komplexe,
d.h. eines Kraftkomplexes und eines Bewegungs- oder Geschwindigkeilts-
keitskomplexes, als Arbeit des Kraftsystems beziiglich des Bewegungssystems
(1884, 311). Auf die daraus folgenden Implikationen zum Verhdltnis der
mechanischen Begriffe und der Geometrie des Raumes der linearen Komplexe
ging er nicht ein.

Ausgehend von der Berechnung der Geschwindigkeit eines einzelnen Punk-~
tes (XX, eXq,%,)

des starren Kdrpers, welcher einer Bewegung mit den

winkelgeschwindigkeiten Wis @Wypeees W um die Kanten des Koordinaten-

tetraeders unterworfen ist, berechnete er den Gesamtimpuls des starren

KOrpers in abhdngigkeit von der Massenverteilung zu (1884, 313)
p = Mo , (7)
wobei W = ( Wir Woreeey wg) und
A P3 P2 0 -P6 PS
P3 B Pl P6 e} -P4
M= F2 F1 © ~-P5g Py O = M,
o} P6 -P5 F —P3 -Pz
-1?6 O -P4 —P3 G —Pl
PS —P4 0 -P2 —-Pl H
und A = f(xl2 + x42) dm P, = ‘fx2x3dm
B = I(xz2 + x42) dm P, = .IXBdem
cC = f(x32 + x42) am Py, = ‘rxlxzdm
F = f(xz2 + x32) am P, = lex4dm
G = !(x32 + xlz) dm Py = Ix2x4dm
H = j(xl2 + x22) dm Pg = fx3x4dm .
Die Impulskomponenten P1sPyreeeeDg sind die Drehmomente beziglich den
Kanten 23, 31, 12, 14, 24, 34 oder die Translationsmomente bezlglich den
Kanten 14, 24, 34, 23, 31, 12 des Bezugstetraeders.,
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Die kinetische Energie T berechnet sich dann zu
(1884, 313)

wMw = 2T = Awlz + szz + Cw32 + Fm42 + Gw52 + Hw62
+2Pl(w2w3-w5m6) +2P2<“"3“"'l" “’6“’4)
+2P3(wlm2-w4w5) +294(w3w5- m2w6) (8)
+2P5(u1w6 —u3m4)+ M%(d2u4 - wlw3) .

Man beachte, daB die sechs GrdBen A4, B, ¢, F, G, H nicht unabhingig sind:
2

Wegen der immer vorausgesetzten Normierung gilt E:xi = 1 und danit
2 2 4 2
A+ F = f(xl + Xy Ydm + I(x2 + X, }dm
N 2 2 2 2 N B
= [(xl X, XU 4 xRy )dm = fdm =R,

wobei p  gleich der Gesamtmasse des KSrpers ist. Analog findet man, daf
B+G=C+H=pM , also
A+F=B+G=C+H= M .

Nach dem Vorgehen von Clifford (1882a) (abs. 1.3.1) fithrte Heath die
Tradgheilitsmomente eines starren Kdrpers bezliglich einer
Ebene ein, und kommt dadurch zur Definition der Haup t trdaghelt s-
achsen und Haupttridgheitsebenen eines starren
K8rpers (1884, 314),

2 2 . .
Ist k ",’I(lel+ sz2 + U3x3 + U4x4) dmm  das Tragheitsmoment des
Punktes y Dbeziiglich einer Ebene U , so heifBt die Fldche zwelten Grades
mit k% =0, d.h.

2
f(lel + UpXy + UsXy + U4x4) dm = O
nach Clifford die N u l 1l £1 & ¢c h e des Kérpers. Ihre Gleichung 148t
sich durch eine geeignete Koordinatentransformation auf Hauptachsenform

2
3

bringen, wobel die Kanten und Ebenen des entsprechenden Polartetraeders

U12 I Xlzdm + U22 ,f xzzdrn + U I xazdm + U42 J x42dm =0

der Fldche eben die genannten Haupttridgheitsachsen und -ebenen sind. Be-
zliglich dieses sogenannten Haup ttrdagheitstetra-

e d e r s verschwinden alle gemischten Ausdriicke der Form fxixkdm mit
i # k . Bezieht man den Masse-Trigheitstensor M auf das Haupttrig-
heitstetraeder, so verschwinden folglich alle gemischten Momente Pi
und die Beziehung zwischen dem Impuls p und der Geschwindigkeit w wird
(1884, 315)

p = M@ ’
d.h.
Py A i
Py B W
Py - C sy
p4 F m4 .
Pg G wg (9)

Pg . H “s
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Bewegungsgleichungen eines starren
K8rpers im elliptischen Rawumi:Die einer Be-
wegung mit dem Impuls p(t) koordinierte Kraft ist definiert durch die
Beziehung £ = é . Daraus folgt fUr ein raumfestes Koordinatensystem mit
P = Mw die Gleichung f = Ma . Bezogen auf ein mitbewegtes, d.h,
koérperfestes, Tetraeder gilt wegen {(8) aber

piabsolut = Plrelativ W
mit i
£ = Plabsolut
wird also
£ o-p 4w
oder
f o=Ma+ (WMo . (10)
Die Impulskomponenten kdnnen dabei in der Form
eT
Pi = dew,
i

geschrieben werden, wobei T wieder die kinetische Energie ist.
Nimmt man das Haupttragheitstetraeder als Grundlage des kdrperfesten
Koordinatensystems, so wird M diagonal, d.h.

f =M&6 + (WMw
A6, O -wy Wg O -0y )| [Aw,
B 6, wg O -w, wy O -6 | B,
- [Ceg] s @y 0 —@y @ O Cuy (11)
P, 0 -wy W, O =-wg wg{|Fu,
G &5 Wy e} -, w6 O Wy GQS
H é6 W, W; O mS Wy o] Hw6

Rechnet man dies aus, so ergibt sich (1884, 316)

£, = Aw - (B-H)w2m6 - (G—C)wsw3
£, =Buw, - (H~A)w6wl - (C~F)w3w4
£, =¢C wy - (AFG)w1w5 - (F—B)m4a2

_ . 12>
f4 = F Wy - (B—C)w2m3 - (G-—H)wsw6

fg =Guwg - (C—A)w3wl - (HﬁF)w6m4

fo = Huw, - (A—-B)wlwz - (F-G)w4w5

Dies sind die Eulerschen Bewegungsgleichungen
im elliptischen Raum,

ImFalleder krdftefreien Bewegung ist f = 0 und
damit auch

Plabsolut = © ¢



d.h. p = (pl,pzo...,ps) ist konstant. Folglich sind die beiden polar
konjugierten linearen Komplexe

P)d; * P8y + P333 * Pydy + Pgdg + Pgig o

1]

und
Pgdy + Pglp + Pgl3 + P13y + Pydg + Pydg =0

Pixelemente der Bewegung. Der erste Komplex besteht genau aus denjenigen
Geraden, ldngs welchen kein Verschiebungsmoment wirkt und der zweite genau
aus denjenigen Geraden, um welche kein Drehmoment wirkt (1884, 316).

Multipliziert man im kraftefreien Pall die sechs Gleichungen hintereine
ander mit Wr oy, By, 0,6, addiert, und integriert das Resultat iber
die Zeit, so erhdlt man als erstes Integral der Bewegung (1884, 316)

2 2 2 2 2 2
Aw " + Bw,” + Cen” + Fw,” + Gog” + Heg" = 2T (13)

i91

d.h. die Energieerhaltungsgledichung (vgl.Abs.V 5.3),

Im letzten Teil des Aufsatzes (1884) gibt Heath formale Ldsungen der
Bewegungsgleichungen mit Hilfe von Theta-Funktionen in zwei Variablen an.
Er kommt aber zu keiner vollstadndigen LOsung: er erhidlt nur vier freie
Parameter flr die Erfilillung der anfangsbedingungen, fir die im. allgemeinen
Falle sechs freie Parameter notwendig sind (1884, 322), Hieran kniipfen
sich die Betrachtungen von Domenico de Francesco (vgl.Abs. 2.2.2).

1.3.3 Diskussion der Ergebnisse von Heath

Neben Cliffords kurzen Notizen (1876), (1882a) war die Abhandlung (1884)
von Heath die erste Arbeit zur D y n am i k eines starren Kbdrpers im
elliptischen Raum. Bie blieb zugleich auch eine der letzten, die sich ein-
gehend und ausschlieflich mit diesem Thema beschdftigten. Warum war es ge-
rade ein Mathematiker in England, der diesen Faden aufgriff und bis zu
einem gewissen Ende filhrte? Hierfiir sind vor allem zwel Griinde maBgeblich:
Erstens war es flr die englischen Mathematiker gewissermaBen Ehrensache,
sich mit der nichteuklidischen Geometrie im Rahmen der von Cayley schon
{1859) gefundenen MaBbestimmung zu beschiftigen; zudem wirkte das Erbe des
frith verstorbenen genialen William Kingdon Clifford (1845-1879), des
eigentlichen Pioniers der nichteuklidischen Geometrie in England, auf
dessen Nachfolger anfeuernd und begeisternd. Seine Schriften wurden jeden-
falls mit einer gewissen Ehrfurcht zitiert. Zweitens schuf Robert Stawell
Ball mit seiner Schraubentheorie ein neues Forschungsgebiet zwischen
Mechanik und Geometrie, das sich geradezu anbkot, in den Rahmen der nicht-
euklidischen Geometrie hineingestellt zu werden. Die Faszination der Ball-
schen Schraubentheorie lag in deren scheinbarer Praxisndhe zu kinematischen
und dynamischen Problemen von mechanischen Systemen mehrerer Freiheits-
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grade, sowie mit den damit eng zusammenhingenden und anregenden Fragen
rein geometrischer Natur (Zylindroid, Systeme von linearen Komplexen,
Ubertragungsprinzipien usw.).

Die Arbeit (1884) von Heath zeichnet sich durch formale Eleganz aus,
die mit mdglichst geringem Aufwand und auf direktestem Wege zum Resultat
gelangen will, Die zuletzt dastehende Formel warAeigentlich das Ent-
scheidende -~ auf die Diskussion der geometrischen Verhdltnisse verwendete
Heath nicht allzu viele Worte. Insbesondere schien ihm die Einordnung
seiner Uberlegungen in den Komplexraum fern gelegen zu haben. Es soll dies
in einer etwas skizzenhaften Weise hier nachgeholt werden, um zu zeigen,
wie die Heathsche Arbeit dem Inhalt nach eine fast nahtlose Weiterfiihrung
von Lindemann (1874) darstellt.

Lindemann (1874) hatte die Kinematik, sowie den statischen Kraftbegriff
erschopfend behandelt., Die Analogie zwischen unendlich kleinen Bewegungen
und Kraften erfuhr durch ihn im Anschluf an Klein eine wvollstdndige
Kldrung im Sinne einer mathematischen Koordinaticn, welcher die durch die
involutorische Lage induzierte Polaritdt im Komplexraum zugrundeliegt
(Abs. VI 3.7). Zwel lineare Komplexe mit den Koordinaten (al,az,....aS)
und (bl’bZ""’bG) nannte er in Involution, wenn

(a,b) = alb4 + a2b5 + a3b6 + a4bl + a5b2 + a6b3 =0
ist. Geometrisch bedeutet dies die konjugierte Lage dieser beiden Komplexe
bezliglich einer gewissen Fldche zweiten Grades im Komplexraum. Diese

Flache besteht genau aus denjenigen Komplexen, die zu sich selbst konju-
giert sind, d.h. ihre Gleichung hat die Form

(x,x) = 2(xlx4 F X, X X =0 .

275 3%
Dies ist aber die Bedingungsgleichung dafiir, daf die Komplexkoordinaten
(xl,xz....,x6) eine Gerade, d.h. einen speziellen linearen Komplex dar-
stellen. Die in Rede stehende Fldche zweiten Grades ist also identisch mit
der Menge der Geraden des dreidimensionalen projektiven Raumes, oder
besser, der Menge der speziellen Komplexe des filinfdimensionalen Komplex-
raumes. Sie g0ll hier Linienguadrik genannt werden. Dann kann man sagen:
Kraftkomplexe und Bewegungskomplexe (d.h, eigentlich Geschwindigkeits-
oder Beschleunigungskomplexe) sind sich bezlglich der Linienguadrik polar
zugeordnet.

Man beachte: diese Zuordnung ist keine dynamische, sondern eine rein
mathematische, die allerdings im Rahmen des Arbeitsbegriffes eine gewisse
physikalische Bedeutung erhdlt (vgl. aAbs. VI 3.7).

Heaths Verdienst bestand nun in der Weiterfilhrung der Lindemannschen
Vorarbeiten in die Dynamik hinein. Es wurde ja schon einmal darauf hin-
gewlesen (vgl. Abs. V 2.6), daB bei einem realen Bewegungsvorgang eines
starren Korpers jedem Bewegungszustand eine gewisse Kraftkonfiguration
entsprechen muB. Da sowochl ersterem wie letzteren geometrisch ein linearer
Komplex zugrunde liegt, muB der starre K8rper auf irgendeine Weise eine

dynamische Zuordnung zwischen diesen beiden linearen Komplexen induzieren.
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Im euklidischen Fall (vgl. Abs. V 5) hdngt das dynamische
Verhalten eines starren K&rpers ja wesentlich von der Gestalt des Trag-
heitsellipsoides ab. Ist dieses in der Form einer symmetrischen Matrix.I,
dem Tragheitstensor, gegeben, se ist damit das Verhdltnis des Drehvektors

d 2zum Drehimpuls D bekanntz

-

P = Id.

Zusammen mit der allgemeinen Beziehung von Vektoren v im ruhenden
(absoluten) und bewegten {(relativen) System

vfabsolut = vlrelativ tdxv

erhdlt man daraus sofort die Eulerschen Bewegungsgleichungen (Abs. V 5.2):

*

f = D =Id+ax(1d .

Im nichteukldidischen Fall ist die Sache vollig analog,
mit dem einzigen wesentlichen Unterschied, daf sich die translatorischen
und rotatorischen Anteile der Bewegung n i ¢ h t +trennen lassen. Denn
eine Translation ist ja identisch mit einer Rotation um die absolute Polare
und Entsprechendes gilt fir die Translationskrdfte und Rotationskrdfte.
Folglich lassen sich auch Verschiebungsmomente und Rotationsmomente
(=Drehmomente) nicht aufspalten; eine Konsequenz davon ist, daB die Masse
nirgends als Faktor auftritt wie im euklidischen Fall, I n der nicht -
euklidischen Mechanik wird alles,was mit
der Masse zusammenhdidngt, zum Mo men t, Anstelle der
Masse in der Newtonschen Gleichung und dem Trigheitstensor I der Euler-
schen Gleichungen tritt hier ein einziger Tensor M .

Die entsprechenden Schritte mechanischer Natur in der ableitung der
euklidischen Form der EBulerschen Gleichungen bestehen erstens in der Abe

leitung der Drehimpuls/Drehvektor-Beziehung p = Id und gweitens in der
Definition des Drehmomentes durch £ =P . In der nichteuklidischen
Mechanik lautet die Beziehung zwischen dem Impuls p = (pl.pz,...,ps)

s

der durch w = (ml,wz,...,ws) gegebenen Bewegung

D = MW ,
und die Definition der Kraft

f =p .
Zusammen mit der kinematischen Relation (6) fir ein p = (pl.pz....,ps),
das sich wie w transformiert

Plabsolut =~ Plrelativ T WP
erhdlt man unmittelbar die Eulerschen Gleichungen im elliptischen Raum:

f =Mw + (WMw
Im ruhenden System gilt einfach

F =Moo .

Dies ist die gesuchte dynamische Beziehung zwischen einem Kraftsystem £

und einem beschleunigten Drehsystem @ . Was bedeutet sie geometrisch?

M ist eine symmetrische Matrix, M = MT ., die Gleichung
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i,j=1
stellt also eine Fldche zweiten Grades im Komplexraum dar. Die dazuge~
horige Polarengleichung, die dem Komplex x die Polarhyperebene = zu-

ordnet, hat die Form

Z=Mx .

Ein Ve;;leich mit den Bewegungsgleichungen im ruhenden System zeigt: Die
mathematische Beziehung zwischen dem Kraftsystem £ und dem Beschleunigungs-
system w eines realen starren Korpers im nichteuklidischen Raum mit dem
Masse-Trdgheitstensor M ist eine Po l aritdt im Komplezx -
r aum, vermittelt durch die zu M gehdrige Quadrik des Komplexraumes.

Man sieht daraus, daB man auch durch die Dynamik, &hnlich wie durch die
Kinematik und Statik (Abs. VI 3.7), in natirlicher Weise dazu gefilhrt wird,
entweder die Koordinaten eines Kraftsystems oder die Koordinaten eines
Bewegungssystems als Hyperebenenkoordinaten im Komplexraum zu interpre-
tieren.

Die in Tabelle 1 (Kap. VI) dargestellten kinematischen und statischen
Grundbegriffe zeigen sich nun auch durch die Dynamik als einander in polarem
Sinne zugeordnet.

Jede symmetrische Matrix kann diagonalisiert werden, d.h, jede gquadratische
rorm Kann durch eine reelle lineare Transformation auf Hauptachsenform
gebracht werden. Die Matrix M hat nach (9) eine Diagonalform dér
Gestalt

A

wobei

A+F=B+G =C+ H = Gesamtmasse .
Betrachtet man das Bewegungssystem (X,0,0,0,0,0} , so wird diesem durch
M das Kraftsystem (AA,0,0,0,0,0) =zugeordnet. Einer mementanen Schraubung
unm den linearen Komplex (1,0,0,0,0,0) entspricht also ein Kraftsystemn,
dem derselbe lineare Komplex zugrunde liegt und umgekehrt. Man kann solche
Komplexe Haupttria&8agheitskomplexe (in Anlehnung an
die euklidischen Haupttragheitsachsen) nennen. Es gibt offenbar sechs
solche Komplexe, Sie haben die Gleichungen

Xy, = Q X4 = 0
X2 = Q XS = Q
x3 =0 X6 =0 .,

Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage dieser sechs linearen Komplexe,
eben den Haupttrigheiltskomplexen, verwendet man einen Satz aus der Theorie

der guadratischen Formen: zwei quadratische Formen, von denen die eine
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positiv definit ist, kdnnen immer simultan durch eine reelle lineare
Transformation auf Hauptachsenform gebracht werden; die positiv definite
Form geht dabei in eine Summe reiner Quadrate ﬁber.23

wendet man diesen Satz auf die quadratischen Formen

(x, %) = 2(xlx4 + Xoxg F x3x6) =0 ,
D &6
XM = z: Mijxixj = 0
i,j=1
an, so geht letztere, da sie positiv definit ist, in
2 2 2 2 2 2
xl + XZ + Xq o+ X, + Xg + Xg = 0

Uber; erstere hat, wlie im Abschnitt V 2.5 gezeigt wurde, eine wohlbestimmte
Signatur mit drei positiven und drei negativen Vorzeichen. Chne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dai sie bei obiger Trans-
formation in

2 2 2 2 2 2
X7 X" ®yT o X, T - %Y - % = 0

Ubergeht (sonst nimmt man eine Vertauschung der Variablen vor).

Offenbar haben die Komplexe X; = O, 4 =1,2,44.,6 , immer noch die
Funktion von Haupttridgheitskomplexen. Wie im Abschnitt V 2.5 gezeigt wurde,
sind sie paarweise in Involution,

Bs gilt also:

Die sechs Haupttrdgheiltskomplexe

bilden ein System von Kleinschen

Pundamentalkomplexen.,

Damit ist der Zusammenhang der Mechanik des starren Korpers im ellipw
tischen Raum mit dem Raum der linearen Komplexe und dessen Hyperebenen-
raum hergestellt., Auf weitere Einzelheiten einzugehen ist hier nicht der
Ort. Vielleicht konnte durch diese skizzenhaften Ausfilhrungen im Anschluf
an Heath (1884} dem Leser ein wenig die Schonheit und Geschlossenheit
der geometrischen Mechanik des starren Kdrpers im elliptischen Raum ndher
gebracht werden. Diese tiefer liegenden Zusammenhdnge bildeten jedenfalls
¢inen entscheidenden Ansporn zur Inangriffnahme und Durchfihrung der vor-
liegenden Arbeit.



196

2, Zur Rezeption der nichteuklidischen Geometrie in Italien

2.1 Verarbeitung und Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie
in Italien

2.1.1 Giuseppe Battaglini und Eugenio Beltrami

"Das Risorgimento, die nationale Wiedergeburt Italiens,
bedeutete auch die Wiedergeburt der italienischen Mathe-
matik. Mehrere Begriinder der modernen Mathematik in Italien
nahmen an den Kdmpfen teil ..., die zu séiner Einigung
fihrten; spdter hatten sie neben ihren Lehrstihlen poli-
tische Stellungen inne. Ein starker EinfluB ging wvon

Riemann aus, und durch Klein, Clebsch und Cayley erwarben
sie ihre Kenntnisse der Geometrie und Invariantentheorie,®2%
{(struik 1980, 196)

1860 wurden zweil neue Lehrstiihle in hBherer Geometrie geschaffen: der
eine in Bologna fiir Luigi Cremona (1830-1903) und der andere in Neapel
fir Giuseppe Battaglini (1826-1894)., Beide Orte entwickelten sich zu be-
deutenden Zentren der Mathematik, insbesondere der Geometrie. Die Schule
von Cremona orientierte sich im speziellen an der Tradition der pro-
jektiven Geometrie, d.h. an Monge, Poncelet, M8bius, Steiner, von Staudt
bis hin zu Plicker. Schiller von Cremona waren etwa R. de Paolis (1854-1892)
und G. Veronese (1854-1917).- Aus der stark von Cayley, Sylvester und
Gordan ispirierten Schule von Battaglini gingen etwa die Mathematiker
E. d'Ovidio (1843-1933), L. Berzolari (1863-1949) und E. Pascal (1865-1940)
hervor.25

Die Verbreitung der nichteuklidischen Geometrie in Italien war vor allem
mit den Namen G. Battaglini und E. Beltrami (1835-1900) verknipft. Battag-
lini fiihrte "mit ebenso viel Uberzeugung wie Eifer .,. die neuen geo-
metrischen Spekulationen ein ..., und das von ihm gegriindete und geleitete
'Giliornale di Matematiche' war von 1867 an das gleichsam amtliche Organ
fiir die nichteuklidische Geometrie." {(Bonola/Liebmann 1908, 133) Er
brachte im Jahre 1867, im fiinften Band des "Giornale" eine italienische
Ubersetzung der Pangeometrie von N. Loba¥evskij, sowie einen eigenen Bei-
trag (1867) zu diesem Thema.

Die beriihmte Arbeit (1868a) von Beltrami, einem Schiiler F. Brioschis
(1824-1897) und Bewunderer Riemanns, die im sechsten Band des "Giornale"
erschien, markierte den Beginn der intensiven Erforschung eines neuen
Zweiges der Geometrie: der differentialgeometrischen Charakterisierung
der nichteuklidischen Geometrien. Berief sich Beltrami in (1868a) noch
ausschlieBlich auf Gauss und Loba¥evskij, so bemerkt man in (1868b) eine
dramatische Wandlung: Beltrami beniitzte hier bereits die allgemeinen
Methoden von Riemann und arbeitete durchgehend im n-dimensionalen Raum.

In der Zwischenzeit muB Beltrami also mit Riemann (1867) in Berlhrung
gekommen sein. Dies bewies den eigenstindigen Ansatz dieses bedeutenden
italienischen Differentialgeometers, dessen Forschungsrichtung nur durch
die Beitrdge Riemanns intensiviert und befruchtet, nicht aber ausgeldst
wurden.,
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Es ist daher nicht verwunderlich, daB die ersten entscheildenden Ar-
beiten zur Differentialgeometiie nichteuklidischer Rdume in Italien ge-
schrieben wurden, pflegten doch gerade auch die Italiener eifrige Kontakte
zu deutschen Mathematikern, insbesondere zu Riemann. Zudem hatten D.
Codazzi (1824-1875), G.Mainardi (1800-1879), F. Brioschi (1824-1897), E.
Betti (1823~lé92) usw. noch v o r der Rezeption von Riemanns Habili-
tationsvortrag durch ihre differentialgeometrischen und analytischen

Arbeiten einen guten Grund flir die weitere Entwicklung gelegt.26
Die geometrische und algebraische Verarbeitung der nichteuklidischen
Geometrie in Italien27 verdankt man vor allen dem Werk von Enrico
d'0Ovidio; darauf soll im n&chsten Abschnitt naher eingegangen werden.
Auch in Ttalien verband sich das Studium n-dimensionaler (vor allem
‘projektiver) Riume mit der Rezeption der nichteuklidischen Geometrie. Neben

)28 sind hier

den differentialgeometrischen Arbeiten Beltramis (1868a,b
insbesondere d'Qvidic (1877a) und Veronese (1882) zu nennen., Letzterer
schrieb mit (1882) die erste systematische Arbeit zur synthetischen
Theorie des n-dimensionalen projektiven Raumes, Sie war von grofiem EinfluB
auf die weitere Entwicklung der projektiven Geometrie hdherdimensionaler
Rdume, die in der folgenden Zeit durch C. Segre (1863-1924) zu einem Hohe-
punkt gefihrt wurde.29

In diesem Zusammenhang muB noch die fliir die vorliegende Untersuchung
wichtige Arbeit von R. de Pacolis (1885) erwdhnt werden. De Paclis gibt
dort eine auf der synthetischen Thedrie der linearen Komplexe beruhende
Einfihrung von projektiven Koordinaten im Komplexraum - ganz im Stile der
von v.Staudt und Klein erschlossenen Wege im gewthnlichen dreidimensionalen

projektiven Raum,

2.,1.2 Nichteuklidische Liniengeometrie : Enrico d'Cvidio

Enrico d'Ovidio (1843-1933) widmete neben rein invariantentheoretischen
Studien einen groBen Teil seiner Zeit der algebraischen projektiven
Geometrie, insbesondere der Theorie der (nichteuklidischen) projektiven
Metrik.3OZunéchst beschrédnkte er seine Untersuchungen auf den drei-
dimensicnalen projektiven Raum, studierte die Liniengeometrie und ging
schlieBlich zur Betrachtung n-dimensionaler Rdume iber,

In der Arbeit (1870) stellte d'Ovidio mit Hilfe des Determinantenkalkiils
die Grundlagem zur analytischen Geometrie im dreidimensionalen projektiven
Raum in homogenen Koordinaten zusammen. Im Anschlufl an Zeuthen (1869} und
Battaglini (1866a) diskutierte er (1872) euklidisch-metrisdhe Linien-
koordinaten und untersuchte schlieBlich (1873) nichteuklidische-metrische
Beziehungen in homogenen Punkt- und Ebenenkoordinaten. In der grund-
legenden Arbeit zur nichteuklidischen Geometrie (1874, 82) definierte er
etwa das Moment zweier Geraden als Produkt des Sinus ilhres Abstandes, und
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das Komoment als Produkt des Kosinus ihres Abstandes.31

(1875a,b) und
(1876a,b) dehnte er seine Untersuchungen auf die nichteuklidisch-metrischen
Eigenschaften der linearen Komplexe (d.h. er gab Formeln fir Moment,
Distanz, und winkel) und Kongruenzen aus, {(1876c) auf Bilindel und Ge-~
bische, d.h. auf zwel- und dreiparametrige Scharen von Komplexen. {188la)
fasste er die gewonnenen g e ome tr i s ¢ hen Ergebnisse fir
lineare Komplexe zusammen, und (188lb) untersuchte er spezielle nicht-~
euklidisch-metrische Eigenschaften des linearen Komplexes (Parameter uswa ).

Schen (1877a,b) untersuchte d'0Ovidic die projektive Metrik im n-dimen-
sionalen Raum und bestdtigte dadurch die Behauptung {(Abs. VI 2.2 und 2.3),
dafl die Erforschung der nichteuklidischen Geometrie untrennbar verbunden
war mit der Erforschung von Rdumen beliebiger Dimensionen.32

Enrico d'Ovidioc scheint ganz unabhdngig von Lindemann (1874) zu seinen
Ergebnissen iiber die nichteuklidische Liniengeometrie gekommen zu sein,
obwohl er sich nach deren Erscheinen immer wieder auf sie berief.33
D'Ovidio gebiihrt dadurch das Verdienst, die italienischen Geometer auf die
grundlegende Dissertation Lindemanns aufmerksam gemacht zu haben. Man be~
achte aber, daf seine eigenen Untersuchungen schon frither begannen und teil=-
welse gleichzeitig mit Lindemann (1874) publiziert wurden.

2.2 Dynamik des starren K8rpers in einem Raum konstanter Krlmmung:

Domenico de Francesco

2.,2.1 Kinematik

Die erste Arbeit in italienischer Sprache zur nichteuklidischen Kine~
matik ist Beltrami (1876), wo die Untersuchung mit Hilfe von Differential-
invarianten gleich fir n Dimensionen durchgefiihrt wurde, Diese Arbeit
hatte programmatischen Charakter; ihre Aussagen sind dementsprechend
allgemeiner Natur und trugen zur konkreten Kinematik des elliptischen

oder hyperbolischen Raumes von drei Dimensionen wenig bei.

2.2.2 Integration der Bewegungsgleichungen

De Francesco (1900a) knilipfte seine Betrachtungen an die verall-
gemeinerten Eulerschen Bewegungsgleichungen, wie sie Heath (1884, 316)
- aufgestellt hatte (abs. 1.3.2.2).34 Er bemerkte, daf Heath fiir den
kraftefreien Pall erstens nicht alle Integrale der Bewegung gefunden
hatte und zweitens seine allgemeine Losung der Differentialgleichungen



199

mit Hilfe von Theta-Funktionen in zwei Variablen nicht vollstandig war:

es gab bei ihm nur vier freie Konstanten anstatt sechs. (1900a, 35). Nach-
dem de Francesco die L8sungen von Heath vervollstd3ndigt hatte, machte er
am SchlufB3 von (1900a, 38) die Bemerkung, daB sich die Form der Eulerschen
Gleichungen im elliptischen Raum ohne weiteres auf den hyperbolischen Raum
ibertragen 1&8t,

Die Integration der Eulerschen Gleichungen flir den kraftefreien starren
Korper lieferte aber nur Funktionen filir das Verhalten der Geschwindigkeiten
wl,wz,...,ws in Abhdngigkeit von der Zeit. Damit war das Problem der Be-
wegung des starren Kérpers aber nur zur Hilfte geldst (1900b, 387), Waren

die sechs Winkelgeschwindigkedilten w Woreoes@

’
bekannt, so verblieb die Aufgabe, die sechs Parameter, die éie L a g6e

des Korpers zu jedem Zeitpunkt bestimmen, 2zu berechnen -~ eine Aufgabe,

die Heath weder formulierte, noch in Angriff nahm., Im z2weiten Teil der ge-
nannten Arbeit berechnete nun de Francesco (1900b) die fiir die LBsung

dieses Problems ndtigen sechs Integrale, wieder unter Miteinbeziehung

des hyperbolischen Falles.

(1900¢) behandelte de Francesco dag Integrationsproblem in verall-
gemeinerter Form, d.h. er spaltete es nicht mehr auf in die Bestimmung der
Geschwindigkeits~ oder Ortsparameter. In der umfangreichen Arbeit (13004)
untersuchte er gewisse statische Probléme im hyperbolischen Raum und fithrte
dazu eine neue mechanische Grodfe, das Kemoment einer Kraft, ein (19004,
11). Er konnte zeigen, daB sich mit Hilfe dieses neuen Begriffs Kriftee~
systeme im nichteuklidischen Raum geometrisch analog wie bei Poinsot
behandeln lassen, d.h. daB sich alle Krdfte auf einen Punkt beziehen lassen.
(1900e) dehnte er zudem seine Studie auf die Dynamik des jetzt nicht mehr
notwendig krdftefreien starren K&rpers aus.Die Kinematik behandelte er mit
den in (1900d) entwickelten geometrischen Methoden, und leitete schlieB-
lich die verallgemeinerten Eulerschen Bewegungsgleichungen mit Hilfe des
Hamiltonschen Prinzips ab (1900Ce, 19-21). Er kam dabeéi zum selben Resultat
wie Heath (1884, 316). Im weiteren untersuchte er gewisse Spezialfdlle
der Bewegung eines starren Korpers, sowie Polhodien und Herpolhodien im
nichteuklidischen Raum, ‘

Die abhandlung (15901) schlieBlich ist speziellen Untersuchungen zur
Integration der allgemeinen Bewegungsgleichungen mit Hilfe verschiedener
analytischer Prinzipien im hyperbolischen Raum gewidmet, Der Beitrag in
den “"Mathematischen Annalen® (1902) war ein zusammenfassender Bericht zu
den oben genannten Arbeitan.

Domenico de Francesco rundete im Ganzen gesehen die nichteuklidische
Mechanik des starren K8rpers nach der analytischen Seite (Integrations-—
probleme usw.) hin ab und markiert dadurch einen gewissen AbschluB
dieser Forschungsrichtung.
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3. Zur Weiterentwicklung der geometrischen Mechanik in

Deutschland

3.1 Prédzisierung der geometrischen Grundlagen und des

algebraischen Apparates durch Eduard Study

Die neuvartigen Ideen von Clifford fanden in Deutschland nur z&gernd
Aufnahme, Klein, der sich iiber die Bedeutung Cliffords durchaus im klaren
war, nahm dies unter anderem zum AnlaB, dessen Gedanken in einer aus-
fihrlichen Abhandlung (1890) darzustellen.

Klein griff (1890, 354-363) die Theorie der Cliffordschen Schiebungen
auf und brachte deren Parameterdarstellung in einem projektiven Koordi-
natensystem zum ersten Mal in Verbindung mit dem Quaternionenkalkil. In
diesem Rahmen leitete er etwa den Satz lber die Zerlegbarkeit einer allw
gemeinen elliptischen Bewegung in eine Schiebung 1. und 2. Art her. In nur
wenig verdnderter Schreibweise 1348t sich sein Ergebnis wie folgt darstellen:

Ist q = dg *+ 9438 + 952, + SECH elne Quaternion und sind (xo,xl,xz,x3J
die Koordinaten eines Punktes, so ist etwa eine Schiebung 1.Art der
Fldche

2 2 2 2

XO + Xl

gegeben durch

1 ] ' - .
(xo + Xje; + Xje, + x3e3) = q (xo + Xjey F X,e, X383)

und eine Schiebung 2. Art durch

1 1 ] 3 ! .
(xO + xje; + xle, + x3e3) (xo + xpey + X5e, + x393) P
wenn p = p, + P18 + pye, + D3eq irgendeine Quaternion ist.
Die allgemeine reelle lineare Transformation der genannten Fldche in sich

hat dann _die Form (1890, 360)

1 1 i t = N - . .
(xO + xje, + xXhe, + x3e3) = q (xO + Xi€) + Xpe, + x3e3) o)
oder in Kurzform

X! = g+x+*p .

Die hier durch Quaternionen p und ¢ reprisentierte Parameterdar~
stellung der Cliffordschen Schiebungen hatte schon etwas frither Ball
(1882), (1889a) gefunden.35 Damit war nun die Iscomorphie der Bewegungen
des elliptischen Raumes mit dem direkten Produkt aus zwei euklidischen
Kugeldrehgruppen algebraisch etabliert. Das geometrische Gegenstlick dazu
wurde etwa gleichzeitig und unabhdnglg voneinander von J.Petersen
(= Hjelmslev, 1873-1950) in (1900}, von G. Fubini (1879-1943) in (1900)
und E. Study (1862-1930) in (1902} gefunden. Der entsprechende Satz lautet:

“Man kann die gerichteten Geraden G des elliptischen Raumes
derart auf die Punkte { , r gweier Euklidischer Einheits-
kugeln Ky und Kr abbilden, daf den !Bewegungen' des

36

elliptischen Raumes die voneinander unabhdngigen Eukli-
dischen Drehungen der beiden Bildkugeln entsprechen.'

Eine im wesentlichen endgliltige Darstellung der synthetischen Theorie
der Cliffordschen Schiebungen und Parallelen gab W. Vogt (1883-1916) in
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seiner sch®nen Habilitationsschrift (1%909).

Den Parameterdarstellungen der euklidischen Bewegungen widmete Study
(1891) eine grundlegende Abhandlung, die auch fiir die algebraische.Dar-
stellung nichteuklidischer Bewegungen von grofier Bedeutung war. Zunichst
untersuchte er synthetisch die endlichen und infinitesimalen Bewegungen
des euklidischen Raumes und deren Gruppenstruktur. Besonderen Wert legte
er auf die genaue Erfassung der Spezialfidlle, die er in Arbeiten anderer
Autoren zu diesem Thema vermiBte. Der zweite Teil von (1891) ist einer
sorgfiltigen Ableitung von verschiedenen Parameterdarstellungen der Be-
wegungen und Umlegungen gewidmet, wobel er sich teilweise auch des
Quaternionenkalkiils bedient,

In knapper und endgiiltiger Fassung findet man bei Study (1913, 42) die
Darstellung der euklidischen ( 52 = 0) und nichteuklidischen ( g? = % 1)
Bewegungen mit Hilfe einer Biguaternion a + Eb :

Sx' + evx* = (a + ab)'l(sx + gvx) (a - &b) ,
vu' + gsSu' = (a + ab)'l(Vu + gSu) {(a - &b) ,
p' + ep' = (a + €0) " (p + €B) (a + gb)

wobei Study hier die im Abschnitt 1.2.3 vorgestellte Notation von Buch-
heim (1884b)’benutzte. Study hat dort auch die dazugehdrigen Gleichungen
der Fundamentalfldche sowie der Polarsysteme angegeben.

In Study vereinigte sich eine starke geometrische Intuition mit einer
absoluten Beherrschung der eleganten algebraisch-formalen Darstellung.37
Als Student horte er Vorlesungen des Geometers Theodor Reye (1837-1919)
in StraBburg, wurde aber vor allem beeinfluBt von A.Clebsch (1833-~1872) und
P. Gordan (1837-~1912) und war wihrend kurzer Zeit auch Schiiler von Klein.38
Seine Arbeiten zur euklidischen Liniengeometrie und Kinematik haben die
Entwicklung dieser Gegenstdnde maf3geblich beeinfluBt. Cbwohl er in seinem
Hauptwerk, die "Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kraften und
verwandte Gegenstdnde der Geometrie" (1903)39,ausschlieﬁlich die ver-
wickelten Verhiltnisse im euklidischen Raum untersuchte, lag fiir ihn das
leitende Prinzip in der nichteuklidischen Geometrie:

“Die Ubertragung aus der Nicht-Euklidischen Geometrie bekannter
Schliisse auf die gewShnliche Liniengeometrie und Kinematik hat
flir die mitgetheilten Untersuchungen eine ganz besondere Be-
deutung, s® daB dem Buche auch recht wohl der Nebentitel
' Anwendungen der nichteuklidischen Gecmetrie! hiatte gegeben
werden kénnen ..." (1903, VIII)

Einige Ausarbeitungen seiner fruchtbaren Ideen zur nichteuklidischen
und Liniengeometrie hatte Study parallel zu (1903) verSffentlicht, und
zwar in den Arbeiten (1902), (1906) und (1907) . Auf den Inhalt dieser
sehr reichhaltigen Darstellungen,‘die eine ganze Reihe interessanter
Ubertragungsprinzipien enthalten, kann hier nicht eingegangen werden;
es sollen aber die methodischen Prinzipien, die Study bei der Abfassung
dieser Arbeiten geleitet haben, hervorgehoben werden.

Gleich anfangs von (1902, 315) wies Study darauf hin,

"daB unter Umstdnden zu einem tiefer eindringenden Verstdndnis

selbst sehr elementarer Abschnitte der Euklidischen Geometrie
die Kenntnis der Nicht-Euklidischen Geometrie nicht wohl ent-
behrt werden kann."
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Um "die systematische und heuristische Bedeutung der Nicht-Eukli-
dischen Geometrie" zu bekridftigen, machte er vor allem auf das Prinzip
der Dualitit aufmerksam: Gewisse Analogien in der euklidischen Geometrie
erhalten erst durch gewisse Eigenschaften des nichteuklidischen Raumes
ihre Erkldrung. Vollzieht man den Grenzilbergang von der nichteuklidischen
zur euklidischen Geometrie, so verlieren entweder gewisse Begriffe der
nichteuklidischen Geometrie ihren Sinn oder es treten - je nach der Art
des Grenzilbergangs - verschiedene Begriffe der euklidischen Geometrie
hervor (1902, 316). In (1902) ging es im wesentlichen um die rein synthe-
tische Ableitung gewisser Ubertragungsprinzipien, die die elliptische
und hyperbolische Bewegungsgruppe des Raumes in iberschaubarer Weise
im (teilweise ins Komplexe erweiterten) euklidischen Raume darstellbar
machten. (1906) brachte dazu einige Erweiterungen und Erganzungen. In
(1907, Teil II) wurde der dazugeh®drige analytische aApparat entwickelt.
Study zeigte sich, ganz &dhnlich wie Clifford und Heath, besonders
fasziniert von dem elliptischen Raum:

“Die Kinematik in diesem sphirischen [=elliptischen] Raume
muf3 uns schon darum interessieren, weil wir nicht wissen,
ob wir nicht vielleicht selbst in einem solchen leben.
AuBerdem aber enthdlt sie, gleich der ganzen sphidrischen
Geometrie, eine hohe theoretische Bedeutung durch eine in
ihr innewohnende Symmetrie, die der Kinematik im Eukli=
dischen Raum fremd ist. Der Euklidische Raum ist aber
ein Grenzfall, eine ausartung des spharischen Raumes,
wie die Ebene ein Grenzfall der Kugel ist. Daher kann die
sphdrische Geometrie auch fiir den Euklidischen Raum zu
mancher Einsicht fihren, die uns sonst nicht so leicht zu-
gdnglich sein wirde. So verhdlt es sich auch in der Kine-
matik." (1913, 54)

Mit diesen Uberlegungen erwies sich study in mehrfacher Hinsicht als
der Fortflhrer der Intentionen Kleins. Auf seine souveridne Beherrschung
sowohl der synthetischen wie der analytisch-algebraischen Methode wurde
schon hingewiesen. Die Fruchtbarkeit der gegenseitigen Ergénzung der
beiden Methoden offenbarte sich deutlich in den bedeutenden Ergebnissen
seiner Forschungen. Hinzu kam seine eben belegte hohe Wertschitzung der
projektiven nichteuklidischen Geometrie, die die speziellen Verhdltnisse
der euklidischen Geometrie mit deren immanenten Asymmetrien umfasst
und erst eigentlich durchschaubar macht -~ ein Gesichtspunkt, der Klein
von Anfang an sehr wichtig war.40 Drittens hatte sich Klein immer wieder
mit dem Verhdltnis der nichteuklidischen Geometrie zur wirklichkeit
auseinandergesetzt.4l Anhnliche Uberlegungen finden sich, wie oben gezeigt
wurde, ebenfalls bei Study.

Study bemilhte sich vor allem um eine klare begriffliche Durchdringung
der Geometrie mit den Methoden der Gruppentheorie sowie mit Hilfe der
Invariantentheorie im Sinne .von Clebsch und Gordan. Wie Hawkins (1984)
herausgearbeitet hat, war Study in dieser Hinsicht viel stirker beeinfluBt
von den Gedanken S. Lies (1842-1899) als von Kleins Thesen im "Erlanger
Programm" (1872b). Sein tief dringender Blick fiihrte in unabhdngig von
Klein zu ganz #Zhnlichen Einsichten und so gehBren seine geometrischen
Forschungen trotz allem zu den originellsten und konsequentesten Beitrigen
zur Geometrie im Geiste des "Erlanger Programms®,
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3.2 Untersuchungen zur nichteuklidischen Dynamik des starren
Kérpers : Wilhelm Killing

In Wilhelm Killing (1847-1923) verband sich ein starkes geometrisches_
Interesse und Intuitionsvermdgen mit der Fdhigkeit zur griindlichen und
exakten Analyse eines mathematischen Problems. Letzteres hatte er bei
K. Weierstrass (1815-1897) gelernt, an den er zeitlebens ein warmes An-

42 Diese doppelte Fihigkeit machte Killing wie geschaffen
fiir Untersuchungen zu den Grundlagen der Geocmetrie, sowle iber die Struktur

von Lie-Algebren.43

denken bewahrte.

Was hier besonders interessiert, ist die Tatsache, daB Killing von
Weierstrass veranlaBt wurde, die nichteuklidische Mechanik zu studieren
(1885a,lL44 Seine diesbeziiglichen Untersuchungen (1883), (1885a) fielen
noch in die Zeit vor seinen entscheidenden Beitrdgen zur Strukturtheorie
der Lie~Algebren -~ ja sie waren eigentlich sein Ausgangspunkt, wie
Hawkins {1980)) im Detail nachgewiesen hat. Insbesondere war Killing mit
der Dissertations Lindemanns (1874) gut vertraut 45 und schien den tradi-
ticnellen Begriff der unendlichen kleinen Bewegung im BewuBtsein gehabt
zu haben, als er seine allgemeinen Raumformen aufzustellen versuchte
{Hawkins 1980, 305)\.

Was Killings Arbeiten zu den Grundlagen der Geometrie auszeichnete, war
ihre extreme Allgemeinheit und Abstraktheit. Hier n&herte sich Killing eher
den Intentionen Riemanns als denen Kleins. Uberhaupt waren Klein und Killing
in ihrer mathematischen Denkweise sehr verschieden.46 So stand Killing
mit seinen die strukturellen Aspekte in den Vordergrund riickenden Arbeiten
am Anfang einer Entwicklung, die mit zum Untergang der mit mehr genetisch-
intuitiven und anschaulichen Methoden arbeitenden geometrischen Schule von
Klein fihrte (vgl. Abs. VIII 2}. Klein warf immer ein Auge auf die eventuelle
prhysikalische Verwertbarkeit und ging so nie wesentlich iber das Studium
der elliptischen, hyperbolischen und euklidischen, d.h. der projektiven
Raumformen, hinaus, wdhrend Killing von vorneherein einen sehr viel allge-
meineren und abstrakteren Standpunkt vertrat.

Killing konnte sich in seinen analytischen Untersuchungen zur nicht-
euklidischen Mechanik auf ein paar wenige Vorarbeiten stiitzen: auf
Beltrami {1876) und insbesondere die Verallgemeinerung des Hamiltonschen
Prinzips auf nichteuklidische Raume durch R;'Lipschitz (1832-1903}) in
(1872). Analoge Untersuchungen fiir die Potentialfunktion im dreidimensionalen
Raum finden sich erstmals bei E. Schering (1833-1897) in {(1870) und fir
n Dimensionen in (1873).47

In der am Lyceum Hosianum zu Braunsberg publizierten Schrift (1883)
kam Killing erstmals ausfihrlich auf die Mechanik im nichteuklidischen Raum
zu sprechen. Er blieb zundchst ganz im dreidimensionalen Raum und nahm,
wie nicht anders zu erwarten, seinen Ausgangspunkt in seiner analytischen
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Theorie der Raumformen. Er deutete aber mehr an als er ausfithrte., Was
die unendlich kleinen Bewegungen eines starren Kdrpers betraf, verwies
er auf Lindemann (1874). Er gab ohne Rechnungen einige aAndeutungen zur
Theorie der Trdgheitsmomente, und kam schlieBlich auf die Bewegungs-
gleichungen zu sprechen:

"Die Drehung eines starren Korpers um einen festen Punkt
wird durch dieselben Gleichungen bestimmt wie in der
euklidischen Geometrile. Aber wdhrend in derselben die
Bewegung eines freien Korpers, welcher keinen duBeren
Krdften oder nur der Schwerkraft unterworfen ist, sich
auf die Drehung um einen Punkt zurickfilhren 1&8t, ver-
langen diese Probleme in den anderen Raumformen eine eigene
Untersuchung. Auch das Problem der Drehung eines schweren
Kdrpers bietet besondere Schwierigkeiten.'" (1883, 11)

Konkreteres erfdhrt man nicht. Killing schien die entsprechenden Rechnungen
durchgefithrt und sie nur aus Platzgriinden weggelassen zu haben. An
Resultaten teilte er etwa noch mit, daB sich im krdftefreien Fall die
Bewegungsgleichungen des starren Kdrpers vollstdndig integrieren lassen,

(1885a) nahm Killing einen viel allgemeineren Gesichtspunkt ein. Ohne
Clifford (1876c) gekannt zu haben (1885a,48), ging er von denselben Uber-
legungen aus:

"Man bestimme in einer (n+l)-fach ausgedehntén Euklidischen
Raumform die Bewegungsgleichungen fir Punkte, welche bel Be~
ginn der Bewegung einem n-fach ausgedehnten Kugelgebilde an-
gehtren und gezwungen sind, wdhrend der Bewegung auf demselben
zu verbleiben; die so erhaltenen Gleichungen gelten fiur eine
Micht-Euklidische Raumform von n Dimensionen; flr einen end-
lichen [=elliptischen] Raum miissen der Radius und alle Co-
ordinaten reell sein, fir die Lobatschewskysche Raumform
miissen der Radius und eine Coordinate rein imaginédr, die
librigen Coordinaten reell sein." (1885a, 1)

Zur Charakterisierung der Differenz zur Lindemannschen Arbeit (1874)
bemerkte er:

"e.. Herr Lindemann will sich einerseits nicht auf reelle Be-
wegungen beschranken, andererseits will er hier die sonst
gesetzte Bedingung, daB die Raumform in einem unendlich
kleinen Gebiet mit der Euklidischen Ubereinstimmt, nicht
festgehalten wissen. Er geht in der Verallgemeinerung einen
Schritt weiter als ich und betrachtet alle projectivischen
Raumformen mit drei Dimensionen und sechsfacher Beweglich-
keit." (1885a, 3)

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen von Systemen von Massenpunkten
unter der Wirkung beliebiger Krdfte im n-dimensionalen nichteuklidischen
Raum gewann Killing mit Hilfe der Hamiltonschen Methode und deren Ver-
vollkommnung durch Jacobi. Die sich daran,durch Spezialisierung der Be-
dingungen zwischen den Koordinaten der Massenpunkte, anschlieBenden
mannigfachen geometrischen Folgerungen fiir die Bewegung eines starren
Korpers formulierte Killing nur fiir den Fall von n Dimensionen, Er deutete
nur im Voribergehen an, daB flir n = 3 die Liniengeometrie eine wichtige
Rolle sgpiele und unterdriickte weitere Bemerkungen (1885a, 37). Man sieht
daran, wie Killing mehr am allgemeinen Fall von n Dimensionen als an
der Ausarbeitung der Details in drei Dimensionen interessiert war. Dies
war flir seinen trotz der geometrischen Grundhaltung abstrakten Stand-
punkt charakteristisch.48
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Im Vordergrund der Betrachtung stand jedenfalls auch bei Killing
der elliptische Raum von Riemann, zu welchem auch er eine besondere
Neigung gefasst hatte (1885a, 3).Den Schluf der aAbhandlung bildete eine
Theorie der Trdgheitsmomente, sowie Betrachtungen iiber endliche Bewe-
gungen eines starren Kdrpers.

Man darf wohl sagen, daB sich Killing nur im Vorlbergehen mit der
nichteuklidischen Mechanik auseinandergesetzt hatte, sozusagen als
Sprungbrett zu seinen Forschungen iber die Strukturtheorie der Lie-
Algebren. Neue Impulse oder Aspekte konnte er jenem Gebiet allerdings
kaum geben, was durch selne ganz anders ausgerichtete Forschungsinten-
tion erkldrlich ist. Killing ging es letztlich nicht um eine Vereinigung
von Anschauung und Kalkiil, sondern um die Transzendierung der Aanschauung
mit Hilfe eines geeignet prédparierten Formalismus, Hierin lag seine
Starke und Durchschlagskraft, die ihn zu einem der ersten Mathematiker
der modernen abstrakten Ausrichtung werden lieB.
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Kapitel VIII

Zusammenfassung und Ausbklick

1. Zusammenfassung

Die um die Wende vom 18. zum 19.Jh. zur klaren Vorherrschaft er-
starkte analytische Methode in der Mathematik (J.L.Lagrange (1736-~1813),
P.S. Laplace (1749-1829)) wurde empfindlich relativiert durch die neu
entdeckten niitzlichen graphischen Verféhren in den Ingenieurwissenschaften
(etwa der Statik unddes Festungsbaus), die aus den militHrischen Be-
dlirfnissen der franzdsischen Revolution, sowie den Forderungen der Indus-
trialisierung hervorwuchsen. G.Monge (1746-1818) lehrte und vereinigte
beide Methoden auf vorbildliche wWeise und wurde so zum Schépfer der
analytischen Geometrie sowie der darstellenden Geometrie. Durch seinen
3chiller L. Poinsot (1777-1859) erhielt bereits die gecmetrische Statik
ihre mehr oder weniger abschlieBende Gestalt (Kap. II).

Sich am Vorbild wvon Poinsot und Monge orientierend, schuf A.F. MSbius
(1790-1868) die Grundlagen der euklidischen geometrischen Mechanik des
starren Korpers, indem er den Zusammenhang der Statik und der infinitesi-
malen Kinematik mit gewissen Begriffsbildungen der Liniengeometrie auf-
deckte (Kap. III),Die mechanischen Interessen von Mdbius trugen wesentlich
zur Befruchtung seiner geometrischen Forschungen bei. Es sei an seinen
"Barycentrischen Calcul" sowie seine Entdeckﬁng des Nullsystems erinnert.

Die Erhebung der Geraden zum Raumelement und die entsprechende Aus-
arbeitung einer Liniengeometrie schuf fast aus dem Nichts heraus J.Pliicker
(1801-1868), der synthetische Geometer in analytisch-algebraischen Ge-
wande (Kap. IV). Sein starkes Interesse an der Mechanik des starren
Korpers lbertrug sich auf seinen Schiiler F.Klein. (1849-1925), der den ge-
nauen Zusammenhang von Liniengeometrie und Mechanik erstmals vollkommen
befriedigend klirte. Wie schon bei MSbius und Pliicker vereinigten ‘sich nun
in besonderem MaBe in Klein die Handhabung sowohl der synthetischen wie
der analytischen Methode, was eine der wesentlichen Voraussetzungen zur
Entstehung der geometrischen Mechanik, die sehr umfassende Fighigkeiten
verlangte, war. (Kap. V).

Kleins Beschdaftigung mit Plickers Liniengeometrie f£f3llt in die Zeit des
Beginns seiner akademischen Studien. Etwas spdter entwarf er seine Ge-
danken zur nichteuklidischen Geometrie sowie zum gruppentheoretischen
Aspekt der klassischen Geowmetrien (Erlanger Programm). Da die projek-
tive Liniengeometrie am Beginn seiner mathematischen Forschungen stand,
war es nur verstandlich, daB er sie auch mit der nichteuklidischen Geo-
metrie in Verbindung bringen wollte. Gleichzeitig wollte er dem Bediirfnis
nach einer Durchleuchtung der Grundbegriffe der geometrischen Mechanik
vom erhShten Standpunkt der projektiven nichteuklidischen Geometrie
Rechnung geben und regte seinen Schiiler P, Lindemann (1852-1939) zu
dessen fundamentaler Dissertation lber die nichteuklidische Statik und
infinitesimale Kinematik an (Kap. VI).
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Diese Dissertation war der Keim zu Lindemanns Ruhm als Geometer,
indem er wenig spdter von Klein den Auftrag erhielt, die "Vorlesungen Uber
Geometrie" von A. Clebsch herauszugeben, die in groBlen Teilen von Linde-
mann selbst erst geschrieben werden mussten. Das daraus entstandene Werk er-
wies sich im nachhinein als & a s Lehrbuch der Geometrie des spdten 19.Jh..
Lindemanns Souverdnitdt auch im algebraisch-analytischen Bereich manifestierte
sich wenig spiter anhand seines Beweises der Transzendenz von 9r im Jshre 1882,

Die nun in England weitergehende Entwicklung nahm entsprechend den
dort herrschenden Verhdltnissen einen anderen Charakter an. Die Rezeption
der nichteuklidischen Geometrie begann mit W.K. Clifford (1845-1879),
der diese bereits eigenstindig mit der Mechanik des starren Kdrpers, so-
wie mit dem von ihm im Zusammenhang der elliptischen Geometrie entdeckten
hyperkomplexen Zahlen (Biguaternionen) in Verbindung brachte. Die geo-
metrische Mechanik hatte hier fruchtbare Auswirkungen auf die Entwicklung
der nichteuklidischen Geometrie sowie der algebra, insbesondere auf die
Theorie der hyperkomplexen Zahlen., Es sei hier nur an die Forschungen
A. Buchheims (1859-1888) und die sich daran anschlieBenden Arbeiten von
E. Study (1862-1930) erinnert. Mit R.S. Heath (1861-1940) kam die nicht-
euklidische Mechanik des starren Kdrpers zu einem gewissen Abschluf,
indem nun auch die Dynamik in die Betrachtungen mit eingeschlossen wurde
(Kap. VII 1).

Wwahrenddessen regte sich in Italien die differentialgeometrische Schule
im AnschluB an E.Beltrami (1835-1900}, und brachte als letzten Ausldufer
die Arbeiten von D. de Francesco (1869-1972 ), der insbesondere Integrations-
probleme der Bewegungsgleichungen des starren Korpers in einem nicht-
euktidischen Raum behandelte, hervor (Kap. VII 2).

Der markante Rickgang der Beschidftigung mit der projektiven Geometrie
Ende des 19.Jh. zusammen mit dem sich andeutenden Strukturwandel der
Mathematik einerseits, sowie die kaum technische Verwendung findenden
Methoden der geometrischen Mechanik andererseits filhrten su einem fast
totalen Aussterben der geometrischen Mechanik des starren Korpers (Abs.2).
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2 Ursachen fiir den Rlickgang der Beschdftigung mit der geometrischen
Mechanik

Stand die geometrische Mechanik, d.h. die Untersuchung der Mechanik des
starren Kérpers mit den Methoden der projektiven Geometrie und Liniengeometrie schon
immer etwas am Rande, verschwand sie gegen Ende des 19.Jh. mehr und mehr
aus denjenigen Forschungsgebieten, die einen grdBeren Kreis von Physikern
und Mathematikern interessierten. Um das Jahr 1910 tauchte dieses einst
blihende Gebiet zundchst vollkommen unter; etwas spdter, nach 1920, er-
schienen nur noch vereinzelte Arbeiten, bis dann erst in allerjlingster
Zelt ein erneutes Interesse zu beobachtep ist (vgl. Abs. 3.4}.

Was waren die Griinde, die zum Untergang des Forschungsgebietes "Geo-
metrische Mechanik" flhrten? Allgemein lag die Ursache in der sich schon
Ende des 19,Jh. abzeichnendqn grundlegenden und dramatischen Wende in der
Behandlung und Auffassung der Mathematik, insbesondere der Geometrie. Be-
trachtet man diese Entwicklung etwas genauer, so ergeben sich fir das
"Verschwinden" der geometrischen Mechanik folgende vier wesentliche Ur-
sachen:

1. Die Methoden der geometrischen Mechanik sind zu einem groBen Teil
Methoden der projektiven Geometrie., Es kann
daher nicht Wunder nehmen, wenn der Rickgang der Pflege der projektiven
Geometrie mit dem Rickgang der geometrischen Mechanik mehr oder weniger
parallel ldauft. J.L. Coolidge (1873-1954) setzte in (1934)) den Hohe-
punkt der projektiven Geometrie bei von Staudt (1847) an und sah die
folgende Entwicklung nur noch als Verarbeitung und Anwendung der einmal
gefundenen Prinzipien, die uns aber eine Riesenfiille sch@nster Gegenstiande
der Geometrie gchenkten; gegen Ende des Jh. habe sich die Ernte dem Ende
zugeneigt. (Dies war Ubrigens nur ein voribergehender Zustand, der sich mit dem
Aufkommen der projektiven Differentialgeometrie am Anfang des 20.Jh. drastisch
dnderte.) Als letztes groBes Werk der projektiven Geometrie bezeichnete
Coolidge ({1934, 227)) das heute noch als Standardwerk geltende Buch (1910/18)
von Q. Veblen (1880-1960) und J.W. Young {(1879-1932). War die projektive
Geometrie noch in.den siebziger und achtziger Jahren Mittelpunkt der geometrischen
Forschung, so verschob sich seitdem langsam der Schwerpunkt auf die Differential-
geometrie im Rahmen Riemannscher Mannigfaltigkeiten, sowie auf damit zusammen-
hdngende topologische Fragen. Die synthetische Methode, deren Wert Felix Klein
wiederholt hervorgehoben hatte, wurde trotz seineg weltreichenden EinfluBes
gegen Ende des 19.Jh. v8llig verdridngt. Diese Entwicklung ordnete sich ein in die
das Gesicht der Mathematik v8llig veridndernde Tendenz zur Arithmetisierung und
Axiomatisierung, die der Anschauung nur noch heuristischen und keinen selbstdndigen
Wert mehr zuwies. Wdhrend Klein noch nach einer Vereinigung von Anschauung und
Kalkil strebte, iberrollte ihn die weitere Entwicklung, indem der Hauptstrom
der Zeittendenz auf eine Uberwindung der Anschauung
durch den Kalkkxiidl gerichtet war,
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War fir B, Russel (1872-1970) in seinem “Essay ..." {1897, 118 u. 200f.))
der projektive Raum noch das a priori Gefds aller mSglichen physikalischen
Theorien, so galt das bereits fUr Riemann (186%) nicht mehr. Die zundchst
als Pionierleistung zu betrachtende Schdpfung der nichteuklidischen
Mechanik, d.h. vom differentialgeometrischen Standpunkt aus eine Mechanik
in Raumen konstanter Kriimmung, konnte nach der Rezeption der Auffassungen
Riemanns den Abstraktionsanspriichen nicht mehr genligen. Man befasste sich
nun mit Fragen der Differentialgeometrie von Rdumen v a r i ab l er
Krimmung, fir welche eine mechanische Anwendung erst in der Einsteinschen
Gravitationstheorie zur Erscheinung kam. -~ Damit hatte die sich als Ver-
allgemeinerung des euklidischen Punktraumes verstehende Riemannsche Geo-
metrie endgiiltig durchgesetzt, bevor die projektive Geometrie und das
in ihr wurzelnde Dualitdtsprinzip eingehend auf ihren Realitdtswert hin
untersucht worden waren.

2. Diegenannte Ar i thmetisierung nahm ihren Ausgangs-
punkt in den Grundlagenproblemen der Analysis. Die Entdeckung der nicht-
euklidischen Geometrie zerstdrte nach und nach das Vertrauen in die bis
anhin kithn und virtuos gehandhabte geometrische Anschauung. Daraus ergab
sich flir viele Geometer die unmittelbare Konsegquenz, daB auch die Geo-
metrie wvollstadndig arithmetisiert werden miisse, um Uberhaupt noch als
streng wissenschaftliches Forschungsgebiet akzeptiert werden zu k&nnen.
Hinzu kamen axiomatische Untersuchungen
der Grundlagen der Geometrie durch M. Pasch (1843-1930) und D. Hilbert
(1862~1943), Wihrend noch Pasch nach einer Verankerung seiner Axiome
in der wWelt der Anschauung suchte, brach Hilbert vollkommen mit dieser
Tradition und "zerriB die Nabelschnur zwischen Realitdt und Geometrie"
(Freudenthal 1960, 14).

War die Geometrie einmal von der Realitdt und der Anschauung geldst,
erschien es nicht mehr als sinnvoll, sich auf die drei Dimensionen des
Anschauungsraumes zu beschridnken. Man trieb nun meist Geometrie in
Ri8umen von beliebig vielen Dimensionen. Dies brachte wohl immense Fortw-
schritte fir die analytische Mechanik, indem nun die Struktur des
Konfigurations- und Phasenraumes geometrisch untersucht werden konnte,
war aber fiir die geometrische Mechanik im hier gemeinten Sinne mehr
oder weniger bedeutungslos. - Coolidge {1940, 87) wies mit Nachdruck
darauf hin, wie gerade die Grundlagenfragen der Geometrie, ausgelodst
durch die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie, wesentlich zur
abstrakten aAuffassung der Mathematik im 20.Jh. beitrug. So war gerade
dasjenige Gebiet, das die geometrische Forschung zundchst in un-
geahnter Weise erweitert hatte, letztlich wesentlich am Untergang der
Geometrie des Anschauungsraumes beteiligt.

H. Behnke {1961, 130) bezeichnete die Zeit der Hauptwirksamkeit von
Felix Klein und dessen Auffassungen iber die Mathematik, d.h. die
zZeit von 1875 bis 1914, sls das " Vo r -~ H i1l bertsche
Zeltalter ", Denn erst nach dem ersten Weltkrieg kamen die
Ideen wvon Hilbert,_insbesondere zur Axiomatik, voll zum Tragen und be-
gannen das Bild der Mathematik wesentlich zu prdgen, Wie Behnke schrieb,



hatte Klein Hilberts Intentionen nicht mehr verstanden, Sie waren auch
seinen eigenen Intentionen ziemlich diametral entgegengesetzt.l Felix
Klein betrachtete nur solche Geometrien als sinnvoll, die zumindest der
Moglichkeit nach in der uns umgebenden Welt Bedeutung haben kdnnten.,
Mit Hilbert begann dagegen das Studium beliebiger geometrischer Strukturen
an sich, unabhidngig von deren Zusammenhang mit der Wirklichkeit. Hier
hatte eine geometrische Mechanik des starren Kdrpers im dreidimensionalen
Raume keine mathematische Relevanz mehr.

3. Nachdem bisher die mehr innermathematischen Grilinde des Rilckgangs
der Beschidftigung mit der geometrischen Mechanik untersucht wurden,
stellt sich nun die Frage, ob nicht von der Technik, d.h. von der
technischen Mechandik her entscheidende Impulse zu
ihrer Erforschung und Ausgestaltung kamen. Diese Frage mufl3 klar mit Nein
beantwortet werden. Die hier beschriebene geometrische Mechanik konnte nie
elgentlich tiefer FuB in der Experimentalphysik oder gar der technischen
Mechanik fassen;zdies lag in ihrer Bntbehrlichkeit bei den am hdufigsten
auftretenden physikalischen Problemen des starren KdSrpers, d.h., Problemen
der Kreiseltheorie, begriindet. Dort ist es ndmlich bei den meisten konkre-
ten und interessanten Spezialfillen mdglich, den translatorischen von
dem rotatorischen Anteil der Bewegung zu separieren, und so jede dieser
Bewegungen flir sich zu behandeln, anstatt im Sinne der Schraubentheorie
eine Synthese der beiden Bewegungskomponenten vorzunehmen (Stédckel 1905,
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580).Es gibt davon natlirlich Ausnahmen, die aber wegen ihres etwas speziellen

Charakters die Gesamtentwicklung nicht beeinfluBen konnten, etwa "bei
htheren Problemen, wo die Differentialgleichungen der Bewegung ein irredu-
zibles simultanes System in sechs Verdnderlichen bilden. Das gilt zum
Beispiel, wenn ein freier starrer Korper sich in einem widerstrebenden
Mittel bewegt. Auf Gleichungen dieser Art fihrt auch das Problem der Be-
wegung eines starren KSrpers in einer reibungslosen inkompressiblen
Flissigkeit.," ((Stdckel 1905, 580) Auch im Standardwerk von Klein und A,
Sommerfeld (1868-1951) "“Die Theorie des Kreisels" (1910) spielte die
Schraubentheorie nur am Rande eine Rolle. Sie hatte nur fir die Klarung
gewisser theoretischer Probleme, wie der infinitesimalen Beweglichkeit,
eine Bedeutung. In der Praxis wurde sie wegen ihrer Schwerfdlligkeit eher
gemieden. So ist neben Ball (1900) nur ein weiteres Lehrbuch zur geometri-
schen Mechanik (1908) von H. Timerding (1873-194S5) erschienen. Bezliglich
des geometrischen Hintergrundes trug es aber einen eher elementaren
Charakter, mit dem Ziel, auch den Studenten der ersten Semester einen
Einstieg in dieses schwierige Gebiet zu ermdglichen. So verzichtete
Timerding bewuBt auf die von Klein entwickelten projektiven Methoden der
Liniengeometrie, Ebenso wenig wurden die BErgebnisse von Study (1903)
verarbeitet. Hauptgesichtspunkt des Autors war, die “Begriffsbildungen
der Mechanik auf rein geometrischem Wege herzuleiten," (1908, XI)

Der Versuch einer zusammenfassenden Synthese der Beitrige von Klein,
Lindemann, Heath und study ist bisher nie geleistet worden., Die not-
wendigen Begriffe waren da, es fehlte nur die lehrbuchmédBige Darstellung.
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4. Die auffassung der Materie als Aggregat von Atomen erreichte im
19.Jh. im Rahmen diverser mechanistischer Theorien ihren ersten Hohepunkt.
Umso mehr muf es erstaunen, sich lberhaupt eine Mechanik entwickeln zu
sehen, eben die geometrische Mechanik, die den starren Kdrper an den
Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen stellt, und nicht wie gewbthnlich den
Massenpunkt, Das war tatsdchlich weniger von praktischer als von grund-
lagentheoretischer Bedeutung. Obwohl mit einigen mathematischen Schwierig-
keiten belastet, hat es durchaus seine Berechtigung, den starren Kdrper
als primdres Element der Mechanik, und den Massenpunkt als abgeleitetes
(ausgeartetes) Gebilde zu betrachten. Wahrend des Triumphzuges des Ato-~
mismus konnte diese Auffassung allerdings keinen FuB fassen und versank

in der Vergangenheit - und mit ihr die geometrische Mechanik,
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3. Ausblick ins 20.Jh.

Anhand aus gewadahlter Literatur des 20.Jh., soll die welter-
verfolgung der Probleme und Theorien im Zusammenhang nit der geometrischen
Mechanik des starren Kbrpers angedeutet werden, wobei freilich nicht alle
Literatur erfasst werden konnte. Unberiicksichtigt blieb insbesondere die
nur schwer zugdngliche Literatur Osteuropas (RuBland, Rumdnien, Bulgarien
usw.), wo im 20.0h. Intensiv auf dem Gebiet der geometrischen Mechanik
sowie der nichteuklidischen Liniengeometrie geforscht wurde und wird. Hier
bleibt eine Liicke, die von der zukiinftigen historischen Forschung ge-
schlossen werden muB., Die osteuropdische Literatur zur nichteuklidischen
Geometrie und Liniengeometrie dirfte ziemlich vollstdndig beil Giering
(1982) erfasst sein.

3.1 Geometrische Mechanik im euklidischen Raum

Gewisse Erweiterungen geometrischer und mechanischer Art seiner
Schraubentheorie (1900) brachte Ball in den Arbeiten wvon (1901), (1903),
(1904). Zindler (1902) enthilt manche aufschlufBreichen Einzelheiten.

Interessante geometrische Ergdnzungen zur Schraubenthecorie finden sich
in Gruinwald (1903a,b). (1905) verfolgte er eine schon von Klein (1902,
517ff.) gestellte Aufgabe "fiir jeden Freiheitsgrad eines starren Kdrpers
Modelle einfacher Mechanismen anzugeben." (1905, 229}

Die griindlichen und bedeutenden Arbeiten (1924a,b) wvon Richard von
Mises (1883=1953) markierten den Beginn der modernen Auseinandersetzung
mit diesem Thema, obwochl dies erst einige Jahrzehnte spiter zum Ausdruck
kommen sollte (vgl.Abs. 3.4). Die Aufsdtze von v,Mises wurden bereits in
Band 5 des Handbuchs der Physik von Gelger/ Scheel (1927; 228, 247f.,

378, 440ff.) verarbeitet und diskutiert.

Fast als Relikt aus der schdnen Zeit der Bliite der projektiven Geometrie
erscheint einem die Arbeit von G. Haenzel (1927). Mit den synthetischen
Methoden und Resultaten (1%07/10) von Th. Reye (1839-1919) untersuchte
Haenzel den Zusammenhang der verschiedenen Freiheitsgrade eines starren
KS8rpers mit den entsprechenden Gebilden im Linienraum und im Raum der
linearen Komplexe. |

Als ibersichtliche Einflihrung in Studys Gedankengebdude kann das Biich-
lein (1935) wvon E.A. Weiss (1900-~1%942) dienen. Es geht auch auf einige
nichteuklidische Aspekte ein.=- Hier ist auch K. Strubecker (1938) zu
erwdhnen. Verschiedene Ubertragungsprinzipien zwischen nichteuklidischer
Geometrie und euklidischer Kinematik diskutierte W.Benteli (1929),

Zum Schluf sei auf die reichhaltige Schrift von W. Blaschke (1885.1962)
"Kinematik und Quaternionen" (1960) hingewiesen.
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3.2 Geometrische Mechanik im nichteuklidischen Rawn

Das erste Lehrbuch der nichteuklidischen Geometrie, das einen Teil
der nichteuklidischen Mechanik widmet, stammt. von H.Liebmann (1874-1939):
(1905}, Aauf den starren Kbrper ging er allerdings nicht ein. Er be-
handelte in diesem Zusamnmenhang nur die elementare Statik, Bewegungen
eines Massenpunktes, Newtonsches Potential und Planetenbewegungen.-
Gewisse Fragen der elementaren nichteuklidischen Statik behandelte
auch R. Sauer (1937). Dort finden sich weitere Literaturangaben zu
diesem Thema. Hier ist auch wieder E.A. Weiss (1935} zu nennen,

Unter Verwendung der Grassmannschen Punktrechnung leitete A, Lotze
(1936) in etwas spezieller Notation die Grundgleichungen der Mechanik im
elliptischen Raum ab. Er gab kaum weitere Literaturhinweise.

Sehr reichhaltig - und sehr knapp - ist W.Blaschke (1942), der die
elliptische Mechanik des starren KoOrpers behandelte; dabei standen die
geometrisch-anschaulichen Aspekte nicht so sehr im Vordergrund. {1944)
ist eine Zusammenfassung von (1942). Umfangreich und grindlich, vor
allem hinsichtlich der analytischen Aspekte, ist R. Garnier (1951). Mit
Hilfe der Variationsrechnung und des Ricci-Kalklils leitete E.HOSlder
(1956) die Bewegungsgleichung des starren Kdrpers in einen nichteukli-
dischen Raume abi er stiitzte sich dabei hauptsdchlich auf seine eigene
Arbeit (1939).

Einen knappen Bericht iber russische Forschungen gab Grigorian. (1960).

Die Literatur iber einzelne Fragen zur nichteuklidischen Kinematik
und Bewegungslehre ist sehr reichhaltig. Es sei hier auf die umfang-
reichen Literaturverzeichnisse in C.A.Truesdell/R.A.Toupin (1960, 787f.)
und vor allem bei Q.Giering (1982) verwiesen.

Auf eine mbglicherweise tiefere Bedeutung der nichteuklidischen
Fassung des Kraft- und Energiebegriffs lber das rein Mechanische hin-
aus wies zum ersten Mal ausfilhrlich G,aAdams (1956/59) hin. Einige daran
anschlieBende und weitergehende Ausfihrungen stammen von P.Gschwind
(1977), der {1979} auch den Zusammenhang zu neueren Entwicklungen in
der Quantentheorie herstellte.
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3.3 axiomatik der Mechanik

Die érsten Versuche einer axiomatischen Fassung der Statik gehen auf
A.F.M8bius (1837) zurilick. Die erste auch modernen Kriterien stande
haltene Arbeit zur Axicmatik der Mechanik (d.h. der Mechanik des starren
Korpers und der Kontinua) stammte von G.Hamel (1877-1954):(1909). Hier
wurden zum ersten Mal die notwendigen und hinreichenden Axiome
explizit und mathematisch sauber ausformuliert. Fir die Statik allein
findet man dies schon etwas frither bei R.Marcolongo/H.Timerding (1911)
{die italienische Ausgabe erschien 1905). Im Handbuch der Physik, Band
5., behandelte Hamel (1927) verschiedene mdgliche Axiomensystemne.

Erst in neuerer Zeit mift man solchen grundlagentheoretischen und
axiomatischen Betrachtungen im Rahmen der Mechanik wieder vermehrt Be-
deutung zu. Reichhaltige Literaturangaben zur Entwicklung der Axio=-
matik der Mechanik findet man in C.A. Truesdell/R.A. Toupin (1960, 788-790).
In den sechziger Jahren begann eine grundsitzliche Neuorientierung auf
diesem Gebiet, die sich an neuere Entwicklungen der Kontinuumsmechanik
anschloB und vor allem mit den Namen W.Noll (1974) und C.Truesdell ver-
kniipft ist. Bine erste zusammenfassende Darstellung der Konzepte und
Grundgedanken dieser Theorie findet sich in Truesdell. (1977), Man ver-
gleiche auch Truesdell {1968, Ch, VIII) und Truesdell (1966).

3.4 Schraubenrechnung und die Theorie der Mechanismen

Eine bedeutende Reaktivierung der Schraubentheorie brachte die Uber=
setzung des russischen Werkes von F.M.Dimentberg ins Amerikanische:
"Screw Calculus an its Applications in Mechanics" (1968). In diesem Zu-
sammenhang begann man sich wieder an die grundlegende Arbeit wvon R.
v.Mises (1924a,b) zu erinnern.

Die Literatur in euklidischer Kinematik und Mechanismentheorie ist
mittlerweile nahezu uniibersehbar - vgl. die Bibliographie von J.de Groot
(1970) und C.aA.Truesdell/R.A.Toupin (1960, 784-788). Die wichtigsten
auf die Schraubentheorie bezliglichen Arbeiten sind bei K,H.Hunt (1978)
aufgefihrt, Dies ist im Ubrigen ein geometrisch-anschaulich und mathe-
matisch klar geschriebenes Lehrbuch der geometrischen Mechanismentheorie;
wir finden darin etwa auch eine ausfiihrliche Diskussion der Methoden
von Plicker und Ball. Mehr mathematisch orientiert, aber doch auch
konkrete Einzelfille diskutierend, ist das Standardwerk von O.Bottema/
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B.Roth (1979).
Erst in juingerer Zeit ist ein erneutes Interesse an der geometrischen

Mechanik des starren Korpers feststellbar und zwar jetzt insbesondere

im Zusammenhang nmit Problemen um die Theorie und den Entwurf mehr-
gliedriger Gelenksysteme, die beim Bau von ferngesteuerten Werkzeug-
maschinen (Industrieroboter) eine wesentliche Rolle spielen. Hier er-
weisen sich die allgemeinen Methoden der geometrischen Mechanik wieder-

um als bedeutsam und fruchtbar. Diese Entwicklung flhrt uns in die
unmittelbare Gegenwart und Zukunft. Hier seien stellvertretend die Arbeiten
von H. Lipkin/ J. Duffy (1982) und (1984) genannt,
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Anmefkungen

Anmerkungen zum Kapitel I
1 vgl. Truesdell (1960), (1968).

2 Vgl. zu diesen graphischen Verfahren etwa Proell (1874) und den Be-
richt von Shaw {(1892)).

3 Vgl. aber Henneberg {1894}, {1%03).

4 In der vorliegenden Arbeit werden nur die allerersten Anfange der
euklidischen Kinematik besprochen, insofern sie einen Zusammenhang
mit der Liniengeometrie aufweisen. Fiir Einzelheiten, sowie auf
spitere Entwicklungen sei auf Schoenflies (1886} verwiesen, Schoen-~
flies/Grilbler (1902)), Timerding (1902) und die Biblicgraphie von
Groot {{1970). Siehe auch Abs. VIII 3.1 und 3.4.

5 Mit der Schraubentheorie Robert Balls (1900) beschdftigt sich diese
Arbeit ebenfalls nur insofern, als sie eine Verbindung mit der Linien-
geometrie aufweist (vgl., Abs. V 4). Ihrem Schdpfer Ball lag weniger
an einheitlichen Prinzipien als an mannigfaltigen Methoden, deren
Darstellung den Rahmen der vorliegenden Untersuchung sprengen, und
eigentlich eine ausschlieflich ihr gewidmete Analyse verlangen wirden,
die bisher noch nicht geleistet wurde.

6  Vgl. etwa Voss {1901), Duhem {(1905), Dugas (1950), Szabd (1979). zZur
Geschichte der Differentialprinzipien der Mechanik im nichteukli-
dischen Raum gibt es m.E. auBer Stdckel {(1903) keine Literatur (die

“ersten Anfiange werden kurz in den Abschnitten VII 2.2 und 3.2 erwsdhnt).
Dasselbe gilt flir die Mechanik der Kontinua in nichteuklidischer
Fassung. Zur Originalliteratur vgl. die Bibliographie in Truesdell/
Toupin (1960, 784ff.).

7 vgl. etwa Bonola/Liebmann {(1908), Loria {1888)), K&tter (1901),
Bover {1956).

8 Vgl. etwa Mainzer {(1980)}, Kline {1972). Die Enzyklopadie-Artikel Schoen-
flies ((1909), Zindler {((1921)) haben mehr bibliographisch-systematischen
Charakter und gehen auf anwendungen nicht ein. Coolidge (1940) gibt
wohl noch die ausfilhrlichsten Erwshnungen der Liniengeometrie,die iber
die allerersten Anfange hinausgehen. Auf Anwendungen geht er aller=-
dings auch nicht ein. Ball (1900) etwa wird nur beiliufig erwidhnt
{1940, 266f.). Gray (1979b, 162) weist wohl auf die Erweiterung des
Hamiltonschen Prinzips auf den nichteuklidischen Raum durch Lipschitz
(1872) hin, erwdhnt aber die gecmetrische Mechanik Uberhaupt nicht.

9 So wird die geometrische Mechanik m. E. mit keinem Wort erwdhnt bei
Voss {(1901)), Duhem {(1905), Mach {1933)), Dugas {1950), Szabd {(1979).
Ausnahmen bilden die Enzyklopddie-Artikel Timerding {(1902)}, Stickel
{(1905), wo allerdings der Zusammenhang zur nichteuklidischen Geometrie
und zum flinfdimensionalen Raum der linearen Komplexe nicht hergestellt
wird. Zudem handelt es sich bei den meisten Aaufsdtzen in der
"Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften" nicht um rein histo-
rische analysen, sondern um systematische Darstellungen in histo-
rischer Perspektive,.

10 Diese Entwicklung hatte auch ihre Auswirkungen auf die Algebra (hyper-
komplexe Zahlen), worauf im Kapitel VII kurz eingegangen werden soll:z
sie harrt ebenso noch einer genauen historischen Analyse. Man vgl.
dazu aber Rothe {((1916)).

- Anmerkungen zum Kapitel II

1 Die Entstehungsbedingungen der Ecole Polytechnique werden etwa in
Manegold ({1966) und wWussing {(1958) untersucht.

Siehe die Tabellen ¢ und 5 in Grattan-Guiness (1981, 114f.).

Vgl. dazu Grattan-Guiness {1981, 97-100). Wir stitzen uns in diesem
Abschnitt im wesentlichen auf diesen prdgnanten und informativen Uber-
sichtsartikel. Siehe auch Grattan-Guiness {1982).
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?in w?nig Licht in diese komplexe Situation wirft Grattan-Guiness
(1981).

Flir weitere Ausfilhrungen und genave bibliocgraphische angaben zur
komplizierten Editicnsgeschichte der Mongeschen Werke verwiesen
auf das Standardwerk von Taton (1951).

Eine gute Ubersicht gibt Boyer {(1954), dem sich die folgende Dar-
stellung anschlieBt.

Vgl. Cantor (1908, 453-456)) und Boyer (1954, 456-458). Belege aus

der Originalliteratur folgen weiter unten.-Was im 19.Jh. {(und bis
heute) "analytische Geometrie", also einma themathisches
G ebdiet, genannt wurde, war beherrscht von zwel Grundprinzipien:
einerseits die Darstellung von geometrischen Gebilden und Systemen
solcher Gebilde durch Koordinaten bzw. Gleichungen zwischen Koordi-
naten und andererseits die LOsung geometrischer Aufgaben durch al-
gebraische Operationen mit diesen Gleichungen. Das Gebiet der
synthetischen Geometrie war gekennzeichnet durch die die Anschauung
verwendende Ableitung von Sdtzen iber das Verhalten geometrischer Be-
griffe und Figuren untereinander. Durch die Verwendung von Zahlen
und Symbolen, sowie deren Verknipfungsregeln,vermeinten die analy-
tischen Geometer von Anfang an eine gréBere Sicherheit in ihren
SchliBen zu haben, wihrend die synthetischen Geometer die ihren An-
schauungen zugrundeliegenden Axiome erst gegen Ende des 19,Jh. ge-
nauer zu untersuchen begannen. Dann erwies sich allerdings die
Strenge auch dieser Methode vollumfinglich.

Es ist interessant, hier anzumerken, daB Lagrange mit einer Arbeit
"Solutions analytique de quelques problémes sur les pyramides
triangulaires”" wvon 1773 in der Geschichte der analytischen Geometrie
eine gewisse Rolle gespielt hat (vgl. dazu Bover 1956, 200-204).

Was diese Arbeit auszeichnet, ist ihre vdllige Allgemeinheit und
Eleganz in der Methode. Es findet sich keine einzige Figur darin.

Er bedauvert, nur e i n Beispiel der anwendung der analytischen
Methode auf die elementare Geometrie geben zu k&nnen. Lagrange war
kein Geometer - er schrieb nie ein Lehrbuch iiber diesen Gegenstand.
Boyer bemerkte dazu: "He turned instead to physics and in the
'Mé&chanique analitique' of 1788 he did for mechanics what he might
have done for geometry - developed the subject from first principles
without reference, as he specifically boasted, to a single diagram.”

Vgl. zum obigen Coolidge {1940, 112-114)). Eine ausfilhrliche wirdigung
von Monges Beltrigen zur synthetischen Geometrie findet man bel
Chasles (1875, §1-20) sowie Chasles (1870) und mehr ins Einzelne
gehend in Kdtter (1901)). Bei Taton {{1951) vgl. Chaps. II und V.

Boyer (1956, 210f.)}). Es sind hier die metrischen Beziehungen zwischen
Punkten, Geraden und Ebenen gemeint.

Flir das Folgende haben wir wesentlich von der vorbildlichen Dar-
stellung von Boyer ((1956)) profitiert. Vgl. auch Fano ((1907).

Vgl. Boyer {1956, Chap. IX).

vgl. zu Poncelet Bover {1956, Chap, IX)} und Taton, R. "Poncelet" im
DSB.

"R&flexions sur l'usage de l'analyse algébrique dans la g&om&trie",
Annales de math., 8 (1817/18, 141-155).~ Diese Arbeit war leider
unzugdnglich. vgl. dazu Boyer {1956, 231}.

Das Prinzip der Kontinuitdt besagte in der damaligen Auffassung

{(vgl. Fano 1907, 233f.)}, daB eine Eigenschaft einer geometrischen
Figur, die einmal vorhanden ist, bei kontinuierlicher Anderung

der Figur nicht verschwinden kann., Man fihlte sich folglich be-
rechtigt, aus dem Falle, in welchem gewisse zum Beweise erforderliche
Elemente wirklich auftreten, auch auf den Fall zu schlieBen, in
welchem diese Elemente imagindr sind.

Zu dies%m Streit vgl. etw Kotter {(1901, 160-168) und Boyer (1956,
238=240).

Insbesondere Truesdell {{1960)) und {(1968). Vgl. auch Fraser {(1983).
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Eine detaillierte, die sachlichen Entwicklungen von Lagrange bis
%857 ?eschreibende Ubersicht gibt Cayley {(1857). Siehe auch Dugas
(1950).

vgl. Grattan-Guiness {1981, Sect. 2). Fir Cauchy vgl. Truesdell
{1968, 184-238) und flir Lagrange auch Truesdell (1960, 409ff.).

Vgl. dazu Taton, R. “Poncelet" im DSB. Dort findet sich auch eine
sehr ausfihrliche Bibliographie der Original- und Sekunddrliteratur.
Die Bedeutung von Poncelet als Techniker wird auch gewlirdigt in
Grattan-Guiness ((1984).- Die allgemeine Bedeutung der Mathematik fur
die Entwicklung der Technik im 19.Jh. wird ausfihrlich in Rilhlmann
{(1885) behandelt. vgl. dazu auch Klemm {1966), der ebenso besonders
auf Monge und Poncelet hinweist.

Fir Einzelheiten vgl. Schoenflies/Grilbler {1902, 226) und fiir die

Entwicklung seit der Zeit von Euler und Lagrange auch Cayley
(1862, 552ff.) '

vgl., Timerding (1902, 161-163)). Dies findet sich nicht alles schon
in der ersten Auflage, sondern kam erst spiter hinzu. Siehe dazu
Taton {1951, 312-314).

Bailhache (1975, 211)) gibt die Erscheinungsdaten aller Auflagen und
nennt die entsprechenden Anhinge.

Fir Poinsot als Vorliufer von Msbius vgl. auch de Vries {(1934)), Hist.
Stud. XTI (Over MSbius' mechanisch-geometrische studié&n).

Flir die genauen biblilographischen Angaben verweisen wir auf Bailhache
{(1975, 211-214).

Cauchy hat schon vor Poinsot eine Art Tridgheitsellipsoid betrachtet.
vgl., die historische Ubersicht bei Cayley (1862, 559ff.).

Vvgl. dazu Taton, R."Poinsot" im DSB.
vgl. dazu etwa Ziegler (1981, 127).

Chasles!' mannigfache Beitrdge zur euklidischen Kinematik, die er oft
ohne Bewels publizierte, werden hier nicht weiter verfolgt, Die fiir
die vorliegende Arbeit wichtigen Aspekte werden in den Abschnitten
5, IITZ 4 und 5 diskutiert. Ins Einzelne gehende Darstellungen findet
man etwa bei K8tter (1901, 366-377)), Schoenflies/Griibler (1902,
190-248), zindler {1921, 998-1000). Vgl. auch Chasles {{1870).

Vgl. dazu etwa Kdtter {1901, 363-369, 191f.) und Zindler {1821, 996f.).

Vgl. fir eine Ubersicht zum Werk und zur Person von Chasles Klein
(1926, 140f.) und Koppelmann, E. "Chasles" im DSB.

Seine Begeisterung flir die neuen Methoden der Geometrie sowie deren
historische Wurzeln war grenzenlos.

Verbunden mit einer gewissen Neigung zur Spekulation filhrte dies

zu Resgultaten verschiedenster Qualitidt. Wir erwdhnen hier, aufler

den eben zitierten ZuBerungen zur Dualitdt in der Mechanik, seine
kithnen Beweisfihrungen im Bereich der Imagindrtheorie, sowie seine
fruchtbaren historischen Forschungen im “aApercu historigue..." (1875}
zur Geburt der projektiven Geometrie, die in verschiedenen Abhandlungen
weiterverfolgt wurden. DaB Chasles in seilner Entdecker-und Kombinier-
freude Opfer einer grandiosen Fdlschung wurde, kann nun kaum mehr
erstaunen (vgl. zu dieser Anmerkung Klein 1926, 140-147).

Anmerkungen zum Kapitel IIT

1

Obwohl nattirlich Euler, wie auch J.L. Lagrange (1736-1813) und J.H.
Lambert (1728-1777) teilweise in Berlin gewirkt haben, ist ihr Ein-
fluB auf Deutschland gering geblieben., Zudem wirkten sie als Mit~
glieder der Akademie nicht lehrend. Die Universitdt in Berlin wurde
erst 1810 gegriindet.

Lorey {1916, 24)). Flir eine umfassende Beschreibung des Standes der
Mathematiker um 1800 siehe Mehrtens {(1981b)).
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Wwie sehr eine solche Entwicklung von den geistigen Fihrern des Neu-
humanismus verurteilt wurde, zeigt sich an Schillers Analyse des
Geistes der Aufklirung sowlie der franzdsischen Revolution in den
ersten acht seiner Briefe "iUber die Zsthetische Erziehung des Menschen"
von 1793/94.

Vgl. dazu Manegold (1966)), Lorey (1916, 40-55) und Schubring {(1981)
und fir den sozialen Umkreis auch Dauben ((1981a)).

de Vries ((1934)), Hist. Stud.X (De oudste homogene coordinaten), S.85.

Zum Lebenslauf von Mdbius vgl. Baltzer {(1885) und fiir mehr per-
sénliche zliige Bruhns {1878).

MSbius beruft sich hier auf ein Referat der Arbeit von Chasles durch
Gergonne: "DEmonstration d'un théordme de M. Chasles" (1828) im
Bulletin des sciences math., astr.,phys. et chim. 10 (1828), 187.
Gergonne gibt keinen Hinweis auf seine Quelle.

Eine ausfilhrlichere, mehr ins Einzelne gehende Diskussion gibt de Vries
{(1940), Hist.Stud.XVII (Over krachten en rotaties), S. 63-83.

?inen)ﬁberblick ilber diese Arbeiten gibt Reinhardt {(1887)) und Baltzer
(1885)).

Flir elne Diskussion dieser Arbeiten vgl. de vVries {1934), Hist.Stud.
XXI (Over kettingbreuken, projectieve punktenreeksen en verrekijkers),
5. 221-261,

Siehe Crowe (1967, 48-~52).

Vgl. fir die Geschichte des Prinzips Voss {1901, 66-73)), Marcolongo/
Timerding {1911, 263) und Duhem {1905, Chap. VI).

Eine kurze Diskussion dieser "Beweise" gibt voss {1901, 66-73). Vgl.
auch  PFraser {(1983)).-

Bailhache ((1975)) analysiert - fundiert und fliissig geschrieben - die
entsprechenden Arbeiten Poinsots, die zusammen mit handschriftlichen
Anmerkungen von Lagrange, dort auch reproduziert wurden. Sie werden
mit den Beitrdgen der oben im Text genannten Perstnlichkeiten
konfrontiert und kritisch gewlirdigt.- Diese Kontroverse zwischen
Lagrange und Poinsot um dieses Prinzip ist heikel und vielschichtig.
Eine Begriindung der Statik auf ein sich dynamischen Uberlegungen be-
dienendes Prinzip schien Poinsot fragwlirdig, deshalb wollte er das
Prinzip eliminieren. Lagrange andererseits - weit weniger an Prinzi-
pienfragen interessiert wie Poinsot - bemerkte die Fruchtbarkeit des
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten fiir die analytische Mechanik,
was ihm Beweis genug war.

Sie spielt in der Geschichte der Theorie der Parameterdarstellungen
orthogonaler Matrizen eine gewisse Rolle; vgl. dazu Hawkins {{(1977a, 88).

Vgl. den Hinweis (bezliglich einer Formel fiir die Rotation eines
K8rpers um zwei Achsen) auf Rodrigues (1840) in Chasles (186la, 194).

Auf weitere Einzelheiten dieser Abhandlung wird nicht eingegangen,
Chasles bespricht seine hierhergehdrigen Arbeiten selbst in (1870,
110ff. und 242ff.).

Vgl. Schoenflies/Gribler (1902). Hier werden die wichtigsten Ergebnisse
von Mannheim und anderen diskutiert. Siehe dazu auch Fiedler ((1876)

und Chasles {1870, 292-302)}. Eine bis heute uniibertroffene zusammen-
fassende Darstellung gab A.Schoenflies (1853-1928) in seiner

"Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung" (1886).

Vgl. dazu Ziegler (1981, 124ff,)
Eine knappe Diskussion dieser Arbeiten gibt Kdtter {19201, 376f.).

Vgl. dazu die Verweise von Lindemann (1874) auf Chasles (1830), (1834},
(1860), (1861a,b).

vgl. Taton {(1952) und Miller (1910, 722).
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Anmerkungen zum Kapitel IV
1 Zu A. von Humboldt vgl. Beck {(1959/61).
2 Vgl. Hofmann (1959, 240 anm, 2)), Beck (1961, 79).

3 In dieser Schdrfe finden wir allerdings diese 'Synthese' bei
Humboldt nicht verwirklicht. BEr legte noch Wert darauf (im Gegen-
satz zu Jacobi), daB die mathematischen Wissenschaften ihre
Anwendung finden ((Biermann 1959, 88f.,)). Humboldt war ein Mensch
des Ubergangs, in welchem die zwei genannten, an sich etwas
widerspriichlichen Tendenzen, sich zu einer fruchtbaren Ein-
heit verschmolzen. Die Entwicklung der Naturwissenschaften in
Deutschland v o0 r seinem Wirken in Berlin (bis etwa 1820), wie
auch die Entwicklung n a ¢ h ihm (von etwa 1840 an) ging andere
Wege, als er selbst sie vorlebte.

4 Siehe auch dazu die ausfilhrliche Studie Biermann {(1959). Uber
die Stellung Humboldts zur Mathematik und Mathematikgeschichte
vgl. Hofmann {(1959).

5 siehe Eccarius (1975). Darin finden sich auch biographische Einzel~
heiten zu Crelle.

Vgl. dazu Eccarius ((1981}).
7  Vgl. Biermann {{1968), Beck {1961, 77ff.).

8 So gchrieb etwa E.du Bois-Reymond (1816-1896) iber ihn 1849 an Karl
Ludwig (1816-1895): “"Jeder strebsame Gelehrte ... ist Humboldts
sohn, wir alle sind seine Familie.... Er ist unser aller und des
Geschlechts vor uns guter Engel schon immer gewesen, ...Was er
war wird man erst empfinden, wenn seine liebreiche mdchtige Hand
nicht mehr zu unserem Besten walten wird." {(Zitiert nach Biermann
1959, 107f.).

9  vgl. dazu Degen ((1956), Hofmann (1959, 254f.)), Beck {1961, 85ff.).

10 Eine sehr detailreiche historisch-systematische Darstellung dieser
Entwicklung bis etwa 1860 gibt Kdtter ((1901).

11 siehe insbesondere sein Hauptwerk (1832).

12 Plr eine moderne Darstellung vgl. Veblen/Young (1910, 141£ff.) und
Coxeter (1965, 71 ff.).

13 siehe auch Boyer {1956, Chap., IX).
14 vgl. dazu de Vries {(1934)), Hist. Stud. XII (Julius Plicker), S.201,

15 Eine gute Ubersicht iber Leben und werk von Cayley gibt Forsyth (1895).
Vgl. auch Meyer {1892)) und Brill/Noether ((1894).

16 Fir eine gute Biographie vgl. Ernst 1933) und Dronke (1871).

17 Eine kompetente und umfassende Wlrdigung Pliickers sowohl in histo-
rischer wie in sachlicher Hinsicht findet man in Clebsch ((1895).

18 Das Originalmanuskript der aAbhandlung (18286) wurde von Schoenflies
entdeckt und ((1904)) publiziert.

19 Eine ausfihrliche Diskussion der ganzen Auseinandersetzung findet
sich in plicker (1895, 592-595), Ernst {1933, 11-14):vgl. auch
Kétter (1901, 137f., und 160-167)).

20 Vgl. Clebsch {1895, XIV)) und de Vries {1934)), Hist.Stud. XII
(Julius Pliucker), s. 121f..

21 Ernst {1933, 85). Der Gegensatz Plicker~-Steiner wird in Eccarius
((1980)) einer detaillierten Analyse unterworfen.-

22 In einem Brief S.H. Aronholds (1819-1884) an O.Hesse (1811-1874)
vom 18.12.1849 findet sich die Passage: "... [Steiner] scheint
sich schon durch Ihre frilheren Arbeiten verletzt zu filihlen, wie
Uberhaupt durch die der analytiker, und es ist besonders
P1l1icker, den er grindlich hast, und welcher wohl seine
geringe Zdrtlichkeit fir die Analysis hervorgerufen hat."

{zitiert nach Gundelfinger 1902, 64)}.- Zu Steiners Eigenart und
wirkung vgl. auch Klein (1926, 126-131) und Biermann ({1973, 38-41).
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23  Vgl. das Schreiben von Pliicker an die Beh8rde in Ernst {(1933, 44f.)).
24  Zitiert nach Dronke (1871, 12).
25  Vgl. dazu Ernst (1933, 41-83)) und Riecke ((1896)).

26 vgl. Ernst (1933, 37) und Pliickers Jahreshericht filir 1865 zuhinden
des Kultusministers, verdffentlicht in Ernst {1933, 38).

27 vertffentlicht in Ernst {1933, 81).

28  Verdffentlicht in Ernst {1933, 81f.).
29  Verdffentlicht in Ernst (1933, 38).

30 Pllcker geht in dieser ersten Arbeit (1865b) formal noch etwas um-
stdndlich vor. Wir geben deshalb seine genaueren Ausfiihrungen hier
nicht wieder, sondern nur seine Resultate. Wir kommen darauf zuriick
bei der Besprechung der "Neuen Geometrie..." (1868/69) im Abschnitt
4.

31 Im folgenden fiihrt Pllicker den Begriff des sogenannten “linear
complex of forces" ein. Dieser ist definiert durch die Gleichung
in Linienkoordinaten, bei der es keine freien multiplikativen
Konstanten mehr gibt, also etwa durch die inhomogenen Gleichung
g8'p + a»p =1 =0 . - Da diese Art Kriftekomplex fiir die weitere
Entwicklung der geometrischen Mechanik keine Bedeutung hat, werden
wir nicht weiter darauf eingehen.

32 N&heres dazu findet sich bei Schoenflies in Pliicker (1895, 615)
und Schoenflies {1904)).

33 Nach Schoenflies {1904, 402) liegt der Grund dieser Unklarheit im
undualistischen Charakter der Materie begriindet, Daraus folgert er,
daB die pllickerschen Ideen keine mechanische Tragweite haben.

34 Vgl. dazu und zum folgenden, insbesondere Abschnitt 4.2 und 4.3,
Blaschke ((1954).

35 vgl. Pliicker (1868, 20-97) oder etwas Ubersichtlicher in Clebsch/
Lindemann (1891, 59-61), wo auch die Herkunft der Bezeichnung
"Zylindroid" fiir diese Fldche gekldrt wird (8.62,anm.): vgl. dazu
auch Ball (1900, 20).

36 Plicker (1865b. 537f.). Siehe dazu Abschnitt 3.1,
37 Vgl. Segre {(1919).

38 Das Moment zweier Geraden hat gleichzeitig Cayley (1869) einge-
fihrt, es aber nicht weiter verwendet. Nach eigenem Zeugnis
kannte Zeuthen bei der Abfassung seiner Arbeit Cayleys Abhandlung
nicht (Zeuthen 1869, 432, anm.)}). Formal hat dieses Moment bereits
M8bius (1829) betrachtet (vgl. dazu aAbs, III 2.1).

39 Die im Abschnitt III 5.2 besprochene Abhandlung Cayleys von (1869)
deutet ganz am SchluB auch eine Art metrischer Tetraederkoordinaten
einer geraden Linie an (1869, 96f,). Diese Koordinaten sind im
wesentlichen die selben wie diejenigen von Zeuthen - nur hat eben
Cayley nicht denselben Gesichtspunkt. Ihm ging es nicht explizit
um eine von Punkt-oder Ebenenkoordinaten unabhingige Einfithrung der
Linienkoordinaten, sondern einfach um eine weitere mdgliche Dar-
stellung derselben.

40  Vvgl. Struik (1980, 196f.), Bottazzini (1980} und {(1981)}, sowie
Neuenschwander {1978, 1-3).

Anmerkungen zum Kapitel V

1 Zugrundegelegt wird hier vor allem Klein (1926, § 20£f.). Die
synthetische Theorie der linearen Komplexe findet man etwa beil
Ziegler (1981, abs. II 2 und 3).

2 Vgl. wieder Klein (1926, §22). Fiir die synthetische Theorie verweisen
wir auf zZiegler (1981, Abs., II 5).

3 Obige Betrachtung ist aus Klein (1926, 95f.).
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Dies kam allerdings in der Originalabhandlung (1870b) nicht deut-
lich zum Ausdruck. Erst in der iberarbeiteten Fassung in den Ge-

sammelten Mathematischen Abhandlungen {(1921) wird klar, dai Klein
es so gemeint haben muB. Gleichzeitig mit ihm hat auch Battaglini
das gegenseitige Moment zweier linearer Komplexe eingefiihrt {vgl.
Abs. IV 6).

Diese Fassung des Textes stammt aus einer Korrektur, die Klein bei
der Neuherausgabe seiner Werke (1921, 81f.) zugefiigt hat. In der
Originalfassung von {(1870b) ist diese Sache noch nicht ganz richtig
dargestellt,

Vgl. dazu Ziegler (1981, 263-276).
Vgl. dazu Klein (1926, § 23).

In etwas anderer Weise wurde dieser Satz schon im Abschnitt IV 4.2
bewiesen. Bei Battaglini (1869d} findet sich schon eine dhnliche
Ableitung wie diejenige wvon Klein.

Dieser Punkt wird von Klein allerdings an erster Stelle angefithrt.

Es sei hier nur etwa auf seine Beschidftigung mit der projektiven Be-
grindung des Doppelverhdltnisses und der Imagindrtheorie verwiesen.
Vgl. dazu Kleins Kommentare in {1921, 51f. und 241f.).

Ygl. dazu Klein (1921, 50f. und 411f.), (1923, 14-18) und Voss
(1919).

Vgl. das Zitat am Anfang von Abschnitt IV 5.

Auf die einander erginzende Einwirkung von Plicker und Clebsch auf
Klein weist auch Wirtinger {1919, 287) hin.

Antrittsrede in Erlangen (7.December 1872), Blatt 10. (Publiziert
in: Felix Klein, Handschriftlicher Nachlass, herausgegeben vom
Mathematischen Institut der Priedrich Alexander Universitdt in Er-
langen durch Konrad Jacobs, Erlangen 1977).

Diese Intention war lUbrigens nur aAusdruck von Kleins allgemeiner
Haltung "den Zusammenhang entfernt liegender Gebiete aufzudecken und
auf diese Weise neue fruchtbare Forschungsmdglichkeiten zu schaffen,"
{(Carath&odory 1919, 299).

vgl. Schuberth (1971, insbesondere 16ff.)) und Hawkins {1980, 316-324}.
Beli letzterem wird Kleins Denkweise derjenigen W.Killings ((1847-1923)),
der in Berlin bei K. Weierstrass (1815-1897) ausgebildet wurde,
gegeniibergestellt;z vgl, flr Kleins Methode insbesondere 8. 320ff..

Die genetische Methode war zu den Zeiten vor Klein die allgemein ibliche.
Erst im 2Zuge der von Weierstrass impulsierten Revolution der Strenge

in der Mathematik lehnte man sich gegen diese Denkweise auf. Klein hat
sie jedoch - entgegen der allgemeinen Zeittendenz - bewuBt weiter
gepflegt, sich konseguent zu eigen gemacht und sie auch in seinen
Bestrebungen zur Reformierung des Unterrichtswesens dffentlich ver-
treten {vgl. dazu Schuberth 1971).

Vgl. dazu Stickel {1905, 580) und Klein (1902, 528f.).
vgl. Klein {1921, 50) und insbesondere Klein ({1923, 14ff.).
Vgl, Anm, 14, insbesondere Blatt 8.

Vgl. dazu insbesondere Mises {1924, 88f.)). Seine Unternehmungen zur
Forderung der angewandten Wissenschaften sind hinl&nglich bekannt.
Vgl. etwa die zeitgendssischen Berichte Sommerfeld {{1219), Prandtl
(1919) und Mises ((1924).

Ball hat die historischen Wurzeln und die Entwicklung seiner Theorie
anhand einer kritischen, mit Inhaltsangaben versehenen und chrono-
logisch geordneten Bibliographie in seinem Hauptwerk (1900, 510-539}
selbst dargestellt, so daB hier auf eine Aufzdhlung seiner und
anderer Schriften zur Schraubentheorie verzichtet werden kann. Ein
ausfilhrliches Referat der Entwicklung bis 1876 gibt Fiedler {(1876)).

vgl. dazu Timerding (1908, Vf£f.), der auf den betrichtlichen Umfang
elnes solchen Unternehmens hinweist - insbesondere wegen der neueren
Untersuchungen von Study (1903}. )
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Eine knappe Skizze findet man bei Timerding (1902, 146-160)). Eine
Ubersetzung und Bearbeitung der Ballschen Arbeiten bis 1889 findet
man in Ball (1889b).

vgl. etwa Ball (1900, 69ff.).

Ball war zudem ein bekannter Vortragsredner und Autor populidr-
wissenschaftlicher Blicher., Vgl. zu seiner Biographie W.V.Ball
{(1915), [Balll ((1913), ((1915)) und Moseley (1979).

" Vgl, dazu etwa Goldstein (1980, 190f.).

Anmerkungen zum Kapitel VI
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Es ist hier nicht der Ort, den dafiir verantwortlichen Griinden nach-
zugehen. Man vgl. zur Frilhgeschichte der nichteuklidischen Geometrie
etwa Bonola/Liebmann ((1908)), Reichardt {(1976), Gray (1979a)).- auf
die bewuBtseinsgeschichtliche Bedeutung der Entdeckung der nichte
euklidischen Geometrie weist insbesondere TSth ((1972), ((1979)
nachdriicklich hin. Vgl. dazu auch Abs. 2.3.

wWwie scholz (1982, 216ff.)) nachweist, kannte Riemann mit grofBer
Sicherheit die Schriften von Loba&evskij und Bolyai bei der Abfassung
von (1867} nicht.Ihn interessierte weniger die im Zusammenhang mit
der nichteuklidischen Geometrie stehende mathematische Grundlagen-
forschung, als die Frage, wie sich der Raumbegriff an die physi-
kalische Realitdt anpassen 1&Bt. Seine diesbezliglichen Ideen, die
zugleich einen neuen Ansatz in der Differentialgeometrie begriindeten,
setzten sich aber nur langsam durch {vgl. dazu Scholz 1980).- Die
unmittelbaren Auswirkungen von Riemann (1867} auf seine Zeitgenossen
untersucht Portnoy {(1982).

vgl. Klein {1921, 50)) und Scholz (1980, 123ff.)). Zu Kleins frithem
werdegang siehe auch Voss ((1919)} und fiir Kleins Beitrige zur nicht-
euklidischen Geometrie Schoenflies ((1919).

Vgl. etwa Klein (1928, 42).

Flir eine ausfllhrliche Behandlung dieses Gegenstandes sei neben den
Originalarbeiten von Klein vor allem auf das Standardwerk Klein
(1928) wverwiesen.

Eine mathematisch sauber ausgearbeitete Durchfithrung dieser Ideen
Kleins gibt etwa Coxeter (1965, 71ff.) und Locher (1940, 215ff.).

vgl. dazu CarathBodory ((1919)), Scholz {1980, 131ff.)), Wussing (1969, 132£f£.);
wichtige, bisher {ibersehene Aspekte zur Wirkungsgeschichte des Erlanger Pro-
gramms findet man bei Hawkins ((1984)).

Zur Entwicklung des Mannigfaltigkeitsbegriffes siehe die griindliche
studie wvon Scholz {(1980).

Es werden zur Prilhgeschichte des Begriffs des n-dimensicnalen Raumes
nur einige Andeutungen gegeben; flr Details sei auf Scholz ((1980)
verwlesen.

auf die "ausdehnungslehre" von H.Grassmann (1809-1877) von 1844
und 1862 soll hier nicht eingegangen werden, da sie fir die Ent-

wicklung der Geometrie Xxeineunmi t telbare Bedeutung
hattez vgl. dazu Crowe ((1967) und Lewis {(1977).

Die Geschichte dieses Problems schildert ausfiihrlich Toretti (1978,
155-188): vgl. auch Klein {(1898)). Fir neuere Untersuchungen vgl,
Freudenthal ((1956)), ((1961).

Vgl. dazu Scholz {1980, 113-123)), Richards {(1977)) und Jammer ((1980).
Darauf weist auch Gray {1979b, 162)) hin.

Die Bedeutung dieser BewuBtseilnsrevolution geht weit iberx die
Schranken der Mathematik hinaus. So wurde die nichteuklidische Geo-
metrie und die vierte Dimension von den Kinstlern als Befreiung
von %en traditionellen Denkstrukturen empfunden (vgl. Henderson
1983).

Vgl. Klein {1871k, 235, anm.)} , (1871d, 302) und (1928, 111f.).
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16 vgl. etwa Staude (1908, 908f.).

17 Dieser Satz stammt fiir den euklidischen Fall bereits von Chasles
(1830).
18  Ziegler (1981, 139f.). Vgl. auch Weiss {1935, 67f.).

19 Bei Lindemann wird diese Rechnung nicht ausgefiihrt,

20 (1874, 85). Im Rahnmen der euklidischen Geometrie betrachtete
diesen guadratischen Komplex zuerst Chasles (1830) (vgl. Abs.II
4.3).

21 Die folgende Umformung scheint zuerst Pasch (1872, 144f,) durch-
gefiihrt zu haben.

22 Dies 18Bt sich unmittelbar aus der geometrischen Konstruktion des
Zylindroids ableiten: vgl. dazu Ziegler (1981, 193ff.).

23 zZum ersten Mal von Klein aufgestellt (18714, 298).

24 Eine Voranzeige und Aufzdhlung einiger Resultate der Arbheit (1874)
erschien schon (1873). :

25 Vvgl, die bei sommerville (1911, 303f.)angegebene Literatur.
26 Lindemann weist selbst (1876, VI) nachdricklich darauf hin.

anmerkungen zum Kapitel VII

1 Diese wWirkungsgeschichte wurde hisher nur punktuell untersucht.
Das Standardwerk Bonola/Liebmann {1908)) behandelt vor allem die
Frithgeschichte und endet mit den Arbeiten von Klein, Beltrami,
Riemann und Clifford und geht auf die nichteuklidische Mechanik
nicht ein., Dasselbe gilt flir Reichardt {1976)). Als eine der
wenigen neueren grindlichen Arbeiten zu gewissen Aspekten dieses
Themas sei auf Hawkins ((1980)) verwiesen. Auf weitere Literatur wird
spdter hingewiesen werden.

vgl. zu diesem Abschnitt Koppelmann {1971/72).

Vvon Pliickers besonderer Beziehung zu England, dessen Mathematiker
seine analytische Geometrie in ihrer Bedeutung frither erkannten als
seine deutschen Kollegen, wurde schon im Abgchnitt IV 2 berichtet.

4 Die besonderen Bedingungen und Erscheinungsweilsen der Reaktionen
der englischen Mathematiker auf diese Herausforderung, die in der
philcsophischen Tradition der Cambridge-~Schule zu suchen sind,
untersucht ausfithrlich Richards ((1979)). Auf diesem Hintergrund werden
einige Argumente flir das Problem, warum sich die englischen Mathe-
matiker nach Clifford fast ausschlieBlich auf die Ausarbeitung der
nichteuklidischen Geometrie im Rahmen der projektiven Geometrie
Konzentrierten und den differentialgeometrischen Aspekt auBer Acht
lieBen, vorgebracht. M.E. scheint dagegen, wie bereits erwdhnt,
die Autoritdt Cayleys und dessen Memoir (1859), sowie die Arbeiten
und die starke Ausstrahlung Cliffords fir diese Entwicklung haupt-
sdchlich verantwortlich zu sein -~ in &hnlichem Sinne wie Beltramis
Arbeiten (1868a,b) in Italien die differentialgeometrische Richtung
maiBgeblich eingeleitet und gefdrdert haben. - Auf das vollstindige
Fehlen einer differentialgeometrischen Schule in England macht auch
Reich{19873, 345)) aufmerksam.

5 Vgl. Becher {1980)), insbesondere S. 47f.

6 Biographische Skizzen zu Clifford findet man bei Tucker ((1881),
Pollock {(1879) und Newman {(1953).

7 Die meisten werke Cliffords erschienen posthum: die populdren

Schriften sind: "Lectures and Essays" {187%9)),"Elenents of Dynamics",
1878-1879 , "The Common Sense of Exact Sciences" (1885)., Die
mathematischen Abhandlungen wurden {(1882) gesammelt herausgegeben.

8 Pollock {1901, 18)). Zu Helmholtz vgl. Abs. VI 2.2.

9 vgl. dazu Graves ({1971, 148f.)), Gosztonyi {(1976, I 499f.)) und das
letzte Kapitel von Gray {(1979b).
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10 Eine griindliche Analyse der philosophischen und mathematischen
Arbeiten Cliffords sowie deren innerer Zusammenhang steht noch aus.
Merkwlirdigerweise erwdhnt Toretti ((1978) Clifford nur ganz am
Rande,

11 vgl. dazu Klein (1898), Klein (1928, 254-270), Hopf (1926}.

12 Es soll hier keine systematische Theorie der Cliffordschen
Parallelen gegeben werdeng vgl. dazu etwa Coxeter (1965, Chap. VII).
Die im folgenden dargestellten Resultate ilber Bewegungen des
elliptischen Raumes sowie die Cliffordschen Schiebungen findet
man auBer bel Coxeter etwa auch in Klein (1928) und Strubecker
(1961,62).

13 vVgl. Ziegler (1981, 167ff.).

14 Bei Cayley und Ball konnte Klein nie den Argwchn iUberwinden, daB
in seinen Uberlegungen zur projektiven Grundlegung der nicht-
euklidischen Geometrie (Abs. VI 1.2) ein Zirkel stecke {Klein
1921, 241f.)). Cayley AuBerte sich zu diesem Problem in einer an-
merkung zum Wiederabdruck von (1859) in seinen "Collected
Mathematical Papers" 2, 1889 , p. 604-606. Klein ging auf dieses
Problem ausfihrlich in (1890, 375-379) ein. PlUr eine moderne
Darstellung dieser Grundlegung vgl. Coxeter (1965, 71ff.), Locher
(1940, 215ff.).

15 Die bis 1889 erschienenen Arbeiten von Ball zur Schraubentheorie
und nichteuklidischen Geometrie finden sich ins Deutsche iiber-
setzt und zusammengefasst in (1889b).

16 Dpie Cliffordschen Schiebungen behandelte allerdings auch schon
Lindemann (1874, 114-116) ganz nebenbei = nur bemerkte er nicht
die besonderen Parallelitdtseigenschaften, sowie die MBglichkeit
der Zerlegung einer beliebigen elliptischen Bewegung in Schiebungen
l.und 2.Art.

17 ©Sie wird nicht einmal im modernen Standardwerk zur Gruppentheorie
in der nichteuklidischen Geometrie der Ebene und im Raum, Magnus
(1974), in welchem sonst viele historische Hinweise angefithrt sind,
erwdhnt, Auch wWussing {(1969)) erwdhnt sie nicht.

18 vgl. dazu Rothe {1916, 1396~1406)) und den folgenden Text.

19 vgl. Ball (1900). Filir die Schraubentheorie, deren geometrischer
Gehalt im wesentlichen mit der euklidischen Theorie der linearen
Komplexe identisch ist, vgl. abs. V 4.

20 H.Cox hat gleichzeitig eine Arbeit (1882c)} zur elementaren
hyperbolischen Geometrie publiziert. Vgl. Abs. 1.3.1.- Die
Lebensdaten von Homersham Cox konnten nicht festgestellt werden.

21 Vgl. Rothe (1916, 1401).

22 In dieser Zeit schrieb er die einzige weitere mir bekannt, aber nicht
zugdnglich gewordene, Arbeit "On Complexes and Congruencies of the
First Order", Proc. of the Birmingham Philesoph. Soc. 4, 1883-85 ,
334-354,

23 vgl. etwa Klein {1926, 389ff.) oder Gantmacher (1977, 310ff.).
24 vgl. auch Bottazini {1981).

25 2Zu den verschiedenen mathematischen Schulen Italiens siehe Segre
(1932), amaldi {1911).

26 vgl., Kline {(1972, 885ff.)), Reich {1973), Scholz {1982). Zur direkten
BeeinflufBung der Entwicklung der Differentialgeometrie in Italien
durch)Riemann siehe auch Segre (1932, 9f.)} und vor allem Portnoy
{12982).

27 Dariber berichtet Freguglia {(1982)} fast nichts - die Namen G.
Battaglini und E. d'Ovidic werden jedenfalls nicht erwdhnt. Dieses
Werk gibt Uberhaupt eher eine systematische Einfithrung in ver-
schiedene Gebiete der Geometrie in historischer aAbfolge als eine
wirkliche historische A n a l y s e.
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Die weiteren Arbeiten Beltramis werden bei Loria ((1901)} diskutiert.
Vgl. dazu Amaldi (1911, 433ff.).

Ein Schriftenverzeichnis von E. d'Cvidic bis 1915 findet sich in
Gerbaldi ((1918).

Vgl. dazu Vogt (1909, 5).

D'Ovidios Arbeiten sind heute kaum mehr bekannt. So enthdlt das sonst
auBerordentlich reichhaltige Literaturverzeichnis von Giering {1982)
keinen elnzigen Titel von d'Ovidio!

Vgl. etwa d'Ovidio (1875a, 30), (1881b, 1).

Daneben verwies de Francesco insbesondere auf Clifford (1876), (1882a),
W.Killing (1885a) und auf eine kurze Notiz von Klein (1897, 644).

Die Formel selbst, unabhidngig von den Cliffordschen Schiebungen, hatte
zuerst Cayvley (1855, 214) im Zusammenhang mit dem Studium von Matrizen
aufgestellt, Die Auffassung des elliptischen Raumes als Parameter-—
raum der Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen e u k 1 i d -

i s ¢chen Raumes um einen festen Punkt stammt von K. St&phanos
(1857-1918) in (1883a,b) (vgl. dazu etwa Blaschke (1960, §§ 3 und 19).
Klein (1926, 323). Ebendort findet sich auch eine ibersichtliche ab-
leitung dieses Satzes.

Study lieferte z.B auch gewichtige Beitrdge zur Theorie der hyper-
komplexen Zahlen und deren Zusammenhang mit den Transformationsgruppen
von Sophus Lie (1842-1899); vgl. dazu Hawkins {(1972). Uber seinen
Anteil an der Klassifikationstheorie endlichdimensionaler Algebren
vgl. Happel {1980).

zZur Biographie von Study vgl. Engel {1931)), weiss {1930)). Eine kommen-
tierte Bibliographie findet sich in Weiss {(1934)).

Einige Grundgedanken wvon {1903) hatte Study schon friher verdffentlicht:
(1899}, (1900).

vgl. Klein (1871d), (1873).

Vgl., etwa Klein (1872b, 492f.), (1873, 312f.), {(1906), und insbe-
sondere (1928, 205~211).

Zur Biographie wvon Killing vgl. Engel {{(1930).

Vvgl., dazu die grindlichen Abhandlungen Hawkins {1980), ((1982)), wo
auch die mathematische Denkweise Killings einer genaueren Analyse
unterzogen wird.

Siehe auch den Briefauszug von Killing an G.Mittag-Leffler (1846-1927)
vomm 4.8,1900, publiziert in Hawkins {198C, 325). .

Killing (1883, 10), (1885a, 3).
Dies wird iberzeugend belegt in Hawkins ({1980, 316-323).

In sehr groben Umrissen wird die Entwicklung der analytischen Mechanik
in nichteuklidischen Raumen in Stickel {1903) skizziert. 2Zur Literatur
vgl, Sommerville {1911, 303f.).

Letzteres kam gut zum Ausdruck in seinem Werk zu den nichteukli-
dischen Raumformen (1885b).

Anmerkungen zum Kapitel VIII

1
2

vgl. dazu Behnke {(1961)) und Freudenthal {(1960).

Vielleicht spielte hier auch die Skepsis eine Rolle, mit welcher die
Ingenieure den Kleinschen Reformpldnen zur Ausdehnung des mathe-
matischen Hochschulunterrichts und der Forschung auf Probleme der
angewandten Mathematik und Technik begegneten. {(Zum Verhdltnis der
Techniker zu den Kleinschen Reformpldnen vgl. etwa Pyenson {1979)).
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Die abgekiirzt zitierten Gesammelten Werke von Cayley, Clifford, Klein,
Mobius und Plicker sind im alphabetischen Autorenverzeichnis (Abs. 4)

bibliographiert,
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153, 1587, 192

Analysis 6

Analytische Geometrie 7, 49-52, 218

Analytische Mechanik 1, 11iff., 40

Analytische Methode in der Geometrie
(s. auch Einheit ...) 3, 7ff.., 21,
48f., S3ff.

Antike 7, 29

Arbeitsbegriff,
euklidischer 14, 115
nichteuklidischer 161-163, 188
Arnold, Wolfgang / 251
Aronhold, Siegfried Heinrich 221
Arithmetisierung 209ff.

Atomismus 212

Axiomatik
- der Statik 32, 215
-~ der Mechanik 215

Babbage, Charles 171 .
Bailhache, Patrice 1L, 219f. / 244

Ball, Robert Stawell
Diskussion der Werke 109-110, 178f.
erwdhnt 3, 98, o8, 180f., 182f,,
191, 2c0, 211, 213, 215, 217, 222ff.,
226 / 235-240, 244

Ball, W. Valentine 224 / 244

Ballsche Schraube (s. Schraubentheorie)

220 / 244

Battaglini, Guiseppe

Baltzer, Richard

Diskussion der Werke 79-8l1

erwdahnt 3, 36, 61, 74, 83f,, 91, 94

159, 196f., 223, 226 / 233-235
Barycentrischer Calcul 32, 39, 207
Becher, Harvey W. 225 / 244
221 / 244
Bedingungsgleichung fir Geradenkoordi-
43ff., 6Q, 65, 74, 77, 84f.
210, 227 / 244

Beck, Hanno

naten
Behnke, Heinrich
Beltrami, Eugenio
Diskussion der Werke 1s8
erwdhnt 79, 117, 128, 196f,.,, 203,
208, 225 / 233, 236
Benteli, W. 213 / 241
Bernoulli, Daniel 11, 29
Berncoulli, Johann 11, 29, 40
Bertrand, Joseph Louis 19 / 244
Berzolari, Luigi 196
Betti, Enrico 197
Bewegung, projektive oder nichteukli-
dische 42, 126-=12%, 176-181,
201f.
Bewegungsgruppe des nichteuklidischen
Raumes 179
BewuBtseinsgeschichte 123f,, 224
Biermann, Kurt-R. 47, 221 / 244
Biot, Jean-Baptiste 53
Bigquaternionen 174, 177, 180-183, 201,
Blaschke, Wilhelm 213f., 222, 227 / 242
Bobillier, Etienne 31, 49f.

185-188,
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Bolyai, Janos 117, 174, 224 Clifford, william Kingdon
Boig~ Reymond, Emil du 221 Diskussion der Werke 172-185
Bonola, Roberto 79, 196, 217, 13224f. / 229, erwdhnt 3, 109, 189, 191, 200, 202,
244 204, 208, 225ff. / 234-238, 245
Boole, George 171, 179 Cliffordsche Parallelen 174, 176-180, 226
Bottazini, Umberto 222, 226 / 244 Cliffordsche Schiebungen 176-181, 200, 226f.
Bottema, Oene 215 / 242 Codagzi, Delfino 197
Boyer, Charles 7, 53, 217£., 221 / 244 Coolidge, Julian Lowell 1, 124, 209f,.,
Brill, Alexander 221 / 244 217f. / 245
Brioschi, Francesco 196f. Coriolis, Gustav 13f.
Bruhns, CarlChristian 220 / 244 Coriolis-Beschleunigung 114
Buchheim, Arthur Couple 15
Diskussion der Werke 181-183 Cox, Homersham
erwahnt 3, 179, 183, 201, 208 / 238 Diskussion der werke 181
Bunsen, Robert Wilhelm 37 erwahnt 179, 183, 226 / 237
Burnside, wWilliam Coxeter, Harold S.M. 221, 224, 226 / 242
Diskussicn der werke 179 Crelle, August, Leopold 31, 47, 221
erwahnt 180 / 239 Cremona, Luigi 79, 196
Bliischel von linearen Komplexen 71, 88f., Crowe, Michael J. 220, 224 / 245
97, 147ff. Culmann, Karl 174

Dauben, Joseph W, 220 / 245
Darstellende Geometrie 7., 207

Cantor, Georg 124 ‘ Degen, Heinz 221 / 245
Cantor, Moritz 7., 218 / 244 DeMorgan, Augustus 171, 179
Carathéodory, Constantin 223f. / 244 Descartes, René 8, 53, 56
Carnot, Lazare 9f., 13 Determinanten, 51, 54, 74, 197
Cauchy, Augustin Louis 12, 15, 122, 219 Differentialgeometrie 7, 117, 196f,,
Cayley, Arthur 209f., 224ff,
Diskussion der Werke 44-45, 51-52, Differentialgleichungen 7, 11
117-119 Differentialprinzipien 12

erwdhnt 12, 54, 56, 61, 74, 79, 84, Dimentberg, F. M. 215 / 242
gsff., 119, 123, 165, 171f., 175, 178f,, Dirichlet, Peter Gustav Lejeune 31

181, 183f., 191, 196, 219ff., 222, Distanz, nichteuklidische 120f£., 125
225€., 227 / 232-234, 239, 245 Doppelverhdlitnis 31, 120f., 144, 223
Chasles, Michel -von vier linearen Komplexen 147, 151
Diskussion der wWerke 1825, 41-43 Drehkreuz 30
erwdhnt 3, 15, 18, 31, 33, 37, 175 Drehpaar 27, 38
81, 98, 111, 125, 145, 165, 218ff,, Drehmoment, nichteuklidisches 157-161,
225 / 231-233, 236, 243, 245 188, 191, 193
Charakteristik 42, 129ff,, 144 Drehsystem (s.Rotationssystem)
Charakteristikenkomplex 19, 42, 144 Dronke, Aadolf 221f£, / 245
Clebsch, Alfred 55f£., 64, 74, 79, 83, Dualitdt, Dualitdtsprinzip (s. auch Pola-
105£f£., 119, 125, 167f., 196, 201%, 207, ritédt)

221ff., / 234, 236, 238, 245 Erkldarung 21, 50



erwdhnt 9, 21, 23,
102, 157, 164, 174f.,
Duffy, Joseph 216 / 243
Dugas, 217, 219 / 245
Duhem, 217, 220 / 245
Charles 13
24, 61, 66,
Dynamik, 2, 24
analytische Prinzipien der
81, 101, 111-115
105, 111, 188-195,

31,
202,

48ff,,
210,

92f.,
219

Rend
Pierre
Dupin,
Dyname 79, 201
11f.
euklidische
nichteuklidische
208
Eccarius, wWolfgang
Ecole Polytechnique 4,

221 / 245f.
5¢.,, 13, 29f., 217
Einheit von analytischer und synthetischer
Methode 7££., 34ff., 39, 53f., 60,
106f,, 166f., 174£f., 202, 207f.
Einstein, Albert 1, 173, 210
Elementarteilertheorie 83
117,
208,
115,

Elliptische Geometrie
185-188, 202, 205,

Energie, kinetische

120,
214
184,

174~180,

189
Energiebegriff,

115
nichteuklidischer 3,

euklidischer

161-163, 188

115, 191

Erlanger Programm von Felix Klein 32,
106, 119, 122-123, 168, 202, 207

Erlecke, Albert / 229

Wilhelm 56, 221f. / 246

Euler, Leonhard 8, 11, 13, 15,
29, 219

Eulersche Bewegungsgleichungen
euklidisch 17, 111£f., 193
nichteuklidisch 184, 190,

Energieerhaltungsgleichung

Ernst,

17€., 21,

193, 198f..

Fano, Gino 218 / 246
56f,

Pierre de 8

Faraday, Michael

Fermat,

Fernebene XII

Fiedler, Wilhelm
246

Forsyth,

83f., 220, 223 / 234,

Andrew Russel 221 / 246

73,

Fourier, Jean Baptiste Joseph de 9, 40

Francesco, Domenico de

Diskussion der Arbeiten 198¢£,

191, 208, 227 / 239f.

218, 220 / 246
226 / 246

Hans 210, 224,

200 / 239

erwdahnt
Praser, Craig
Freguglia, Paoclo
Freudenthal,

Guido

227 / 246
Fubini,

‘Fundamentalfldche einer MafBbestimmung XII

137f£€.,
93,

185, 2C1
96-98,

117ff., 125,

Fundamentalkomplexe 110, 195
F. R. 226 / 242
214 / 242

29,

Gantmacher,
Garnier, René

Gauss, Carl Friedrich 31, 122,

196
Geomechanik

174,

/ 246
Geometrie der Bewegung {(euklidisch) 42
Geometrische Optik 1l

Geometrische Mechanik l£,, 13, 39, 105,
167, 171, 183, 207f., 209ff., 213ff..

Geiger, Hans 213 / 241

Gerbaldi, Francesco 227 / 246

Gergonne, Joseph-Diaz Sf., 30f£., 49, 51,
53, 220, 231

Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte 48

Giering, Oswald 213f,., 227 / 242

Gillispie, Charles C. / 229

Giorgini, Gaetano 20, 24

Gleichgewichtsbedingung 26, 34ff.

Goldstein, Herbert 224 / 242fF,

Gordan, Paul 79, 196, 201%f.

- Goeschen, Georg Joachim 35

Gosztonyi, Alexander 225 / 246

Goethe, Johann Wolfgang von 29

Goursat, Edouard 179 / 238

Graphische Statik 2

Graphische Verfahren in der Mechanik 2

Grassmann, Hermann 39, 179, 181, 183,
214, 224

Grattan-Guiness, Ivor 217ff. / 246

225 / 246

Gravitationstheorie i, 3, 210

217, 224f. / 247

Graves, John Cowperthwaite

Gray, Jeremy



Gregory, Duncan Farguharson 171
Gretschel, / 247
Grigorian, A. T. 214 / 247
J. de 215, 217 / 229
Gribler, 20, 42, 217,
Griinwald, 213 / 240
214 / 242

221 / 247

Heinrich

Groot,
Martin
Anton
Peter

219f£. / 249

Gschwind,

Gundelfinger, Siegmund

Hamel, Georg 215 / 241

Hamilton, wWilliam Rowan 1,
179f., 182

Hamiltonsches Prinzip 199,

Hankel, Hermann 49 / 247

Haenzel, Gerhard 213 / 241

Harmonische Lage wvon Dynamen (nach Battag-
lini) 80

Happel, Dieter

11£., 18, 171,

203£., 217

227 / 247
Hauptachsen eines linearen Komplexes oder
Nullsystems
euklidisch 34, 59, 69,
nichteuklidisch 140ff.
Hauptachsen einer nichteuklidischen
129
Haupttrédgheitsachse

72, 79, 1llo0

Bewegung

is, 194

189
110,
110,

189

189,

Haupttrdgheitsebene

194
194

Haupttrdgheitskomplex
Haupttrdgheitsschraube
Haupttrdgheitstetraeder

Hawkins, Thomas 202%, 220, 223ff., 227 / 247

Heath, Robert, Samuel
Diskussion der wWerke 183 - 195
erwdhnt 3, 1o5, 111, 179, 198f., 208,
211 / 238

Helmholtz, Hermann von 123, 171, 173, 202,
225 / 233f.

Henderson, Linda D. 224 / 2417

Henneberg, Lebrecht 217 / 247

Herder, Johann Gottfried 29

Herpolhodie 17, 199

Herschel, John Frederick william 171

Hesse, Otto 55, 221

Hilbert, David 210f,

Hjelmslev, Johannes 200, 240

Hofmann, Joseph Ehrenfried 221 / 247

Holder, Ernst 214 / 241F.

255

Hopf, Heinz 226 / 241

Humanismus 29

Humboldt, Alexander von 47f££,, 221

Humboldt, Wilhelm wvon 29, 47

Munt, Kenneth, H. 215 / 242

Hyperbolische Geometrie 121

Hyperebene, vierdimensionale 91f.,
102, 103, 194

Hyperebenenkoordinaten 91f., 102, 164,
194

Hyperkomplexe Zahlen (s.auch Biguater-
nionen) 117, 208, 217, 227

Industrialisierung 13, 30

Intensitdt einer Kraft 26, 61, 154f.,
eines Kraftsystems 155

-~ einer unendlich kleinen Bewegung
143, 152
Invariante des linearen Komplexes (s.auch
90, 95ff.
Invariante zweier linearer Komplexe (s,

Parameter)

simultane Invariante)
126ff.
Involution (im Sinne von Sylvester)

Invariantes Tetraeder
43f,
- (im Sinne von Battaglini) 81

~ (im Sinne wvon Klein) 91, 95fFf.,

147, 163

103,

Carl Gustav Jacob 1,
55, 204, 221 / 247
Konrad 223

Hans Niels / 247

224 / 247

/ 247

Jacobi,
31,
Jacobs,
Jahnke,
Jammer,

11£,, 18,

Max
Jung, Guiseppe.

Immanuel 123
Wilhelm
Diskussion der Werke

175, 223,

Kant,
Killing,
203 - 205
erwdhnt 227./ 237f.
Kinematik,
euklidische
42, 81, 105,

219

1£,,
143,

13, 1e,
201, 207,

19-23,
213,

26f.
215f£f.,
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nichteuklidische loo,
-146, 164, 181, 185-189,
Kirchhoff, Gustav Robert

105,
198,
57

111,
201f.,

126
207
Klein, Christian Felix
Diskussion der Werke 83-108,
erwdhnt 2f., 6, 8, 1of.,, 14, 29, 32,
36, 41, 48, 57f., 61f., 72ff,., 79, 81,
109, 1131, 113, 117, 125, 143ff,, 163,
les, 167f£., 171, 175, 178, 181, 183,
1%6f., 200ff., 203, 207, 209ff., 213,
221ff£., 224ff, / 234.241, 247f.
Friedrich 219 / 248

Morris 217, 226 / 248

59,
linearer (s.auch Nullsystem) 37,
59, 66ff,, 79ff,, 83ff., 87, 129ff.
quadratischer (zweiten Grades)
72, 79, 83, 96
spezieller

119-124

188,
219,

Klemm,
Kline, 8,
Komplex, 73

43ff.,

19f., 43,

68, 88

73
fiinfdimensionaler
163-165, 192ff,
59, 73
5¢, 71f£., 88f., 177
2, 124, 210
Konjugierte Geraden (beziiglich eines Nullsystems
34, 59, 68,

71,

Komplexfldche

Komplexraum,
113,

Kongruenz,

80f,, 100f., 1lQ3f.,

lineare

Konfigurationsraum

oder eines linearen Komplexes)
39

Kontinuumsmechanik

79,

i, 12, 215, 217,

Koordinaten

- einer Geraden
74, 84, 222

- einer Kraft

26, 43ff,, H0ff., 59ff., 64,

45, 61,
- eines Krdftesystems

65,
37,
- eines linearen Komplexes

154

66, 80,
89, 96
- einer unendlich kleinen Bewegung
219, 225 / 248
Korreziprokalschrauben 98, 110
Kotter, 31, 42, 217ff. / 248
Kraftbegriff, nichteuklidischer 3,

153-157, 178, 188, 192
Kriftepaar

155f£f.

45, 143

Koppelmann, Elaine

Ernst
99,

25=27
15, 23,
24,

Erklarung
erwahnt 33£.,

34, 37,

37, 104
Kriftesystem 66ff.,

142

79, 101f.,

Kraftkomplex (s.Kraftsystem)
39, 66, 104, 155f.
Kreigseltheorie 211

imagindre XII

Kraftkreuz

Kreispunkte,
118, 125

Kugelkreis, imagindrer
125, 148, 165

118, 121

Lacroix, Sylvestre Frangois 9

Lagrange, Joseph Louis 1, 6, 7f.,
1if., 13, 17¢£., 21f., 31, 40,
207, 218ff,

Lambert, Johann Heinrich 219

Laplace, Pierre Simon 5, 207

Legendre, Adrien Marie 5

Leibniz, Gottfried Wilhelm 29

Leitgeraden einer linearen Kon-
gruenz 59, 72, 88

Leitgerade eines speziellen Kom-
plexes 88

Lessing, Gotthold Ephraim 29

Lewis, Albert C. 224 / 248

Lie, Sophus 119, 123, 145, 202,227,
235

Lie=-Algebra, 203, 205

Liebmann, Heinrich 79, 196, 214,
217, 224 / 240, 244

Lindemann, Ferdinand
Diskussion der Werke 125-168%
erwdhnt 3, 1o, 73f., 100,
105f., 111, 178f., 181, 184f.,
188, 192, 196, 203f., 207f.,
211, 220, 222, 225f, / 236-238,
248

Linienkoordinaten (s.Kocordinaten
einer Geraden)

Linienquadrik 192
linksgewundener linearer Komplex 71
Lipkin, Harvey 216 / 243
Lipschitz, Rudolf 83, 126, 203,
217 / 235
Lobadevskij, Nikolai Ivanovid
117, 174, 196, 204, 224
Locher, Louis 224, 226 / 242
Lorey, Wilhelm 219f. / 248
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Loria, Gino 217, 227 / 229, 248 43, 48ff., 63f., 73, 79, 94, 98, 101,
Lotze, Alfred 214 / 241 125, 143, 159, 174, 196, 215, 219f.,
Ludwig, Karl 221 222 / 231f., 248
Lilroth, Jacob Momente, Theorie der

Diskussion der Werke 74 euklidisch 79-81

erwahnt 75, 233 nichteuklidisch 157~-161

Moment einer Geraden beziiglich eines
Punktes 25, 65, 79

MacaAulay, Alexander 183 / 239 - eines Kriftepaares 16

Mach, Ernst 11, 217 / 248

Magnus, Ludwig Immanuel 34, 64 / 231

Magnus, Wilhelm 226 / 242

Mainardi, Gaspare 197

Mainzer, Klaus 217 / 248

Manegold, Karl-Heinz 30, 217, 220 / 248

Mannheim, Am&dé 30, 42, 220

Mannigfaltigkeit, n-dimensionale pro=-
jektive 122-124

Marcolongo, Robert 40, 215, 220 / 241

- eines Kraftesystems beziiglich einer
Geraden 36, 79, 95f.

- zweier Geraden
euklidisch 75
nichteuklidisch 149-152, 197

- zweier Krédfte 33f.

-~ zweiler Krdftesysteme 80

~ zweier linearer Komplexe
euklidisch 95f,
nichteuklidisch l49-152

MaBbestimmung
euklidisch 62, llS, 125 Monge; Gaspard 5' 7ff.' l3f-; l5f.. 18f~'
lokale 117 31, 43, 53, 196, 207, 217, 219%,

nichteuklidische 99f., 117-121, 125ff,, '10S8ley, James 224 / 248
197f. Mozzi, G. 15, 19

Miller, Emil 220 / 248
Miller, Felix / 229

Masse~Trigheltstensor 189, 194
Mathematische Physik 5, 30
May, Kenneth Ownsworth / 229

Mechanismentheorie 215f, n-dimensionale Geometrie (s.auch Mannig-
Mehrtens, Herbert 219 / 248 faltigkeit) 31f,, 122-124, 166, 196ff,,
Mengenlehre 1, 124 203f£., 210, 224
Methode, Napoléon 5
genetische 1lo7, 203 Naturphilcosophie, idealistische 29f., 47f.
mathematische, bei Clifford 173=175 Neigung zweier Geraden oder linearer
Killing 203 Komplexe 146~149
Klein 3, 105-108 Neuenschwander, Erwin 222 / 248
Mobius 38f. Neuhumanismus 29f,, 47f., 220
Pliicker 3, 53-58 Newman, James R, 173, 225 / 249
Study 200-202 Newton, Isaac 5, 11
philosophische 7 Noll, walter 215 / 249
Metrik (s.MaBbestimmung) Noether, Max 221 / 244
Mever, Wilhelm Franz 221 / 248 Nullebene 34, 37, 49, 68, 87, 133
Mises, Richard von 108, 111, 213, 215, Nullfldche 184, 189
223 / 241, 248 Nullgerade, Nullinie 34
Mittag-Leffler, Gdsta 227 Nullkorrelation 19, 59, 64, 79, 142
MSbius, August Ferdinand Nullpunkt 34, 37, 49, 68, 88, 133
Diskussion der Werke 32-39 Nullsystem (s.auch linearer Komplex)
erwdhnt 3, 1o, 22, 24f., 29ff., 40f., Erkldrung 32-34, 68=71, 132-138

erwdhnt 15, 20, 24, 38, 43, 49, 109,
207
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183
Lorenz

Octonton
Oken, 48
Operations-Kalkiil 171,
Otte, Michael / 247
Ovidio, Enrico 4!

179

Diskussion der werke 197f.

erwdhnt 3, 123, 196f., 226f.,

167£.,, 208

Riccardo de

s 3,
Paolis, 196f, / 238
Parameter des linearen Komplexes (s.auch
Invariante des linearen Komplexes)
69, 80, 95ff., 109
Pascal, Blaise 19
196
210, 225,
171, 179
168
Johannes
2, 124,

Pascal, Ernesto

Pasch, Moritz 235
Peacock, George
Oskar

Petersen,

Perron,

Hjelmslev, Johannes

Phasenraum 210

109

Julius
Diskussion der Werke
erwdhnt 8, 10, 29, 31, 43ff., 74, 79
83f., 95f., 105ff., 119, 122, 141, 171
196, 207, 215, 221ff., 225 / 231.234,

Poincaré, Henri 2

pitch
pPliicker,
49-52, 53-73,

Poinsot, Louis
24=27

33, 35,

Diskussion der Werke 15-19,
3, 9¢£,, 13, 15, 31,
98, 125, 196, 207,

erwdhnt

40f., 61,

243
Poisson,

Sim&on Denis 11

235-~237

60,

££,,

:

249

37,

219ff. / 231f.

Polaritdt im finfdimensionalen Komplexraum

91f£., 1l01f.,
Polarcoperator 182
Polhodie 17, 199
Pollock, Frederick
Poncelet,

S53f.,
pont,
Portnoy,

103f£,, 183, 192ff,

225 / 249

9, 14,
/ 233

/ 249

224, 226 / 249
nichteuklidische
223 / 249
10,

Jean Victor
196, 218f,,
Jean-Claude
Esther
Potentialfunktion,
Prandtl, Ludwig
Prinzip der Kontinuitdt

30£., 48f,

203

218

; 51,

Prinzip der virtuellen Geschwindige
keiten oder Arbeit 11, 37, 40f,,
79, 101f., 163

Prinzip der virtuellen Rotaticnen

22, 41

Produktbildung,

Projektive Geometrie
48, 118, 171, 209f,

Projektivitat 49

Projektivschraubenlinie II

Proell, Reinhold 217 / 236

Pyenson, Lewis 227 / 249

85
13,

zwel Arten von

2, 7. 1o, 23,

Quadrik II
Quantentheorie
117£,
178,

3, 214
quantics
183, 200f.,

Quaternionen 213

Raumelement

Gerade als - 60, 103, 207
Komplex als - 89ff,, 103,
159

Raumformen, projektive

109, 156,
203f,
Raumproblem von

Clifford - Klein 175

Riemann-Helmholtz-Lie 123
rechtsgewundener linearer Komplex 71
Reduktion wvon Krdften und Kriftesystemen

15, 26
Regelfl&dche

Reich,

73f.

224, 226 / 249
Reichardt, Hans 224f£, / 249
Reinhardt, Curt 32, 35, 39,
Reziprozitdt (s. Polaritit)

Karin

220 / 249

reziprok (im Sinne wvon Ball) 110

Reye, Theodor 201, 213 /240

Richards, Joan L. 172, 224f. / 249

Riecke, Eduard 56, 222 / 249

Riemann, Bernhard 1, 117, 119, 122f.,
126, 172f., 196f£., 203, 205, 209f.,
224f£., 233

Rodrigues, Olinde 40, lol, 220 / 232

Rotationsdyname 111

Rotationskomplex 13¢0~-144, 155f., 164,
188

Rotatilonskoordinaten 164



Rotationskraft 154, 193
Rotationskraftsystem 156

Rotationsmoment (s.Drehmoment)
Rotationssystem 22, 24f., 39, 10lf., 156
Roth, B. 216 / 242

Rothe, Hermann 217, 226 / 249

Rihlmann, Moritz 13, 219 / 249

Russel, Bertrand 119, 210 / 249

Salmon, George 83, 123
Sauer, Robert 214 / 241

Scheel, Karl 213 / 241

Schering, Ernst 203, 235f.

Schiller, Friedrich 29, 220

Schmidt, Heinrich 29 / 249
Schnittbedingung fiir Geradenkoordinaten

74££., 86
Scholz, Erhard 123, 224, 226 / 250
Schoenflies, Arthur 20, 42, 60, 62, 145,

217, 219ff., 224 / 238, 249f.

Schraube (s,Schraubentheorie)
Schraubenbewegung, infinitesimale IT,

15, 19, 21f£., 24, 111, 128, 144
Schraubenlinie, projektive 129, 144f.
Schraubentheorie 2, 98, lo%9f., 178, 180f.,

191, 211, 213ff,, 217, 223f., 226
Schraubung II
Schraubungsinvarianz des linearen Komplexes

71

Schrdder, Kurt / 250
Schuberth, Ernst 223 / 250
Schbring, Gert 220 / 250

Schuhmacher, Heinrich Christian 117
Segre, Beniamino 79, 226 / 250

197, 222 / 250

217 / 250
Signatur der quadratischen Form der Linien-

Segre, Corrado
Shaw, Henry Selby Hele

geometrie 97

Simultane Invariante zweier linearer Komplexe

90, 94ff., 10lf., 103, 188
Smith, Henry J. Stephen 173£., 175, 236 /
250
Sommerfeld, Arnold 2X1, 223 / 241, 250
Sommerville, Duncan M'Laren Young 225,
227 / 229

Stdckel, Paul 211, 217, 223, 227 / 250

259

Statik (s, Kradftesystem)
Staude, Otto 225 / 241
Staudt, Georg Karl Christian von
105, 196f, 209 / 232
Steiner, Jacocb 31, 48, S4f£,, 196, 221 /
231
Stéphanos, Kyparissos
Stephen, L. 174 / 250
Stevin, Simon 15
Stolz, Otto 105, 119
Strahlenkoordinaten
Strubecker, Karl
Struik, Dirk J.
Study, Eduard
Diskussion der Werke 200-202
erwdhnt 3, 111, 182, 208, 211, 213, 223,
227 / 239f.
Sylvester, James Joseph

48f.,

227 / 238

44f,, 60, 65, 73, 85,
213, 224 / 241, 250
196, 222 / 250

Diskussion der Werke 43€,
erwahnt 56, 79, 97, 123, 171, 196 / 231

Synthetische Geometrie 7£., 48f,, 218

Synthetische Methode in der Geometrie
(s.auch Einheit...) 3, 7f£., 17, 21,
48f., 209

Szabd, Istvan 217 / 250

Taton, René  218f, / 250f.

Technische Mechanik 13, 30, 211

Teubner, Benedictus Gotthelf 83

Theta-Funktionen 181, 199

Timerding, Heinrich Emil 40, 211, 215
217, 219f., 223f, / 240f., 251

/ 251

124, 209

Torretti, Roberto 224, 226 / 251

T5th, Imre 224 / 251

Toupin, Richard A. 214f., 217 / 229,

242
Trigheitsellipsoid 16, 100, 105, 193,

219
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