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Zur Geschichte der Entdeckung der kristallographischen Punkt—

und Raumgruppen

Das Studium der Symmetriegruppen (Transformationsgruppen)
beginnt etwa in der gleichen Zeit wie die mathematische Theorie
der Gruppen. Im Jahre 1830 bestimmte J.F.C. Hessel die 32 Kristall~
klassen im dreidimensionalen euklidischen Raume. Die Bedeutung sei-
ner Arbeit wurde allerdings erst einige Zelt sp&ter erkannt im
Zusammenhang mit der Entdeckung der Raumgruppen. 1850 leitete
A. Bravais in seiner grindlichen Monographie [1] die vierzehn
nach ihm benannten Typen von symmetrischen dreidimensionalen
Gittern ab. Die Aufstellung der Raumgruppen beginnt mit C. Jordan
im Jahre 1867, welcher 174 Typen von Bewegungsgruppen aufzihlte,
inklusive kristallographische und nichtdiskrete Gruppen.

Die kristallographischen Raumgruppen sind diejenigen diskre-
ten Gruppen von euklidischen Bewegungen, die eine dreidimensionale
Gittergruppe als Normalteiler besitzen., Dabei unterscheidet man
Gruppen, die nur gleichsinnige Transformationen enthalten von
solchen, die auch ungleichsinnige enthalten. Erstere wurden von
L. Sohncke 1876 im Anschluss an C. Jordan vollstindig bestimmt.
Das Werk von E. von Fedorow, A. Schoenflies und W. Barlow befasste
sich mit den letzteren Gruppen.

A. Schoenflies (1853 - 1928) leitet 1886 zunichst auf mehr
gruppentheoretische Art noch einmal die 65 von L. Sohncke gefun-
denen gleichsinnigen Bewegungsgruppen ab. Die Erweiterung der
Betrachtung auf Gruppen, die auch ungleichsinnige Bewegungen ent-
halten (insbescndere Ebenenspiegelungen), vollzog Schoenflies
1889 aufgrund eines Hinweises von Felix Klein (1849 - 1925).

Er gelangte dabei zun&chst sguf die falsche Anzahl von 227. Erst
in seinem Hauptwerk "Kristallsysteme und Kristallstruktur!
(Leipzig 1891) beschreibt er die richtige Anzahl von 23C Raum-
gruppen.

E. von Fedorow (185% — 1919) schrieb seine Werke zur Theorie

der Kristallstruktur als Bergwerksdirektor im Ural. Seine Abhand-



lungen sind ausserordentlich umfangreich. Auf dem gesamten Gebiet
der Kristallographie hat er Bedeutendes geleistet. Seine unabhingig
von Schoenflies gewonnene Ableitung der 230 Raumgruppen gelang ihm
im Jahre 1890, alsc kurz vor Schoenflies., Ihm gebihrt die zeitliche
Priorit&dt, wenn auch beide systematisch durchaus verschiedene und
unabhidngige Wege gegangen sind (vgl. Burckhardt [2]).

W. Barlow (1845 — 193%4) gibt 1894 eine selbstindige Ableitung
der Raumgruppen, indem er ebenfalls von L. Sohncke ausgeht und die
Spiegelungen an Punkt und Ebene hinzuzieht.

"Bei der Aufstellung der Raumgruppen war zunichst die wichtigste
Frage nicht dieJenige nach ihrer genauen Anzashl. Das zentrale Prob-
lem lag in der kristallographischen Frage nach den Strukturprin-
zipien der Materie und insbesondere darin, ob die durch Erweiterung
der Betrachtung von L. Schncke erhaltenen Formen kristallographische
Bedeutung haben. Dieses Problem haben unabhéngilg voneinander
A. Schoenflies und E. von Fedorow gestellt und durch die explizite
Aufgtellung der Raumgruppen mathematisch geltst. Die nachtrédgliche
Mitarbeit von W. Barlow bestidtigte die Vollstdndigkeit der Auf-
zahlung. " (Burckhardt [2], S. 244)

Waren die kristallographischen Gruppen in zwei und drei Dimen-
sionen einmal bestimmt, so war es natirlich, die entsprechenden Grup-
pen in htheren Dimensionen abzuleiten. In seinem berUhmten Vortrag
am internationalen Mathematikerkongress in Paris (1900) formulierte
D. Hilbert als achtzehntes seiner insgesamt 23 Probleme die Frage,
ob es in Jeder Dimension nur endlich viele Klassen von Raumgruppen
gibt. ¥ine positive Antwort gab L. Bieberbach wenig spiter. Er
zeigte 1910, dass es flir jede Dimension nur endlich viele Iso-
morphieklassen von Raumgruppen gibt (Bieberbach [1]). In seinem
Beweis ordnete er Jeder solchen Iscmorphieklasse eine Konjugations-—
klasse von endlichen Gruppen von unimodularern Matrizen in der
vollen Gruppe der unimodularen (nyn)-Matrizen, die gewthnlich mit
GL{(n,Z) bezeichnet wird, zu. Er konnte dann ein Theorem von
C. Jordan und H. Minkowaki Uber die Endlichkeit der Anzahl Kon-

Jugationsklassen von unimodularen Matrizen in GL(n,Z) beniitzen.
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G. Frobenius bemerkte wenig spdter, dass vom kristallographischen
Standpunkt aus die geometrische, d.h. affine Aequivalenz eine
natirlichere Beziehung zwischen den Raumgruppen ist als die
Isomorphie im gruppentheortischen Sinne., Im Jahre 1911 bewies er
Hilberts Vermutung unter Verwendung der geometrischen Aecguivalenz
(Frobenius [1]). Endlich zeigte Bieberbach 1912, dass die Raum-
gruppen genau dann geometrisch (affin) Hguivalent sind, wenn sie
isomorph sind als abstrakte Gruppen (Bieberbach [2]).

Die nun folgende Entwicklung in die neuere Zeit hinein bedient
sich immer mehr arithmetischer und algebraischer Methoden. Ins-
besondere stehen z.B, bei J.J. Burckhardt [1] die arithmetischen
Untersuchungen im Anschluss an Minkowski im Vordergrund. Spater
versuchte man Algorithmen zur konkreten Berechnung kristallogra-
phischer Gruppen in n Dimensionen zu konstruieren. Eilne vollstan-
dige (mit dem Computer berechnete) Liste der kristallographischen
Gruppen in vier Dimensionen ist eines der neuesten Resultate
(Brown et al. [1]). Fur hohere Dimensionen ist man noch nicht so

welt.

Literatur: Brown et al. [1]
Burckhardt [2]
Liebisch [1], [2]



1 Gruppentheorie

Das ganze erste Kapitel stitzt sich im wegentlichen auf eine
von B, Eckmann gehaltene Einfilhrungsvorlesung in die Algebra im

Sommersemester 1978 an der ETH Zirich.

1.1 Transformationsgruppen
1.1.1 Grundlegende Begriffe

Innerhalb der Gruppentheorie sind die Transformationsgruppen
(Symmetriegruppen) am engsten mit der Geometrie verwandt. Sie
gehorten in der Anfangszeit der Gruppentheorie zu den am intensiv-
sten untersuchten Gebieten. Wir stellen einige Definitionen und
Sdtze zusammen, die wir spater brauchen werden.

Definition Eine T rans formation oder Sy mm e-
trie f einer beliebigen Menge M ist eine bijektive
Selbstabbildung von M:

f: M— M.
Ist M eine endliche Menge, so spricht man auch von
Permutationen.
Die Menge aller Transformationen einer Menge M bezeichnet man mit
T(M). Auf ihr ist durch die Zusammensetzung der Funktionen eine

natiirliche Verknlipfungsvorschrift definiert:

(g-f)(x) = g(f(x))

Offenbar bildet T(M) zusammen mit dieser Verkniipfungsvorschrift
eine Gruppe, dievo lleTransformatilionsgruppe
oder volle symmetrische Gruppe T{(M)
von M.
Untergruppen von T(M) heissen T rans formation s-

gruppen oder Symmetriegruppen von M,
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Wir wollen im ganzen rein gruppentheoretischen Tell dieser
Arbeit (Kapitel 1) das Verkniipfungszeichen "o" unterdriicken. Es

wird dabei keinen Anlass zu Unbestimmtheiten geben.

Definition Sei U eine nichtleere Untermenge (Teilmenge) von M.
Eine Transformation £ von M ldsst U g 1l o b al
invariant, wenn £(U) = U.
Eine Transformation f von M 18sst U punk twelse

invariant, werm f(u) = u flir alle ueU.

Die geometrisch relevanten Gruppen sind meistens Untergruppen
der vellen Transformationsgruppe. Folglich ist es sinnvoll, den
Invarianzbegriff insbesondere mit den genannten Gruppen in Verbin-

dung zu bringen.

Satz 1.1 Sei G eine Untergruppe der vollen Transformationsgruppe
T(H) einer Menge M und sei U eine nichtleere Teilmenge
von M (Figur 1.1). Dann bilden sédmtliche Transforma-
tionen fe G , die U global bzw. punktweise invariant

lassen, eine Untergruppe R von G .

Beweis: Das Neutralelement L von G gehdrt sicher zur Menge der

Transformationen, die U global bzw. punktwelse invariant lassen.

Figur 1.1

Wir hetrachten zundchst den globalen Fall: Ist f e W eine solche
Transformation, d.h. f(U) = U, so gilt wegen der Bijektivitat von
£ auch £7H(U) = U, also £ te H. Tst £(U) = U und g(U) = U, so gilt
auch f g(U) = U. Ganz analog beweist sich der Fall der punktweisen



_6 -

Invarianz: Gilt f(u) = u fir alle uelU, dann ist offenbar auch
ful(u) = 1 fir alle ue U, und mit g(u) = u fir alle ue U ist auch
fg(u) = u fir alle ue U,

Beim Studium der Symmetrien einer Menge M, oder genauer,
der Transformationsgruppen dieser Menge M, wird man geeignete
Homomorphil smen oder Isomorphismen konstruieren missen, um Produkte
von Symmetrien (Transformationen) irgendwie rechnerisch verfolgen
zu kinnen. Die algebraische Methode hierzu ist die Darstellungs-

theorie.

Definition Eine Dar s tellung einer Gruppe G ist ein
Homomorphismus 6 von G in eine Gruppe H
Die Darstellung heigst t r e u, wenn & bijektiv, d.h.

ein Gruppen-Isomorphismus ist.
Wir werden zwel Darstellungen in unseren Untersuchungen herbeiziehen:

Transformationsgsdarstellung:

Homomorphismus
9. (G — T(M)

f

(gl———& (f

Jedem Element xe @ wird durch © eine Transformation @(%) = ﬂﬁder

Menge M in sich selbst zugeordnet:

£ M -—M

¢
Man sagt " &G operiert in M",

A

Matrixdarstellung:

Homomorphismus

0: G — GL(n,X),

-

wobel £ = Z, R cder €. Die natlirliche Zahl n heisst der G r a d
der Darstellung

Die Darstellung einer Gruppe &G durch einen mdglichst niedri-
gen Gred erlaubt es, die Struktur vorn G zundchst grob zu iiber-
schauen. Daran anschliessend kann man denn zu immer feineren
Darstellungen iibergehen, bis hin zur isomorphen Darstellung (treue

Darstellung).
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1.1.2 Transformationsdarstellung einer Gruppe

Wir betrachten den Homomorphismus

0 J G — T(M)
[ % »r— f(?
und bezeichnen mit P, Q, R, ... die Elemente der Menge M. © ist

ein Homomorphismus, alsc gilt mit @((g) = fc‘g und 6(w) = f,

f(s—i = (f(__o))
f. = L

&

wobei ¢ das Neutralelement von &G bedeutet.

Definition Sei Pe M fest. Alle Bilder f(g(P) mit ¢ G bilden eine
Menge, die &G - Bahn von P. Wir bezeichnen sie mit
G (P). Offenbar ist

G@®) = i1, s G }
Definition Die Menge saller Transformationen f‘j" , die beziiglich
einem Punkt Pe¢ M identisch cperieren, nennt man den
Stabilisator von P beziiglich G und

bezeichnet ihn mit HP:

Hy = {alle ge G mit f(P) = P i,

Behauptung: H P ist eine Untergruppe von G .
Beweis: Das Neutralelement eeG gehdrt sicher zu HP, dern f¢ = 1;
ebenso ist mit ¢ e Hp auch §'e Hp, denn fe- = (f%)_l und (f%)_l(P)
P.- Ist ¢,v e Hy, so folgt fyy(P) = fLSfW(P) = (fq(fq,(P)) = ftg(P)
P, also g e HD'

Man kasnn die Untergruppen H p von G zu einer Einteilung von

i

(3 in Restklassen modulo HP heranziehen. Dabei gilt (Figur 1.2):

5" liegt in derselben Restklasse wie
(= @ e (gHP
<=y gggeHP
(=y f iy (P) = T tf (ﬁg(P) =P
<=>(f@)_1f W (P) =P
(=3 (P) = £4(P) = @
<:>f(3. und ng ordnen P denselben Punkt Q@ zu.



Figur 1.2

Wir haben bewiesen:

Satz 1.2 Die Anzahl der Elemente der Bahn von P bezliglich Q
ist gleich der Anzahl der Restklassen von &
modulo Fip.

Die Bahnen in der Menge M sind wohlbestimmte disjunkte Objekte:

M kann in Bahnen zerlegt werden., Um dies zu zeigen, definieren wir

zundachst eine zwelstellige Relation auf den Punkten von M und zeigen

dann, dass diles eine Aeqpivalenzrelation ist.

Definition OlAJQZ D= Ql und Q2 liegen auf derselben Bahn
bezliglich einer Gruppe G.

Es gilt nun nacheinander:

Q;~Q, = ex. PeMund s,v¢G mit fo(P) = Qund £(P) = 0,
2

= ex. je G mit fX(Ql) = Q,, wobel 71 =y

= ex. (SJ%’(G mit fgnyS—i(Ql) = f\\v(g“i(Ql)

-4

Damit l8sst sich nun sofort eingehen, dass die oben eingefiihrte
Relation "~ " auf den Punkten von M eine Aecguivalenzrelation ist:

Reflexivitdt: Is ex. e G mit f; =1, d.h fE(Ql) = Qy, also Gy~Q;.
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-4
Symmetrie : Ist fl(Ql) = Q, mit ye G, so ist auch 71 & und
-4
f.l.i(Qz) = f, (Qz) = 0.
Transitivitidt: Sei fl(Ql) = Q, und £, (QZ) = Q5 mit 7,X'¢ G, dann
ist auch X7 e G und f,4(Q)) = £,£,(0) = O5.

Figur 1.3

Durch "~ " wird nun die Menge M in Aequivalenzklassen, oder mit
anderen Worten, in disjunkte Bahnen zerlegt (Figur 1.3).
Transformationen einer Menge M sind bijektive Selbstabbil-
dungen dieser Menge. Dabei wird im allgemeinen iber die Struktur
von M keine Voraussetzung gemacht. Es 1st nun naheliegend, der
Menge M eine Gruppenstruktur aufzuprégen. Die dadurch entstehen-
den neuen Beziehungen wollen wir im nfchsten Abschnitt unter-

suchen.

1.1.3 Transformationen einer Gruppe

Wir betrachten nun einen Sonderfall der Ueberlegungen des
vorigen Abschnitts. Sei G eine Gruppe. Wir studierern homomorphe
Beziehungen der Elemente von G zur Gruppe ihrer Transformationen,
d.h. wir setzen M = G. Also:
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G —T(G6)
Homomorphismus ©
g P—?f% =0 (g)

G —G
Transformation ﬂ;
Yo £ ()

Es geien zwel Beispiele solcher Homomorphismen vorgestellt:

Linkstranslationen:

Linkstranslationen sind Permutationen der Zeilen der Gruppentafel.

Sie sind definiert durch:

1.

N

fg(Y> 1= f%(w) = gy  flir alle ye@G.
f% ist eine Transformation von G, d.h. ist bijektiv.
Beweis: Injektivitdt: [ (y) = [g(¢) = sy=9y = v=y'.
Surjektivitdt: Sei ye G, Setze & = g*y, dann ist
f(0) = s 1 =17
K% ist selbst kein Homomorphismus, denn
Lelww) = Qyy' £ Gy gy’ = [ (4) L4,
Die Abbildung
(G — T(G)
8'1 g L
ist tatsdchlich ein Homomorphismus, denn
e(%cﬁl) = /(Q_QLg’
und
Lo () = 65"y =g Lg(y) = ('%,( K%‘(q)))
also
ng(gi = K%«(%i.

Der Kern von © besteht aus sllen ¢ < G, die auf die Identitdt

von T(G} abgebildet werden:
Kern® = {&e G ; [ (¢) = fUr slle YeG Jj

nun gilt aber {%(W) =@y , also muss &% =Y fir alle weG
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sein. Daraus folgt ¢ =¢ und damit Kern @ =jt¢j . Da G /{32 G ist,

folgt mit dem Isomorphiesatz

6(G) = G
Satz 1.3 Jede Gruppe ist isomorph zur Gruppe ihrer Linkstrans-
lationen.

Analog 1ldsst sich zeigen, dass Jjede Gruppe verkehrt isomorph ist zur

Gruppe ihrer Rechtstranslationen, die definiert sind durch

f%(w) 1= rg(y) =W fir alle  ¢@G.

Innere Automorphilsmen
Definition Sind g und y Elemente einer Gruppe G , so heisst das
Produkt gy« die Kon Jugierte oder

Transformierte von y bei .

Die Abbildung

G +—>G
i%: B
Y 8 v Qg
die Jedem Element ¥ ¢ &G die Konjugierte bei & zuordnet, heisst
innerer Automorphdismus der Gruppe G . Zur
Rechtfertigung dieser Bezelchnung miissen wir zeigen, dass i%
eine Transformation von G und ein Homomorphismus von G in sich

selbst ist.

1. i ist eine Transformation von G.

&

Beweis: Injektivitét : i@(v) = i%(wﬂ =) gtyg“:z %qu‘i=> @ o=,
Surjektivitat: Sei 7] ¢G. Wir setzen Y = g”z_ , dann ist
10g) = @ (g778) 5=

2. iy ist ein Selbsthomomorphismus (Automorphismus) von G , denn

igluwn) =8 (wy )8 = (gt (ag*) = 1g(y)ig (o)

Die Abbildung

(3]

G — T(G)
o 9 —e(g) = i%

ist ein Homomorphismus. Denn
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C: by = s
Eley) = 1gy
und
. , . i -1 VNPT SN ,
Tae () = Sy (ge)™™ = «luy 99y = 1(1,000).
L. 7ur Anwendung des Isomorphiesatzes miissen wir den Kern von O

berechnen:
Kern © = {fgeG ; i%(w) =4 fir alle we G }.

Mit 1,(y) = ¢y muss also fir ein Element des Kerns von ©
gelten:

g&ya§* = fir alle we G,
Der Kern besteht demzufclge aus allen geG , die mit jedem
Gruppenelement kommutieren. Diese Menge nennt man das Zentrum Z

‘der Gruppe; Z 1st selbst eine Gruppe und insbesondere ein Normal-

teiler. Mit dem Isomorphiesatz folgt:

Satz 1.4 Die Gruppe der inneren Automorphismen ist isomeorph zur

Faktorgruppe von G modulo dem Zentrum.

Ist insbesondere G Abelsch, so ist Z =G und damit G /Z = {&},
d.h. die Gruppe der inneren Automorphismen besteht bel Abelschen
Gruppen nur aus der Identitdt. Alle Automorphismen einer Gruppe,
die keine inneren Automorphismen sind, nemnt man & u s s e r e
Automorphismen,

Die Menge aller Automorphismen einer Gruppe G ist offenbar
eine Untergruppe der Gruppe aller Transformationen T(G) von G
Men nennt sie die Automorphismengruppe von G

und bezeichnet sie mit A(G).

Satz 1.5 Die Menge aller inneren Automorphismen J(G) ist ein

Neormalteiler der Automorphilsmengruppe AG) von G

Beweis: Die Identitdt in A(G) gehért such zu J(G), denn L: @ > &

-

ist ein innerer Automorphismus: ii(g) = £ge& =%, Zu i, existiert
)

(i%) = igimit
N P -1
(1%) 11g = 18(1@) =1,

wenr

~
o
>
=
I
o

g o«
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Endlich ist mit i, und iy auch igily = 1¢¢ in J(G). Es bleibt zu
zeigen, dass J(G) ein Normalteiler in A(G) ist. Sei f ein Auto-
morphismus von G und i@ ein innerer Automorphismus.Wir wollen
zeigen, dass die Konjugierte von i(_JS bei f wieder ein innerer

Automorphismus ist, d.h. es gilt
.-l . " 3
fi f (¢) = 1X(W) fiir alle yeG und ein f ¢ G.

Die 1inke Seite wird zu

flgr (Wg ) = £(g)y g

£(g) y £7(x)

It

if(‘g) (@)
was fur | = f(g) identisch ist mit der rechten Seite.

Die inneren Automorphismen sind Transformationen einer Menge G
in sich selbkst. Wir wollen nun den Begriff der Bzahn anwenden

und die entsprechenden Konsequenzen darstellen.

[JGY](y) Bahn von ¢e G beziiglich der Gruppe J(G)

= { alle Bilder is,(ay) = oyg !t mit ge@G i,

Wie wir wissen, kann auf der Menge Gmit Hilfe der Transformationen

(hier: irmere Automorphismen von G)

G —> G
i% :

Y Qg

eine Aeguivalenzrelation eingefithrt werden durch

Y o~ ¢ & yund G'auf derselben Bahn

(= ex. e @ mit i%(W) = ' = %iV‘fbi

{=> %9ist die Konjugierte von ¥ bei ¢ oder kurz:

¢ ist konjugiert zu ¥.

Dadurch erhalten wir eine Einteilung von § in Klassen konjugierter
Elemente. Eine Bahn beziiglich der Gruppe der inneren Automcrphilsmen
besteht also aus lauter zueinander konjugierten Elementen der
Gruppe G und die fnzahl der (disjunkten) Bahnen ist gleich der

Anzahl der Aequivalenzklassen konjugierter Elemente in G .
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Der Stabilisator
Hy, = {gel6); syy'=y |
heisst im Falle der inneren Automorphismen der N orma l i s a-
tor Nq,‘ . Wie wir im Abschnitt 1.2 bewiesen haben (Satz 1.2),
entsprechen die Punkte der 3(G) - Bahn von ¢eG (d.h. die zu we G
konjugierten Elemente) bijektiv den Restklassen von J(G) modulo
dem Normalisator Ny :
Satz 1.6 Die Anzahl der zu ye G konjugierten Elemente ist gleich
der Anzahl Restklassen von 3(G) modulo dem Normalisator Ny.
Ist die Ordnung der Gruppe J(6) endlich, so folgt mit dem
Satz von Lagrange der
Satz 1.7 Die Anzahl der zu we G konjugierten Elemente ist
gleich |U(G)|:|Nw

Jede Bahn berziiglich der Gruppe der Transformationen einer
Menge ist global invariant unter diesen Trensformationen. Also
bilden auch die inneren Automorphismen einer Gruppe G die
J{(G) -~ Bahnen auf sich selbst ab, d.h. die Klassen konjugierter
Elemente in G sind je glcbal invariant unter den inneren

Automorphismen.

1.1.4 Konjugierte Elemente und konjugierte Untergruppen

Sei @ eine Transformationsgruppe der Menge M mit den Elementen
P, @, ..., d.h. eine Untergruppe der vollen symmetrischen Gruppe T(H).
Die Elemente von G bezeichnen wir wieder mit @y Yyens

Satz 1.8 1. Eine Transfermation 4 bewirkt P+ Q genau dann, wenn

die Transformation %(y«g'i

g (P) > g(a)

bewirkt.
2. Ist UcM punktweise invariant bei 4 , so ist g (U)

punktweise invariant bei 4y g i,
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Beweis: 1. Die Konjugierte von & bei g, Gyg 5 sendet ¢ (P) nach
S ¢ (P). Nun ist aber gy (P) = g(@) genau dann, wenn & (P) = Q.

2. Insbesondere ist w(P) = P genau dann, wenn cgqig'i(g(P)): Q¢ (P) =
= QE(P).

Dz der innere Automorphismus

{ G — G

i,

R

ein Homomorphismus ist, ist z.B. die KonJugierte von & X beli & das
Produkt der Konjugierten 4 und X bei ¢ , und die Konjugierte des

Inversen ist das Inverse des KonJugierten. Dies lasst sich allerdings

auch direkt durch Nachrechnen beweigsen.

Satz 1.9 Sei @ ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe H.
Der Homomorphismus © erhi&lt die KonJjugation, d.h.ist 7
die Konjugierte von & bei & , ¥ = @9 ¥ *, so ist 8 (x)
die Kongjugierte von 8 () bei ©(¢), also

8 (x) = 8(g)e(w)el(gt) = o(g)e(4)e (g).
Der Bewels ist unmittelbar klar, denn ein Homomorphismus erh&lt
neben dem Produkt auch das Neutralelement und das Inverse.
Bekanntlich l&sst sich eine Gruppe G in Aequivalenzklassen
bezliglich einer Untergruppe H einteilen. Man nennt dies die
Restklasse von G modulo H . Eine Linksrestklasse ist z.B. gege-

hen durch
sH=1{ 9y 3 geG , wehHl.

Ist die Linksrestklasseneinteilung gleich der Rechtyrestklassenein-
teilung, so heisst H ein Normalteiler. Die bekannte Definition

lautet:

Definition Eine Untergruppe H von G heisst ein N o rma 1-
teiler in G, wenn @ H = Hg fir alle ge &

Die Normalteiler lassen sich mit Hilfe von inneren Automorphismen
eindeutig charakterisieren. Um dies zu zeigen, halten wir zunichst
als unmittelbare Verallgemeinerung der Konjugation die folgende

Definition fest:
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Definition Die Untergruppen H und H' heissen kon jugiert

in G , wenn ein e G existiert, sodass
. -4 !
ig(H) = gHG = H.
Folgerung Konjugierte Untergruppen sind isomorph.

Offenbar ist ig(l-l) = H flir alle g« GG gensu dann, wenn
G H Cﬁ_iz H, d.h. CgH = Hg fir alle ‘556‘ . Also:

Satz 1.10 Die gegeniliber allen inneren Automorphismen invarianten

Untergruppen sind genau die Normalteiler.

Normalteiler heissen deshalb auch i n v ar iante Untergruppen.
Eine weitere eindeutige Charakterisierung der Normalteiler liefert

der folgende
H

Satz 1.11 Eine Untergruppe /ist genau dann Normalteiler, wenn sie
zu Jedem Element we M auch alle konjugierten Elemente

g4 gt mit ge G enthilt.

Beweis: Ist H Normalteiler, so gilt CSH%-‘E H fur alle «eQ.
Ist Yeld , so ist also auch fgutug"le H . Sei umgekehrt ¢ \-—lg‘irf_ -
fiir alle g ¢ G . Dies gilt insbesondere flir g% , also g'Hg c H
d.h. HegHg® und demzufolge H = g Mg *.

In naheliegender Verallgemeinerung des Begriffs des Normal-
teilers als invariante Untergruppe bei allen innerer Automorphismen

definieren wir:

Definition Sei G eine Gruppe und X eine Teilmenge von G.
X heisst normal oder invariant in G,
wenn X bei jedem inneren Autcmorphismus von &G global
invariant bleibt.
X heisst charakteristisch in G , wenn
X durch jeden Automorphismus von (G global invariant
bleibt.
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1.2 Produkte von Untergruppen

Sei G eine Gruppe. und W, K zwei Untergruppen von G.
Definition Die Menge
HK = {yxX 5 yeH, 1k

heisst P r o duk t der Untergruppen H, K mit
H, KcG.

Definition & ist direktes Produkt der Untergruppen

H, K mit H, K< G, wenn

1. G Produkt ist von H, K : G = HK.
2. HOK = {¢&}
H, K sind Normalteiler in Q.

ul

Man kann zeigen (vgl. etwa v.d. Waerden [1]), dass G genau dann
direktes Produkt der Untergruppen M,K ist, wenn jedes @ € G
eindeutig darstellbar ist als § = ¢ X mit Ye H und e K , wobeil
die Elemente der Produkte ¥ sich kommutativ verhalten: ¢y = 3y.

Definition Die Gruppe G ist semidirektes Produkt

der Untergruppen H, N mit H, Nc G, wenn

1. G Produkt ist von H,N : G = HN.
2. Hn N = §¢}
3. N ist Normalteiler in G .

Satz 1.12 Das Produkt zweier Untergruppen H, K von G ist

genau dann eine Gruppe, wenn HK=KH.

Beweis: Ist X eine Teilmenge von G, dann sei mit X_l die Menge

{ ;(hl HEE S X} bezeichnet. Ist ¥ nicht leer, so ist X genau dann
1

Untergruppe von & . Dann ist KH = K*IH”

umgekehrt HK = KH. Dann ist

X. Sel nun HK eine
Lo - mg. sei

eine Untergruppe, wenn XX = X und X

(HK) (HK) = H(KH)X = HHKK = HK

und

1.~1

(HK)”l = K~"H ~ = KH = HK.

Also ist HKeine Gruppe.
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Satz 1.13 Sei H eine Untergruppe und N ein Normalteiler in G.
Dann ist HN = NI.

Beweis: Fir Jedes we H gilt ¢ N = Ny, Durch Vereinigung iber alle

ye H erhdlt man HN = NH. Nach dem vormngehenden Satz ist HWN eine

Untergruppe von G.

Sei N ein beliebiger Normalteiler von G und

G — G/N

a s
Y ¢N

die kanonische (homomorphe) Projektion von G suf G /N , wobei

Kern® = N. Sei weiter H eine beliebige Untergruppe von G

und KIH die Einschrénkung von % auf H. Offenbar ist

Kern ﬁlH = HNN

Bild 7|y = HN/N.

Da T ein surjektiver Homomorphismus ist, ist

3\(|H : H — HN/N

ein surjektiver Homomorphismus. Dadurch sind aber die Voraussetzungen

des TIsomorphiesatzes gegeben, und wir erhalten aus dem Diagramm

Ty

HN/N

b

e

H
| |
l 7 bizektiv
H/HnN
die Igomorphie

HN/N 2 H/HON.

Schematisch lésst sich dies etwa so darstellen (vgl. ndchste Seite):
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S

N

N

G/n

HN/N
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2 Isometrien und Ahnlichkeiten

Eine abstrakte Gruppe G (Isomorphieklsse von Gruppen) lisst
verschiedene konkrete Realisierungen, Modelle genannt, zu. Soll @
ein bestimmtes Modell zugeordnet werden, milssen erstens die Gruppen-
elemente von G mit Elementen des Modells und zweitens die Ver-
kniipfung in G mit einer (zu definierenden) Verkniupfung der Modell~
elemente identifiziert werden.

Der Bereich, aus welchem unser Mocdell stammt, stand von vorne-
herein fest: die Geometrie. Das Modell selbst besteht nun aus der
Menge aller Transformationen des euklidischen Raumes EB. Die Ele~
mente des Modells sind also Transformationen und die Verknlpfung
wird mit der Zusammensetzung von Abbildungen identifiziert., Die
Elemente des Modells (Transformationen) wirken nun ihrerseits auf
Objekte (Teilmengen) des euklidischen Raumes EB. Im Rahmen unserer
Bezeichnungen vom Abgchnnitt 1.1.2 ist B2 - M und TCHM) = T(EY),
und unser Medell kann als Transformationsdarstellung der (abstrakten)
Gruppe aller Transformationen des E3 betrachtet werden. Der Zusammen-—
hang zwischen einer abstrakten Gruppe und einem Modell derselben ist
immer ein Homomorphismus, glnstigstenfalls ein Isomorphismus. Die in
diesem Kapitel verwendete symbolische Notation beruht wesentlich

auf diesem Homomorphismus.

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften von Isometrien

und Aehnlichkeiten

Wir studieren die beiden wichtigsten mit dem euklidischen
Raum E3 verbundenen Gruppen, die euklidische Gruppe B und die
Aehnlichkeitsgruppe S (similarity group). Debei werden wir an
vielen Stellen auf die Ausfihrung der Beweise verzichten, um schneller

zu unserem Ziel, den kristallographischen Gruppen, zu kommen.
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Ein fundamentaler Begriff des euklidischen Raumes (den wir
uns z.B. durch das Axiomensystem von Hilbert definiert denken) ist
der Distanz-Begriff. Es gibt nun zwel unmittelbar an diesen anknip-
fende Symmetrien: solche, die eine Strecke in eine zu ihr kongruente
abbilden, und solche, die Paare von kongruenten Strecken auf Paare
von kongruenten Strecken abbilden.
Definition Eine Transformation «& des euklidischen Raumes E3 heisst
eilne A ehnldichkedldit, wenn fUr alle Punkte
P, Q, R, S in o |PQ | = (RS| genau dann, wenn
e (®)e(a)] =lg(R)g(s)] .

BEine Aehnlichkeit ist also eine Transformation von E

5, die gleiche

Distanzen erhidlt.

Definition Eine Transformation & des euklidischen Raumes heisst
eilne I s ome tr ie, wenn « Distanzen erhilt, d.h. wenn

lPQ| = J(P)g(@)]  fiir alle P und O aus E°.

Anstatt von Isometrien spricht man auch von Bewegungen oder
Kongruenztransformationen.

Die Gruppe S aller Aehnlichkeiten, sowie die Gruppe E aller
Isometrien sind offenbar Untergruppen der vollen Transformationsgruppe
TC(E?) des euklidischen Raumes. Die Isometriegruppe E ist eine
Untergruppe von S

Man kann,ausgehend von obiger Definition, zeigen, dass Aehnlich-
keiten ebenentreu und geradentreu sind, sowie Parallelitdt und
Orthogonalitét erhalten (vgl. Yale [1]. S. 46ff.). Zudem sind sie

Uberhaupt winkelireu.

Satz 2.1 Eine Transformation ¢ des euklidischen Raumes E5 ist gensu
dann eine Aehnlichkeit, wenn eine positive Zashl 4 € R
existiert, sodass fir alle Punkte P,Q 1in E3 gilt:
lg(P)e(Q)t = <1iPQl

;

Die Zahl % heisst der S tre« kungsfaktor von &.
Der Beweils 1st etwas aufwendig und gibt geometrisch wenig her, wir
wollen ihn deshalb ibergehen (siehe Yale [1], S. 48f.). Ebenso ohne

Beweis zitieren wir Satz 2.2 aus Yale [1], S. 50. Seine Begriindung
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bedient sich, innerhaldb des dort gegebenen Aufbaus der Aehnlichkeits-
gruppe, analytischen Methoden (Kontraktionssatz in vollsténdigen

metrischen Riumen).

catz 2.2 Ist « elne Aehnlichkeit, aber keine Isometrie, so hat &3

genau enen Fixpunkt.

Satz 2.3 Ist &€ eine Aehnlichkelt mit mehr als einem Fixpunkt, so

ist @ eine Tsometrie.

Bewelis: Die Distanz zwischen den Fixpunkten wird durch @ nicht ge-
gndert. Seien P, Q zwel Fixpunkte und R, S zwel beliebige weitere
Punkte mit |PGI = IRSI . Wegen Satz 2.1 ist lg(R)«(8)! = «[RS]
Andererseits gilt: |PQI = |RSI <= [« (P)g(@)l =l¢(R)«(s)] und mit
Pal=fg(P)g(a)t  wird lg(R)g(s)l = [Pal-lRsl ,d.h. & =1 und

ist eine Isometrie.

2.2 Involutionen (Spiegelungen) in der Aehnlichkeitsgruppe S

Eine Involution ist ein Element der Ordnung zwel in einer Gruppe,
d.h. ein LElement, das gleich seinem Inversen, aber nicht gleich der
Tdentitdt ist. Die Spiegelung o, an einer Ebene o , die Splegelung f3g
an einer Geraden g (Halbdrehung um g) und die Spiegelung (?P an elnem
Punkt P {Inversion an P) sind offenbar Involutionen in E . Es

gilt sogar der

Satz 2.4 Die einzigen Involutionen in $ sind die Spiegelungen an

Ebenen und Geraden und die Inversionen.

Beweis: Sei & eine Involution in § . Die Streckungsfaktoren von ®
und « ! sind reziprok und wegen o= g auch gleich, Also ist «

in B . Ist P irgendein Punkt, dann vertauscht ¢« die Punkte P

und %(P). Also lé@sst & entweder P oder den Mittelpunkt der Strecke
[P,«(P)] fest. & hat also mindestens einen Fixpunkt. Je nachdem (g
einen, zwei oder drei Fixpunkte in allgemeiner Lage hat, ist & eine

Inversion, eine Geraden- oder eine Ebenenspiegelung.
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Wir betrachten nun innere Automorphismen der Aehnlichkeitsgruppe:

Satz 2.5
rum P, c@g

Spilegelung an der Ebene A

l. iCS(BIP) = (gc GPG
2. 1g(s,) =
5' l%‘(c{d\) =

Sel & eine Aehnlichkeit,

( 5—
ges, ot die

g o 0 q* die

P die Inversion mit dem Zent-

die Spiegelung mit der Achse g und 5, die

Dann ist

! die Tnversion mit Zentrum «(P),

Spiegelung mit der Achse g(g),

ICOR

Spiegelung an der Ebene

Bewelis: Nach Satz 1.8 sind die Fixpunktsmengen wvon i%(GP), i%(eg)

und i%(ﬁi) die Mengen «(P),

9(g) und @ («). Da i, ein Automorphis-

mus von & ist, sind i.(S.), ie(s ) und ie(s,) Involutionen in S
K\ P @ g AN

Je
Geraden—

und folglich wegen Satz 2.4,

ner Lage, Inversionen,

Satz 2.6 Keine nichttriviale

Inversion, noch mit

Also ist das Zentrum sowohl von S wie von E

nach der Anzahl Fixpunkte in allgemei-

bzw. Ebenensplegelungen.

Aehnlichkeit kommutiert mit Jeder
jeder Geraden- bzw. Ebenenspiegelung.
gleich {1}

Bewels: Fine Aehnlichkeit, die mit Jeder Inversion GSP vertauscht,
o1 . . S _ _«1_
erfillt die Beziehung S % = g5, , d.h. S p = 8°%p S ,

also ist &(P) =

P fiir alle P (Satz 2.5). Daraus folgt « = 1. Wenn

mit allen Geradenspiegelungen {oder Ebenenspiegelungen) kommutiert,

so muss ¢« Jede Gerade (jede Ebene) invariant lassen und folglich ist

auch hier Jeder Punkt Fixpunkt.

Literatur: Yale [1].

Wir stellen hier

Erzeugung der Isometriegruppe E

Die Isometriegruppe E

Erzeugung der Isometriegruppe durch Spiegelungen

elnige lEngst bekannte Tatsachen Uber die

durch Ebenenspiegelungen zusammen.

ist L-spiegelig iber dem Erzeugendensystem

der Ebenenspiegelungen. Darasus ergibt sich die folgende Klassifikation

der Isometrien:
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Isometrietyp:
Klasse der l-splegeligen
Isometrien Ebenenspilegelung
Klasse der Z2-splegeligen
Isometrien Translation oder Drehung
Klasse der 3-spiegeligen
Isometrien Gleitsplegelung oder Drehspiegelung
Klasse der 4-gpiegeligen
Isometrien Schraubung
Satz 2.7 Fine gleichsinnige Isometrie ist entweder eine Translation,

eine Drehung oder eine Schraubung. Eine ungleichsinnige
Isometrie ist entweder eine Ebenenspiegelung, eine Gleit-

spiegelung oder eine Drehspiegelung.
Unmittelbar aus obiger Klassifikation folgt auch der

Satz 2.8 Eine Isometrie mit mindestens einem Fixpunkt ist entweder

eine Drehung oder eine Drehspiegelung.

Die Kristallographen ersetzen meist die Drehspiegelungen durch
Drehinversionen., Wir wollen nun zeigen, dass Jjeder Drehspiegelung
umkehrbar eindeutig eine Drehinversion entspricht. Sei & eine Drehung
mit dem gerichteten Winkel Eg und der Achse g. Wir betrachten zu-
s&tzlich eine Ebene A senkrecht zu g, die mit g den Punkt P gemein-
sam hat (Figur 2.1). Setzen wir die Drehung & um die Achse g zusammen
mit einer Splegelung < ¢ an der Achse g, so 1st das Resultat wieder

eine Drehung um g:

%’ o (:) = g
wobel ¢ eine Drehung mit dem Winkel W + g mit demselben Drehsinn
wWie § ist. Daraus folgt nun, dass die Drehspiegelung Gdoé dqui-

valent zu einer Drehinversion S,-) 1ist, denn es gilt

S — o ci'- - © %
Gdﬁ 9 =G P Gg ¢ =g < -

Ein etwas anderer, mehr formaler Beweis ergibt sich, wenn die

Inversion an P als Produkt von drei Ebenenspiegelungen G, 5@,(3¥
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geschrieben wird. Dabel mlissen die Ebenen «, p ., ¥ pasrweise senkrecht
aufeinander stehen. Die Faktoren &, G, ¢, sind in diesem Falle beliebig

vertauschbar. Sei nun

= 9 s o = ey e
GP—OAO\)D GY (:;\&o o SN
Gg=\\ﬂv<3¥
¢ o= (Sr ° By,
wobei die Ebenen y und ¢ einen Winkel von ?- einschliessen sollen.
Damit gilt
(S'&q o e S’AQSYQ (S‘i = Gd\ocwﬂ‘)@%w)n@ye{i: ((5:16 EQGG}C}O GQO(\"E
= G
P9
wenn @ = G,+4, gesetzt wird. Die Fbenen & und ¢t schliegsen
- v

o . .
offernbar einen Winkel von % + % ein und bestimmen folglich eine

Drehung um 5 + &

Literatur: Coxeter [2], Jeger [2]}, Yale [1].
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2.4 Geometrische Bedeutung der Konjugation in $

Im Abschnitt 2.2 haben wir mit Satz 2.5 gezeigt, dass die
Konjugierten einer Inversion, einer Geraden- oder Ebenensplegelung
beil einer Aehnlichkeit wiederum Inversionen, Geraden- bzw. Ebenen-
spiegelungen sind. Wir verallgemeinern nun dieses Resultat und zeigen,
dass der Typ einer Isometrie lberhaupt bei der Konjugation in S

erhalten bleibt.

Satz 2.9 Sei 7{ eine Isometrie und <« eine Aehnlichkeit mit dem

Streckungsfaktor o .

1. Ist % eine Schraubung mit der Achse g, so ist
ig(y) = gox - ! ebenfalls eine Schraubung. Dariiber-
hinaus ist «@(g) die Achse ven i%([), der Winkel von
ig(l) ist derselbe wie derjenige von 7 und die Ver-
schiebung von i%({) ist < - mal die Verschiebung von 7

Ist 3 ein Drehinversion mit dem Zentrum P und der

N

Achse g, dann ist i%(l) = G v%J'eine Drehinversion
mit demselben Drehwinkel um die Achse &(g) und dem

Zentrum &(P).

3. Ist A eine GléitsPiegelung entlang der Geraden g mit
der Spiegelebene o , dann ist ig(%) = g-4-% ! eine

Gleitspiegelung entlang « (g) mit der Spiegelebene g («).

Beweis: 1. Die Schraubung 7 kann in vier Ebenenspiegelungen zerlegt
werden, sodass z.B. A =F,9,-S,.5, = (5, .9, )o(<56n<3¢ ), d.ho Y
ist die Zusammensetzung einer Drehung G,. sy mit einer Translation
§, 8y (Figur 2.2). Die Abbildung 1(5(7() ist ein innerer Auto-
morphismus von § . Alsoc ist

1(5(7(‘) = j—(s(%é}"i%(‘gy)°j-L3(5";)"icg(G.;,)-
Beil einer Aehnlichkeit bleibt die Orthogonalitédt erhalten, ebenso
ist nattirlich &(g) die Schnittgerade von & (4) und & (}). Daraus
folgt, dass i.(4) eine Schraubung ist entlang «(g). De Aehnlichkeiten

winkeltreu sind und der Abstand von ¢ (y) zu « (&) & - mal dem



Pigur 2.2

Abstand von y zu o ist, ist der Drehwinkel von ig(l) gleich dem
Drehwinkel von X und die Verschiebung ist & - mal die Verschiebung
von X .

2. Die Drehinversion kann in zwei Ebenenspiegelungen und eine Inver-—

sion zerlegt werden, sodass z.B. T o= S P°Gﬁ°<5* (FPigur 2.3).

Weiter fclgt
» 5 1,00 =iglsp)eigley) e igls,),
Offenbar ist «(g) wieder die

Schnittgerade von ¢(4) und g (p),
ebenso liegt «(P) auf %(g).
i,(¥) ist also eine Drehinversion
mit der Achse & (g) und dem Zent-
rum & (P)., Da Aehnlichkeiten
winkeltreu sind, hkat ig(l) den~
——— selben Drehwinkel wie 2%

/\

Figur 2.3



- 28 -

3. Eine Gleitspiegelung entlang der Geraden g kann zerlegt werden in

dreil Ebenensplegelungen, socdass z.B. | = Sy=6,-6y (Figur 2.4).

£lso 1et

Figur 2.4

100 = 1 (s +iy(sy) »igls,).

Parallelitdt und Crthogonalitdt bleiben bel Aehnlichkeiten erhalten.
Folglich ist i.(y) eine Gleitspiegelung entlang der Geraden «(g)

mit der Spiegelebene &(y). Die Verschiebung bei i,(X) ist das

4 - fache der Verschiebung bei #

Indem wir das oben erhaltene Resultat auch auf ausgeartete

Schraubungen anwerniden, erhalten wir die fdgenden interessanten Eigen-

schaften von Drehungen und Translationen:

Satz 2.10

Ist 7 eine Drehung mit dem Winkel <« , s0 besteht die
Klasse der zu ) konjugierten Elemente in § (oder E )
aus a 1 1 e n Drehungen um den Winkel oL .

Tst v eine Translation mit Vektor ¢ £ 0, so besteht die
Klasse der zu T konjugierten Elemente in E aus allen
Translationen um die Linge t und in S aus a1l 1 en

nichttrivialen Translationen.

Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes ist die Tatsache, dass die

Gruppe T

aller Translationen ein Normalteiler in S ist. Denn die

Konjugierter T -« *einer Translation sind wiederum Translationen.

Literatur: Yale [1].
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2.5 Homomorphismen in S . Punktgruppen.

Der Kern jedes Homomorphismus' ist ein Normalteiler., Im
wesentlichen sind die méglichen Typen von Homomorphismen in §
festgelegt durch die vorhandenen Normalteiler in 3 oder E
Wir wollen hier aber nicht alle Homomorphismen von $ oder E bestim-
men (vgl. dazu Yale [1], S. 76ff.), sondern einen besonderen heraus—
greifen, der eng mit der mathematischen Kristallograhie zusammen-
héngt.

Der Homomorphismus, den wir im Auge haben, kann intuitiv als
eine Cperation beschrieben werden, die die trarslativen Bestandteile
eilner Aehnlichkeit unterdrickt. Prédzis ausgedrickt lautet unsere

Behauptung:
Satz 2.11 Seil ein Punkt P vorgegeben.

1. Jede Aehnlichkeit « kann eindeutig in die Form 7T - S p
zerlegt werden, wobel “p eine Aehnlichkeit, die P als
Fixpunkt hat, und 7T eine Translation ist.

2. Die Abbildung ©: Qrs p ist ein Homomorphismus von )
nach SE” die Gruppe aller Aehnlichkeiten, die P

festlassen: S, = { ©eS; g(P) =P }.

3. Der Kern des Homomorphismus' © ist T , die Gruppe

aller Translationen.
4. Der Homomorhismus © : G <, 1st surjektiv.

Beweis: 1. Es sei ein Punkt P und eine Behnlichkeit @ gegeben. T  sel
die Translation, die P nach (P) bringt. Dann ist T'io% = & p eine

Aehnlichkeit mit dem Fixpunkt P und & = T « Q;P ist eine Faktori-

. . o - .
gierung vom gewlnschten Typ, Ist & = 7T « & P ebenfalls eine
Faktorisierung von diesem Typ, dann sind ©* und t' beides Translationen,

die P nach Cg‘(P) schicken, d.h. T =7 . Mit Q= Te &y =T o4y
Tolgt « p = %po also ist die Faktorisierung auch eindeutig.

2. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung & @G ein Homomorphis-
mus von S nach S’P ist, d.h., dass (%°W)P>: Cpe Y p 8ilt.

Selen & =T - & p und Y = T, °Yp die Faktorisierungen der
Aehdichkeiten ( und (' . Dann gilt:
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Cgo (1,’ = (_S a’t‘i(. K.l’P

- L ’
G Ty’ © 9 Yp

(eve-g) et Gpe gp

I

= (qet, o8 et ) lgp o Ypl (*)

Dabei ist aber g Pt Yp eine Aehnlichkeit mit dem Fixpunkt P und, da
T ein Normalteiler in S ist, ist (ge7,- &' )eT  als Produkt
zweler Translationen wiederum eine Translation. Also ist (*) eine
Faktorisierung von - der gewlnschten Form. Da diese Faktorisierung
eindeutig ist, ist (%ow)P = BpeYp und die Abbildung © @ & =8
ist ein Homomorphismus.
3. Der Kern besteht aus allen Elementen < in S |, die auf die
Tdentitdt in & abgebildet werden. Aus der eindeutig bestimmten
Faktorisierung €« = U o & p und g p = 1 folgt damn @ =71 . Also
besteht der Kern nur aus Translationen.
L, Ist g ein Element von S p» So existiert fir Jedes ve T ein
% 1= T . xp, sodass ©(g) = & ps» d.h. die Abbildung 0 ist
surjektiv.

Beschrinken wir unseren Homomorphismus © auf eine Untergruppe &
von S , dann kann es vorkommen, dass das Bild von G unter 9,
fir jeden beliebigen Punkt P,keine Untergruppe von G ist. Mit
anderen Worten, die méglichen Untergruppen von G haben keinen
Fixpunkt (invarianten Punkt). So ist z.B. das Bild einer durch eine
Schraubung mit dem Winkel % und der Schublénge 1 erzeugten Gruppe
G eine zyklische Gruppe der Ordnung 6, wihrend die einzigen nicht-
trividen Untergruppen von G zyklisch von unendlicher Ordnung sind.
(Man beachte: die Drehung um % und die Translation um 1 sind
ke ine FElemente von G!)

Der folgende Satz, ein Korollar von Satz 2.11, beschreibt prézis
die vorliegende Situation. Offenbar handelt es sich um einen zentralen
Satz innerhalb der mathematischen Kristallographie (vgl. Abschnitt

5.1 und 7.1).



Satz 2.12

Bewelis: 1. Die Faktorisierung einer Aehnlichkeit «& in €]

1.
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Ist G eine Untergruppe von & und P ein Punkt, dann

hat der auf G beschrinkte Homomorphismus @ : Gr>Qp

den Kern G NnT und bildet (& auf eine Gruppe

G [P], die sogenannte Punktgruppe von Q

bezliglich P, ab.

2. Die verschiedenen Punktgruppen von G sind alle

kKonjugliert in S , also isomorph.

5. Die Gruppe G mit Gy = {geG ;4(P) =P} ist

eine Untergruppe von G[P] und es ist GP = G[P]
genau dann, wenn die G - Bahn von P gleich der
(G n T )~ Bahn von P ist.

kenn nur Translationen T in G enthalten, also ist der Kern des
Homomorphismus' @ gleich G NT . Jedes (gP in GP ist Bild ehnes
@ =gy
G [P] und somit ist Gp,<s G[Pl ¢ S,

2. Sei v die Translation, die P nach Q bringt, ~<(P) = Q, und G

mit v in G n T, also ist GP eine Untergruppe von

eine Untergruppe von S . Der innere Automorphismus

o

S — S

Qr—s Tow e 4

bildet G [P] auf G[Q] ab. Beweis: Sei « in G[P], d.h. g =

dann ist

[i (9 ](Q) = T« « - Q)

= v 5 (P)

= v (P)

= Q
und damit i_(g) in  G[@]. Andererseits existiert fir jedes Y in
G [Q] ein w = Ttoy ev , sodass Wo= T ey crh o= iy(%").
Also gilt T+ G[P]:-7t ' = G[Q] und alle Punktgruppen sind kon-

Jugiert in & (oder sogar in B , wenn G = E ), folglich isomorph.

a(’g'—‘T"CSP,

$po
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3. Die G - Bahn von P sei gleich der (G nT)- Bahn von P. Nach
Definition ist: G- Bahn von P = | & (P) ; seG}{ = G(P).
Nun 1l8sst sich aber nach Voraussetzung jeder Punkt g(P) auf G (P)
auch durch eine Translation erreichen, d.h. die Translation
T : P+ «(P) liegt in G . Folglich ist Q= T« g in Gy
alsc Q[P]c G p Die umgekehrte Inklusion haben wir unter 1,
bewiesen; also ist G [P] = GP
Ist umgekehrt GI[P] = Gy, und ist g in G , so impliziert
& = Te g p dass Qp in G und folglich liegt T = Qe %ﬁi
in G AT . Also ist wegen «(P) = 7.« p (P) = 7 (P) der Punkt « (P)
in der (GaT)- Bahn von P fiir jedes g in G , d.h. die G - Bahn
von P ist enthalten in der (Ga7¥)- Bahn von P: G(P) ¢ (G nT)(P)
Die Irklusion (G nT)(P) ¢ G(P) ist trivial,also ist die &G - Bahn
gleich der (GnT)- Bahn von P.
Damit ist Satz 2.12 vollsténdig bewiesen.

Sémtliche Punktgruppen G[P], P beliebig, einer Untergruppe G
von S sind isomorph; dies gilt aber i.a. nicht fiir die Gruppen
Gb mit G, ={4e¢G; «(P) =P} , die einen beliebigen Punkt P
invariant lassen. Denn, sofern @ nicht zu viele Elemente besitzt,
lésst sich oft ein Punkt G finden, sodass G ={1} (vgl. das cben
angeflihrte Beispiel mit der Schraubung). Man sagt, ein solcher Punkt
habe allgemeine Lage bezliglich G . Deshalb kann aus
GP = G[P] fiir e i n e n bestimmten Punkt P nicht geschlossen werden,
dass dies auch fUr alle Ubrigen Punkte gilt.

Die Aussage 1. des Satzes 2.12 l&sst sich unter Verwendung des
(surjektiven) Homomorphismus!' ©: ® > @, und des Isomorphiesatzes

schreiben als
G/ GAT = G[r].

Mit Setz 2.12 haben wir ein entscheldendes Resultat erhalten: Jede
Untergruppe & von S , die keine Translationen enthdalt, ist eine
Punktgruppe. Denn in diesem Falle hat der Homomorphismus G Eg\-?('gp
die Identitdt als Normalteliler und folglich ist die Faktcrgruppe

von (3 nach diesem Normalteiler iscmorph zu Gruppe G
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Viel mehr lésst sich an dieser Stelle iber die Untergruppen
von S nicht sagen. Um trotzdem zu einer Uebersicht zu gelangen,
miissen wir unseren Gesichtspunkit einengen. In diesem Sinne werden
wir im n8chsten Kapitel damit beginnen, d 1 s k r e t e Unter-
gruppen von E zu betrachten. Auf kontinuierliche Gruppen konnen

wir in dieser Arbeit nicht n8her eingehen.

Literatur: Yale [1].

Anmerkungen:

- Die im Abschnitt 2.5 herausgearbeitete Unterscheidung von "Symmet-
riegruppen mit Fixpunkt", d.h. Untergruppen G p von G<cS und
den "Punktgruppen" G [P] 1lisst sich etwa so noch prézisieren

3

(Gubler [1]): Punktgruppen operieren auf dem Vektorraum V- und

die Symmetriegruppen mit Fixpunkt auf dem affinen Raum AE.

- Im Abschnitt 2.4 haben wir gezeigt, dass die Konjugation in S
gleichbedeutend ist mit der geometrischen Aehnlichkeitsfquivalenz.
Das Herausfiltern aller Translationskomponenten einer Gruppe G
beim Ueberg_ang zur Punktgruppe G [P] bewirkt, dass die
Aehnlichkeitsdguivalenz fiir Punktgruppen gleichbedeutend ist mit
der isometrischen Aequivalenz., Fir Punk tgruppen gilt
also:

konJjugiert in S
=¥
ghnlichkeits-8quivalent
{=>
isometrisch-8quivalent
(="

konjugiert in E
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3 Diskrete und endliche Gruppen
von lIsometrien

3.1 Charakterisierungen diskreter Gruppen von Isometrien

Definition Fine Gruppe Q von Isometrien nennen wir genau
danm d i1 s kr e t, wenn flir

Jjeden Punkt P und Jjede beschriankte Menge Uc:E5 die

Menge U nur endlich viele Punkte der G - Bahn von P

enthdlt. Mit anderen Worten: UN &G (P) ist eine end-

liche Menge.

Man nennt eine Teilmenge U des euklidischen Raumes beschriénkt, wenn
sie in eine Kugel mit endlichem Radius eingeschlossen werden kann.
Unendliche beschrankte Mengen von Punkten im euklidischen Raum
haben mindestens einen Haufungspunkt.

Zur geneuen Prézisierung des Begriffs der diskreten Gruppe
zitieren wir chne Beweis einige Sitze aus Yale [1], S.87f. . Sie
kldren insbesondere die Beziehung von "diskret" zu "abz&hlbar'",

"endlich" bzw. "voneinander entfernt”,
Satz 3.1 Jede diskrete Untergruppe von E 1ist abz&dhlbar.

Die Umkehrung ist falsch, denn z.B. ist die Gruppe aller Translationen
Iangi . .

rationaler Léngé\éiner festen Geraden abzahlbar, aber nicht diskret.

Denn raticnale Punkte einer Geraden sind abzdhlbar und bilden eine

dichte Teilmenge von R.

Satz 3.2 Tst @ eine diskrete Gruppe von Isometrien und P ein Punkt,
darn ist @ p mit Gy = 1 5¢G, «(P) = P ] eine endliche
Untergruppe von (5

In einer diskreten Cruppe konnen alsc nur endlich viele Elemente

einen Punkt festlassen (Reweis von Satz %.2: siehe Satz 3.6).

Satz 3.3 Sei G eine Gruppe von Isometrien. G ist gensu damn
eine diskrete Gruppe, wenn fir Jede G - Bahn ein ¢ % 0
existiert, so dass Je zwel Punkte in dieser (3 — Bahn

mindestens um & T[inheiten voneinander entfernt liegen.
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Satz 3.4 Ist (3 eine Gruppe von Isometrien, dann ist & genau
dann diskret, wenn keine ( - Bahn einen Hiufungspunkt
hat.

Im nichsten Abschnitt werden wir das Verh&ltnis der diskreten Gruppew
von Isometrien zu denjenigen diskreten Isometriegruppen, die einen
Punkt invariant lassen, noch genauer abklaren. Es wird sich heraus-
stellen, dass diese Isometriegruppen notwendig endlich sind. Als
welteres Resultet erhalten wir s&mtliche endlichen Bewegungsgruppen des
euklidischen Raumes, die einen Punkt festlassen, die sogenannten
{endlichen) Punktgruppen.

Wie wir im Abschnitt 2.5 festgestellt haben, sind die Unter-
gruppen von S , die keine Translationen enthalten, genau die Punkt-—
gruppen. Im allgemeinen Fall haben Untergruppen von S einen von der
Identitdt verschiedenen Translations-~Normalteiler. Beschrinken wir
uns auf diskrete Untergruppen von S , so muss notwendig auch der
genannte Normalteiler diskret sein. Mit diskreten Translationsgruppen
werden wir uns im Kapitel 4 beschidftigen. Sie heissen Gittergruppen.
Die mit den Gittergruppen vertrédglichen Punktgruppen sind die
kristallographischen Punktgruppen, die wir im Kapitel 5 ableiten
werden. Die mit den Gittergruppen vertridglichen diskreten Unter-
gruppen der Gruppe der Isometrien des euklidischen Raumes sind die
kristallographischen Raumgruppen. Wir werden darauf im Kapitel 7,

insbesondere Abschnitt 7.1, zurlickkommen.

Literatur: Yale [1].

3.2 Endliche Gruppen von Isometrien

3.2.1 Charakterisierung endlicher Gruppen von Isometrien

Un alle méglichen Symmetriegruppen des euklidischen Raumes
zu finden, wire es notwendig, alle Untergruppen der euklidischen
Gruppe E zu klassifizieren. Dies ist ein schwieriges Problem!
Wir werden auch nicht versuchen, alle diskreten Symmetriegruppen
~15

von E7 aufzuzéhlen, sondern zundchst das immer noch genlgend
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komplizierte Problem behandeln, alle endlichen Gruppen von Iscmetrien
zu konstruieren. Ganz offenbar kénnen solche Gruppen keine nicht-
trivialen Translationen, Schraubungen oder Gleitsplegelungen enthalten,
denn diese Transformationen filhren nicht auf endliche Untergruppen

von E .

Nehmen wir einen mehr physikalisch bzw. kristallographisch
motivierten Ausgangspunkt, sc fragen wir nach den diskreten Symmetrie-~
gruppen von Objekten beschrinkter Grosse ("endliche Objekte"), d.h.
von Teilmengen des EB, die sich in eine genigend grosse Kugel mit
endlichem Radius einschliessen lassen. Nichttriviale Translationen,
Schraubungen und Gleitspiegelungen kommen als Elemente der gesuchten
Gruppen wiederum nicht in Betracht, denn diese Transformationen
wlirden das ObJjekt aus Jjeder noch so grossen Kugel "wegabbilden'.

Es bleiben als erlaubte Transformationen bloss die Ebenenspliegelungen,
Drehungen und Drehinversionen Ubrig. Daraus folgt, dass Jede Symmetrie
eines endlichen Objekts mindestens einen Fixpunkt hat. Dies wollen
wir nun exakt bewelisen. Wir zelgen aber gleich noch etwas mehr, niam-
lich, dass das Problem, alle diskreten Symmetriegruppen eines end-
lichen Objekts zu klasgssifizieren, &Hquivalent ist mit der Aufgabe, alle

endlichen Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes aufzuzéhlen.

Satz 3.5 Sei U eine nichtleere Teilmenge von E3 mit endlicher
Ausdehnung und sei (3 eine diskrete Symmetriegruppe von
U. Dann gibt es mindestens einen Punkt P, der bel allen

Symmetrien fest bleibt.

Bewels: Da die Menge Uc:Ii'.3 beschrénkt ist, kann sie in eine Kugel Kr
eingeschlossen werden. Sei der Punkt Qe U. Wir betrachten die &G - Bahn
von Q, d.h., die Menge { € (Q); @we G . Alle Punkte dieser G - Bahn
liegen in U, also in Kr' Da (g diskret ist, hat die Bahn von Q nur
endlich viele Punkte. SeiR irgendein Element der (§ - Bahn von Q

und  y e G, dann liegt v (R) auf derselben Bahn. Denn zu R existiert
ein ge G mit ¢ (@) =R, also mit & :=4.¢ ist «(Q) = WY(R)

auf der Bahn von Q. Diese wird also durch alle Symmetrien aus Q

auf sich selbst abgebildet. Sei P der Schwerpunkt der Bahn von Q.

Da die Elemente der (G - Bahn von G durch die Operationen aus @

nur permutiert werden, ist P ein Fixpunkt bel allen %6(3.
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Folgerung Die Elemente einer endlichen Untergruppe von E haben

einen gemeinsamen Fixpunkt.

Satz 3.6 Sei G eine diskrete Untergruppe von E , deren Elemente
einen gemeinsamen Fixpunkt haben. Dann ist & eine end-
Be:&‘ﬂ\«euo{
liche Untergruppe der Gruppe au: Spilegelungen, Drehungen

und Drehinversionen.

Beweig: Seien P, P?, P_ und P4 vier nichtkoplanare Punkte, die in

einer Kugel Kr mit dem gentrum in P liegen. Da die Abstédnde der Punkte
PjL bei den Isometrien aus G fest bleiben, liegen die Bahnen Q&G (Pi)
alle in Kr" Da G diskret ist, gibt es nur endlich viele Punkte auf
diesen ( - Behnen. Nun ist aber jede Tsometrie e G eindeutig be-
stimmt durch vier sich entsprechende Punktepaszre, z.B. die Pi und die
g (Pi), i=1, 2, 3, 4. Es gibt aber nur endlich viele Anordnungen
der Cg(Pi), also ist G eine endliche Gruppe. Da nur Spiegelungen,
Drehungen und Drehinversionen mindestens einen Fixpunkt haben, ist
Satz 3.6 bewiesen.

Folglich ist Jede diskrete Symmetriegruppe (die wir hier still-
schweigend als Untergruppe von E aufgefasst haben) eines
endlichen ObJjekts immer eine endliche Gruppe aus Ebenenspiegelungen,
Drehungen und Drehinversionen.

Umgekehrt ist zunichst jede endliche Untergruppe von B eine
Untergruppe bestehend aus Ebenenspiegelungen, Drehunger und Dreh-
inversionen. Nun besteht aber jede &G -~ Bahn eines beliebigen Punktes
beziiglich einer endlichen Gruppe G von Isometrien nur aus endlich
vielen Punkten, ist alsc eine endliche Menge und folglich sicher be-
schrinkt. Damit ist aber die weiter oben behauptete Aequivalenz der
diskreten Isometriegruppen eines endlichen Kdérpers mit den endlichen

Untergruppen von E  bewiesen.

Literatur: Miller [1], Yale [1].



- 38 -
3.2.2 Klassifizierung endlicher Gruppen von Isomtrien

Die endlichen Untergruppen von E nach Isomorphieklassen
einzuteilen, wére nicht besonders interessant. Dabel stlinde die
algebraische Struktur dieser Gruppen im Vordergrund, und ihr Verh&lt-
nis zur Geometrie wlrde im Dunkeln bleiben. Die Klassifikation, die
wir hier vorstellen, ist eine Finteilung der endlichen Isometrie-

gruppen 1in Klassen konjugierter Untergruppen in der Aehnlichkeits—
gruppe S .

Definition Die Untergruppen G und H von E nennen wir & q u i -
valent (genauer: Zhnlichkeitsidquivalent) gensau

dann, wenn sie konjugierte Untergruppen in S sind.

Wie wir wissen (Abschnitt 1.1.4) sind konJjugierte Untergruppen immer
isomorph. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.

Das Problem der Aufz&hlung aller endlichen Gruppen von Isometrien
ist im wesentlichen geldst, wenn wir die endlichen Gruppen der gleich-
sinnigen Isometrien gefunden haben. Denn ist I die Inversion an einem

Punkt P, so gilt der

Satz 3.7 Ist G eine endliche Gruppe von Isometrien, die alle den
Punkt P festlassen, und igt G+ die Gruppe aller gleich-
sinnigen Isometrien in (G , denn gilt genau einer der

folgenden drei F&lle:

1. G = G*

2. G =G U Ger.
D.h. G ist direktes Produkt der Untergruppen {1,I1]%
und G¥: G = G+°{]]_,I}

G #£G" und 1¢G.

Hier ist G¥ mit G - G u @ T ; ge G, 9¢ G

eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien, die isomorph
ist zu G , und G¥ enthilt G¥ als Untergruppe vom

W

Index 2.

Beweig: Fall 1. tritt genau dann ein, wenn G keine ungleichsinnigen
Isometrien enthilt. Enthdlt aber 3 ungleichsinnige Iscometrien, so

tritt entweder der 2. oder der 3. Fall ein, Jje nachdem, ob die Inver-
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sion I zu G gehdrt oder nicht. Also schliessen sich alle diese Falle
aus und erschopfen zugleich die vorhandenen Moglichkeiten.

Im 3., Fall 1ldsst sich eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien
konstruieren, die zu G isomorph ist. Um dies zu zeigen, betrachten
wir den Homomorphismus A : G — §-1, 1§, der jedem we G , Je

nach dem ob « gleichsinnig oder ungleichsinnig ist , die Zahl +1 oder
-1 zuweist. Der Kern von A 1st offenbar gleich (5+ . Nach dem Iso~
morphiesatz ist §{ -1, 1} = G/G'; die Restklasseneinteilung von G
modulo G* besteht also aus genau zwel Klassen, die Je die gleiche
Anzahl FElemente enthalten. D.h. es gibt genau so viele Elemente %E(Q
mit §¢(5+ wie es Elemente in G¥ hat. Nun betrachten wir die Menge
el ©weG g éﬁfg. Sie besteht nur aus gleichsinnigen Isometrien,
d.h. aus Drehungen. Da I nicht zu Gt gehort, ist der Durchschnitt

von G mit dieser Menge sicher leer. Andererseits enthilt sie genau

so viele Elemente wie G . Folglich enthalt
*

G =G ulgeT; we G, 89 G* ]

genau so viele Elemente wie G. Da ¢ und I beide ungleichsinnig sind,
ist ihr Produkt sicher gleichsinnig, also 1ist G* eine Menge gleich-
sinniger Isometrien. Zum Nachweis der Isomorphie G = G* betrach-
ten wir eine Abbildung ©: G H%'G*, die auf G' identisch wirkt und
einem g ¢ G" ein eI e G" zuordnet. Sie ist sicher bijektiv;
welter ist sie homomorph, da I mit allen Gruppenelementen

kommutiert. Denn beschreiben wir die Elemente von G* mit ¢ » (1)°,

wobei € = O fir 3 e G+ und ¢ = 1 sonst, Dann ist
3 &,
(e (T)™)e (g (D))
.t 8,
o g 0 (1)

© ()€ (g)

& ((510(51)’

alsc muss unsere Abbildung ein Homomcrphismus sein.

Satz 3.7 sagt uns, wie wir alle endlichen Gruppen von Isometrien
auffinden konnen. Dazu miissen wir zuerst ali%vgﬁéighsinnigen Iso-
metrien bestimmen, dann die direkten Produkte dieser Gruppen mit

der durch die Inversgion I erzeugten Gruppe bilden und zuletzt die-
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Jenigen gleichsinnigen Gruppen von Isometrien aufsuchen, die einen
Normalteiler vom Index 2 enthalten. In den folgenden beiden Abschnit-

ten wollen wir dieses Vorgehen bis in die Details hinein verfolgen.

Literatur: Yale [1].

3.2.5 Endliche Gruppen gleichsinniger Isometrien.

Endliche Drehgruppen.

Eine endliche Gruppe G von gleichsinnigen Isometrien hat
sicher einen Fixpunkt, d.h. es gibt einen Punkt P, der bel allen
Operationen von & festbleibt. Da es sich bei &G um eine Isomeirie—
gruppe handelt, bleibt bd diesen Operationen auch jede Sphire Sr(P)
mit dem Zentrum in P global invariant. Wir konnen folglich Jjede end-
liche Gruppe von Isometrien als Transformationen einer solchen

Sphire auffassen.

Definition Sei G eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien, die
alle den Punkt P festlassen und sei Sr(P) eine Sphire
mit Zentrum P. Einen Punkt Q auf Sr(P) nennen wir einen
P o1l , wenn es eine nichttriviale Drehung in G gibt,

die Q festlisst.

Jede von der Identitit verschiedene Drehung aus G 1lasst gensu zwel
Punkte fest, nédmlich die Pole, in denen die Drehachse die Sphare
schneidet. Ein Pol heisst p-zdhlig, pw» 2, wenn er zu einer Drehung
der Periode p gehdrt. Die p Drehungen um Q um die verschiedenen -
Vielfachen von 2%/p sind diejenigen Drehungen aué?)die ¢ festlassen.
Jede andere Drehung azus G filhrt Q in einen gleichwertigen Pol Q!
Uber, der ebenfalls p-z&Zhlig ist. Denn ist ye Q die Drehung um 27/p
mit dem Pol Q und ist we &G, mit «(Q) = Q', so ist die Transfor-
mierte o4 o’ von § bei § ebenfalls eine Drehung um 2¥%/p mit
dem Pol «(Q) (Satz 2.10). Somit zerfallen alle Pole in Klassen
gleichzédhliger Pole. Alle Pole derselben Klasse haben diesselbe

Periode p.



- 41 -

Wir gehen nun iiber zu einer genaueren Betrachtung der G - Bahnen
der Pole einer Sphare Sr(P)' Nach den vorangegangenen Ueberlegungen
ist klar, dass die Operationen von & die Pole innerhalb der Bahnen
permutieren, sodass die Menge der Pole in verschiedene & - Bahnen
unterteilt wird (dies entspricht den Klassen konjugierter Elemente
von G  Dbeziiglich den inneren Automorphismen von & ). Es treten
allerdings nur Zerlegungen in zweil oder drei Klassen auf, wie wir
nun zeigen wollen.

Satz 3.8 Ist G eine nichttriviale, endliche Gruppe von gleich-
sinnigen Igsometrien, die alle den Punkt P festlassen, und
ist Sr<P) eine Sphiére mit dem Zentrum in P, so ist die
Zahl der @& - Bahnen der Pole auf S.(P) entweder 2 oder 3.

Bewels: Aus Jeder & - Bahn von Polen auf Sr(P) sei genau ein Pol

ausgewéhlt. Die so entstehende Menge der Pole seil Ql’ QZ’ oo Qy.
Wir haben zu zeligen: k = 2 oder k = 3. Dazu betrachten wir den

(o 5 3 . 3 —_ < ~ . - _— .. {
Stabilisator des Punktes Q,: HQi = §4eG; q(ui) = Qig ; er besteht

aus allen Jenen Isometrien, die den Pol Qi fest lassen. Demzufolge
ist a; = IHQilE,Z. Sei b, P= I(;(Qi)l , by» 1, die Anzahl der Punkte
(d.h. Pole) auf der i-ten Bahn und n = 1G| . Dann ist aibi = n fur
i=1,2, 3, ... , k. Denn die Anzahl der Punkte auf einer Bahn
entspricht bijektiv den Restklassen von G modulo dem Stabilisator
(Satz 1.2). Jede dieser Restklassen enthilt aber gleichviele Elemente
und ist zugleich elementfremd mit den Ubrigen; also musg die Anzahl
der LElemente von HQ' mal die Anzehl der Punkte einer Bahn gleich der
Gruppenordnung seint

Nun ist a; = IHQI fir Jjeden beliebigen Pol Q auf der i-ten Bahn.

Die Anzehl der nichttrivialen Isometrien von G , die mindestens einen
Punkt der i-ten Bahn festlassen, ist folglich bi(ai - 1), wobei bi
wieder die Anzahl der Punkte (Pole) auf der Bahn i bezeichnet.
Summieren wir Uber alle Bahnen, so wird

k k
Z blay-1)= ¥ (n-b)

T i1
die Anzahl der nichttrivialen Isometrien, die mindestens einen Pol

invariant lassen; dabei zdhlen wir Jede Isometrie genau einmal fir
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Jeden Pol, den sie festlésst. Jedes nichttriviale Element wvon G
ist aber eine Drehung, die genau zwei Pole festlésst, also muss
k

2n-1) = £ (n-b) (1)
i=1

sein., Dividieren wir Gleichung (1) durch n und verwenden n = a;by,

so erhalten wir

k
z-§= y (1{:)_ (2)
i=1 i

Da G nichttrivial ist, muss [(Gl=n»2 sein, also ist

2 -
le2-% <2, ()
Welter ist 3y ¥ 2 und folglich
%<1*l<1 fir i=1, 2, ..., k. (L)
a.
1
Summieren wir (4) iiber k und verwenden (2), so wird daraus
k 2
= ¢ - =
2 - 2 n ¢ K (5)

Fir n » 2 ist diese Ungleichung nur sinnvoll fir k=2 oder k = 3.
Denn fir k = 1 versagt die rechte Seite und fir k 3 4 die linke Seite

von (5) (vgl. auch Gleichung (3%)).

Satz 3.9 Ist G eine Gruppe der Ordnung n, n > 1, die nur aus
gleichsinnigen Isometrien bestenht, welche die Sphére
Sr(P> global invariant lassen, und gibt es nur zwei
G - Bahnen von Polen auf Sr(P)’ d.h. k¥ = 2, dann ist G
zyklisch, und wird erzeugt durch Drehungen um den Winkel
2%/n. Folglich ist G & C,.

Beweis: Seil Qi, a. und bi’ i =1, 2, wie im Bewels von Satz 3%.8.

Dann wird (1) zu bl + b2 = 2. Da b1 und b2 ganze Zahlen » 1 sind,
enthdlt Jjede der beiden Bahnen genau einen Pol. Offenbar missen diese
beiden indquivelenten Pole auf einem Durchmesser von ST(P) liegen,
und folglich besteht &G nur aus Drehungen um diesen Durchmesser. Sei

R irgendein Punkt auf Sr(P) der nicht mit einem der Pole zusammen-—
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f311t. Die &G - Bahn von R besteht
nur aus endlich vielen Punkten, und
liegt auf einem Kleinkreis k senk-
recht zu Drehachse {(Figur 3.1).
Sel Rl der am nichsten beiR liegende
° Punkt auf der &G - Bahn von R und
sei g ¢ G mit g(R) = Ry. Istp
die Ordnung von ¢ , dann bestimmen
R, «(R), «(R), ..., o« (B
p kongruente Abschnitte auf k. Ist
andererseits ye G und ist w # gq
fir alle ge N, so muss w{(R) in
einem dieser Abschnitte liegen, sagen
wir zwischen «'(R) und " (R).

Dann ist aber %4'30Lr€ G und

Figur 3.1 .
©*4s & (R) ein Punkt zwischen R und
Rl’ im Widerspruch zu unserer Wahl wvon
Rl. Also ist G ¢ i4L,%, Q" - 13?-43.

Die umgekehrte Inklusion ist trivial, somit wird G von & erzeugt
und es ist p = n. Nach Konstruktiocn von « ist der Drehwinkel gleich
2%/n.

Wir kommen nun zum Fall mit dre) verschiedenen G - Bahnen von
Polen auf Sr(P)’ Es treten hier die gleichsinnigen isometrischen
Symmetriegruppen der regulidren Polyeder auf. Da der Wirfel und das
Oktaeder, sowie das Pentagon - Dodekaeder und der Ikosaeder duale
Kérper sind, d.h. der eine aus dem anderen gewonnen werden kann, indem
die Zentren der Flachen als Ecken verwendet werden, sind ihre Dreh-

gruppen offenbar Zquivalent.

Satz 3.1C Ist G eine Gruppe der Ordnung n mit n > 1, die ganz aus

globel invariant lassen, und gibt es drei verschiedene
G - Rahnen von Polen auf ST(P), dann ist G genau

dquivalent zu einer der folgenden Gruppen:

1. Diedergruppe Dq‘
D _ wird erzeugt durch zwei Halbdrehungen, deren Achsen
sich unter einem Winkel von T/q, q = 2, 3, 4, ...
treffen.
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N}

Tetraedergruppe V.
T besteht aus den gleichsinnigen isometrischen

Symmetrien des Tetraeders.

3. Oktaedergruppe O (oder Wirfelgruppe).
¢ besteht aus den gleichsinnigen isometrischen

Symmetrien des Oktaeders oder Wirfels.

4. Tkosaedergruppe ¥ (oder Dodekaedergruppe).
Y besteht aus den gleichsinnigen isometrischen

Symmetrien des Ikosaeders oder Dodekaeders.

Beweisg: Auf Jeder der drei G - Bahnen von Polen auf ST(P) wahlen

wir gensu einen Pol Qi aus. Die Ordnung des Stabilisators HQ

bezeichnen wir wieder mit ay und die Menge der Pole auf der iZten
Bahn, i =1, 2, 3, mit bi' Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit Kk&nnen

wir a. ¢ &

1¢ 8p < 83

annehmen. Da die Gruppen H g, nur @, und den
diametralen Punkt invariant lassen, folgt aus t satz 3.9, dass H

Q,
zyklisch ist mit der Ordnung a4 i=1, 2, 3, d.h. von Drehungen
mit dem Drehwinkel 2ﬁ/ai erzeugt wird.

Fiir k = % werden die Gleichungen (1) und (2) zu

b1 + b2 + b3 =n+ 2 (6)
1 1 1 2
= += += =14+ = (7)
aq a, a3 n

mit den Nebenbedingungen n » a. » 2, aq A a, < 85 und a.b. = n

1 1
fir 1 =1, 2, 3. Ist ay > %, so gibt es keine Ldsung von (7), denn

dann wire

1+ ﬁ > 1 > % + % + %
"1 %2 %3
im Widerspruch zu (7). Alsoc ist a, = 2. Mit a, = 2 erhalten wir
eindeutig die LOsung
_ _ _r.]‘._- 1 \
a; = a, = 2 35 =35 =tgq mit n ganz und n 3 4.

Weiter gibt es flr a, % L keine L&sung, denn

mit a, » 4.
a3 3
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Also kann nur a, = 3 sein, und somit

o
-+
=R R
il
o |-

wobel n a3 Y 3.

3

Wegen n 3» 2 muss offenbar az < 6 sein. Die moglichen Ldsungen sind

zusammengestellt in der Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1
al _jg 33 bl b2 b3 n
Fall 1 2 2 Q q q q 249
Fall 2 2 3 3 6 4 4 12
Fall 3 2 3 4 12 8 6 24
Fall 4 2 3 5 30 20 12 60
a; ¢ Ordnung der Pole
bi : Anzahl der Pole auf einer Bahn

Fall 1: FJQ ist zyklisch von der Ordnung g. Sel « ein erzeugendes

FElement. Da 3 8, = 2, = 2 ist, sird alle Drehungen in G, die nicht in

Fqu liegen, Halbdrehungen (Geradenspiegelungen). Sei 6& eine dieser
2

Halbdrehungen, z.B. um eine Gerade f, dann ist <« - & B nicht in Flo.
%

-

Also ist g« E’f = & _ wieder eine Halbdrehung (um eine Gerade g).

Figur 3.2
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Da es in G modulo HQa nur 2 Restklassen gibt, erzeugen 6 P und g
ganz G , d.h. G = Hst Gf°HQ3' Das erzeugende Element & von HQ it
¢ = & R ist eine Drehung um 2%/q, also sind S ¢ und <
Halbdrehungen, deren Achsen sich unter einem Winkel von N/q schneiden
(Figur 3.2). Offenbar erzeugen S . und Sg die ganze Gruppe G .-

Da die zweil Pole von g in einer einzigen Bahn liegen, muss Jede der
Halbdrehungen diese Pole vertauschen. Also sind die zwelzdhligen

Pole senkrecht zur Achse von Q -

Fall 2: Seien Q, = Ry, Rg, RB’ R, die vier Pole der zweiten G - Bahn.
Die Drehungen aus & permutieren diese vier Punkte untereinander,.
Jeder Pol, sagen wir Rl, ist Fixpunkt einer zyklischen Gruppe (:zder
Ordnung 3. Also gibt es fir i, Jmit 2 ¢ 1 ¢« J ¢ 4 ein ge C4

sodass cg(Rl) = Ry und %(Ri) = Rj' Demzufolge existiert flr ver-
schiedene i, j, k ¢ {1, 2, 3, 4% ein e G , sodass g(Ri) = Ry

und <g(Rj) = R, d.h. die Strecke [Ri,Rj] wird durch < auf

die Strecke [Ri,Rk] abgebildet. Da <« eine Isometrie, insbesondere
eine Drehung ist, sind die vier Pole R;, R,, RB’ R, auf Sr(P) gleich
weit voneinander entfernt und sind Fcken eines Tetraeders. &G ist
offenbar eine Untergruppe der Gruppe T der gleichsinnigen isometri-
schen Symmetrien des Tetraeders. Beide Gruppen, G und T , haben
12 Flemente, sind also gleich. Alle Tetraeder sind zueinader &dhnlich,

ihre Gruppen von gleichsinnigen Isometrien sind folglich &dquivalent.

Fall %: Wir betrachten die sechs Pole der dritten G - Bahn. Sie sind
alle vierzédhlig, d.h. Fixpunkte von zyklischen Drehgruppen der Ordnung
4. Jede dieser Drehungen lésst genau zwei Pole fest und permutiert

die Ubrigen zyklisch. Dies gilt fUr alle drei m¥glichen Drehachsen,

s0 dags die 12 die Pole verbindenden Strecken alle gleich lang sind,
und somit die Pole die Ecken eines regulidren Oktaeders bilden. &G

ist gleich der Gruppe O der gleichsinnigen isometrischen Symmetrien
des Oktaeders, da & sicher eine Untergruppe von O ist und zudem
genau so viele Elemente besitzt. Alle Oktaeder sind zueinander &hn-
lich, also alle Gruppen von gleichsinnigen Isometrien des Cktaeders

zueinander dquivalent.
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Fall 4: Wir betrachten die 12 Pole der dritten &G - Bahn; sie liegen
auf sechs funfzdhligen Drehachsen. Sel ge.Cs irgendeine dieser
Drehungen von der Ordnung flnf. Wir konnen annehmen, dass & den
Nord- und Siidpol von Sr(P) als Pole hat (Figur 3.1). Die iibrigen

10 Pole der dritten G - Bahn teilen sich auf in zwei Cg -~ Bahnen

zu Je 5 Polen. Um dies zu bewelsen, zeigen wir, dass nicht alle 10
Pole auf dem Aequator liegen konnen. Denn nehmen wir an, sie ligen
alle auf dem Aequator, so gédbe es eine Drehung der Ordnung finf

in G , die beide Pole auf dem Aequator hat und folglich die ibrigen
8 Pole auf dem Aequator in andere flinfzdhlige Pole abbilden wiirde,
die weder auf dem Aeguator, noch auf dem Nord- oder Siddpol liegen.
Das ist aber unméglich, da es nur 12 Pole der Ordnung fiunf gibt,

Also hat jeder Pol der Ordnung finf flinf ndchst® Nachbarn, funf weiter
entfernte Nachbarn und enen Diametral - Pol. Da alle Pole in

e iner der Bahnen von G 1liegen, ist der Abstand von einem

Pol zu seinen funf ndchsten Nachbarn invariant und folglich liegen
die 12 Pole an den Ecken eines Ikosaeders. Die Gruppe G lasst die
Menge der 12 Pole invariant, ist alsc eine Untergruppe der Gruppe Y
der gleichsinnigen Isomtrien des lkosaeders. Die Ordnungen der Gruppen
Y und & sind gleich, also sind sie identisch. Alle Tkosaeder sind
zueinander &hnlich, folglich sind die entsprechenden gleichsinnigen

Isometriegruppen dquivalent.-

Damit haben wir alle endlichen Gruppen von gleichsinnigen Iscmet-
rien aufgezahlt. Es sind dies die Gruppen Cq(q_z 1, 2, ...), Dq
(qg=2, % ...), T ,0 und VY . Keine zwei dieser Gruppen sind
isomorph. Fiir die Gruppen T , O und VY ist das klar, denn sie haben
alle verschiedene Ordnung. Weiter ist ausser Cq keine der Gruppen
‘Dq , T, O ungd Y zyklisch, was geometrisch ohne weiteres ein-
leuchtet. Offenbar sind auch die Diedergruppen Ixﬁ mit denselben
Ordnungen wie V , O und VY nicht zueinsnder isgomorph, denn 1 ent-
hidlt keine 6-zdhlige, O keine 12-z#hlige und Y keine 30-zEhlige
Achse, wle das bei den entsprechenden Diedergruppen der Ordnungen
12, 24 wund 60 der Fall ist.- Man beachte, dass bei den endlichen
Gruppen von gleichsinnigen Isometrien die Einteilung nach Isomorphie-
klassen mit derjJenigen nach Aequivalenzklassen zusammenf&llt.
Literatur: Coxeter [1], (2]}, Miller [1], Yale [1].
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3.2.4 Fndliche Gruppen mit ungleichsinnigen Isometrien

Sind die endlichen Gruppen von gleichsinnigen Isometrien
des E3 einmal aufgestellt, konnen die noch fehlenden endlichen
Isometriegruppen, die ungleichsinnige Isomtrien enthalten, relativ
leicht hingeschrieben werden. Aus Satz 3.7 folgt nédmlich, dass Jede
endliche Gruppe von Isometrien, die die Inversion I an ihrem invadan-
ten Punkt enth&lt, &dquivalent ist zu einer der folgenden Gruppen:
Cqeil, 1}, Dge {1, 1§, T-fn, 1}, o-f1, 1}, V{1, I}.
Sie sind die direkten Produkte der endlichen Gruppen gleichsinniger
Isometrien mit der durch die Inversion I erzeugten Gruppe { 1, IE .
Keine Gruppe, die eine Inversion enthilt kann zu einer Gruppe, die
keine Inversion enthdlt, &dquivalent sein. Folglich sind die bis Jetzt
gefundenen Gruppen von Iscmetrien alle paarweise nichtdquivalent.
Ohne Beweis filhren wir an, dass folgende Isomorphien bestehen(Yale
[11, 8. 95): Cqeil, 1] = Cy, fir q ungerade, C,efn, 1= D,
und 'qu {1, I} = I)Qq fiir q # 1 ungerade.

Die noch Ubrigen endlichen Gruppen von lsometrien enthalten
ungleichsinnige Elemente, aber keine Inversionen. Dies geht eben-
falls aus Satz 3.7 hervor. Aus diesem folgt auch,dass wir Gruppen
von gleichsinnigen Isometrien suchen missen, die Untergruppen vomn
Index 2 enthalten.

Eine Betrachtung der Ordnungen der Gruppen (g, Dg, T, ©
und Y zeligt uns sofort, dass nur folgende Paare in Frage kommen:
Cq in Cp, Cq in Dgq, Dq in Dygund T in O . Wie wir wissen
ist nun eine Gruppe G von ungleichsinnigen Isometrien, die die
Inversion nicht enth&lt, isomorph zu einer Gruppe G*'gleiohsinniger
Tsometrien mit G = G+k/{ eI : e G |, Q¢ G,

Dabei ist G* die Untergruppe vom Index 2 in G .

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichen wir die Gruppe
G in diesem Falle mit G"'G* . Die zur Konstruktion dieser Gruppen
benutzte Isomorphie G'G*2 G liefert nun die Beziehungen:
chz“?—-Clq,Cqu;’Dcl,’qu’Du‘;'qu’ TO = O.

Wir erhalten also keine neuen Isomorphieklassen in dieser Reihe von

Gruppen. Allerdings gewinnen wir neue Aequivalenzklassen, denn diese
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Gruppen, die ungleichsinnige Elemente, aber keine Inversion enthalten,

sind sicher nicht Bguivalent zu einer der friheren Gruppen. Aus den

angefihrten Isomorphien lesen wir sofort eine weitere Isomorphie

ab, dis zwischen den angeflhrten Gruppsn hzobshi:

Cg,i Dﬁq b ZDq 'qu fir g = 2, 3, ... . Diese Gruppen sind aber nicht

dquivalent, denn ihre Untergruppen vom Index 2 sind nicht8quivalent.
In Tabelle 3.2 fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, d.h.

geben eine Liste aller Klassen nichtdquivalenter endlicher Iso-

metriegruppen. Tabelle 3.3 stellt die Isomorphigmen zwischen den

Aequivalenzklassen endlicher Isometriegruppen zusammen und Tabelle

3.4 gibt die daraus resultierenden Isomozhieklassen an.
Tabelle 3.2

Aequivalenzklassen endlicher Gruppen von Isometrien

Sinn Bezeichnung Ordnung
Zvklische Gruppen g Cq q
Diedergruppen g Dy 2q (g # 1)
Tetraedergruppe g T 12
Oktaedergruppe g O 24
Tkosaedergruppe g Y 60

u Cq - {R, I} 2q

u Dq o f1, 13 hg (g # 1)

u T 41, 11} o4

u o .11, I} 48

u Yo oe i1, T} 120

u Cq Caq 29

u Cq Dq 2q

u Dg Dog 4q

u TOo ol
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Tabelle 3.3

Tsomorphismen unter den Aequivalenzklassen endlicher

Isometriegruppen
Cq ° ilr I}
c, - {1, 1}
Dq - {1, I}
CQ C?.q
Cq Dq
TO
Cyq Dag
Tabelle
Iscomorphieklasse Ordnung
(abstrakte Gruppe)
Chn n
D, (n # 1) 2n
T 12
o 24
Y 60
T e{l, 13 24
O°{]]—7 I} 48
Y -il, I} 20

moom

12

12

2

I

e

3.4

2q g ungerade

g ungerade, g # 1

Aequivalenzklassen Bedingungen

an n
Crnoifl, I} n ger,, % ung.
2
CgCn n gerade
Czo{ls 1 n =2
Drofl, T} n ger., g ung.
kA
CK:DK

'.Dr-i D, n gerade

To
T, 14
O-{1, I}

v oo {1, 1



5.3 Geometrische Erzeugung der endlichen Isometriegruppen

des Raumes

Isometrien oder Bewegungen des E3 lassen sich rein geometrisch
charskterisieren (vgl. Kapitel 2). Tm Falle der euklidischen Gruppe E
ldsst sich sogar ein geometrisches Erzeugendensystem (die Menge aller
Ebenenspiegelungen) finden. Man nenrt in der Kristallographie die
(punktweise oder global) invarianten Punktmengen aus EB unter
einer Isometrie S ymme trieelemente . Daflir kommen
nur Punkte, Geraden oder Ebenen in Frage. Die diesen Fix - ObJjekten
entsprechenden Isometrien sind die Inversionen und Drehinversionen,
bzw. die Drehungen und Schraubungen, bzw. die Spiegelungen und Gleit-
spiegelungen.

Endliche Gruppen von Isometrien haben immer einen Fixpunkt.
Sie bestehen ausserdem nur aus endlich vielen verschiedenen Iso-
metrien. Diese lassen sich alle erzeugen aus Drehungen und Ebenen-
spiegelungen. Die rein geometrische Charakterigierung einer endlichen
Isometriegruppe wird sich auf die Beschreibung der Anordnung (und
im Falle der Drehungen der Z&hligkeit) der vorhandenen Symmetrie-
elemente beschrinken konnen. Diese legen die méglichen Symmetrie-
operationen eindeutig fest. Andererseits féngt die rein gruppen-—
theoretische Charakterisierung der erzeugenden Elemente durch deren
Verkniipfungsregeln (definierende Relationen) nur die algebraische
Struktur ein (liefert also nur die Isomcrphieklassen) und ergibt kein
Kriterium zu Unterscheidung isomorpher, aber nichtdquivalenter Gruppen.
Diese lédsst sich nur durch die geometrische Deutung der erzeugenden
Elemente gewinnen. Hier spielt die Struktur unseres Modells eine
entscheidende Rolle.

Wir treten hier auf die algebraische Theorie (und Praxis) der
erzeugenden Elemente und definierenden Relationen diskreter Gr'uppen
nicht ein, sondern gehen direkt zur Beschreibung der geometrischen
Erzeugung Uber.

Im Abschnitt 3.2.3 wurden die endlichen Drehgruppen hinléng-
lich geometrisch beschrieben. Wir weden uns deshalb sofort den end-
lichen Gruppen von Isometrien zu, die ungleichsinnige Elemente

enthalten.
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Besteht eine endliche Gruppe von Isometrien nur aus Drehungen,
dann ist sie eine der Gruppen aus dem Abschnitt 3.2.3. Anderenfalls
enthidlt sie eine solche Gruppe als Untergruppe vom Index 2 (Satz 3.7),
ist also eine Gruppe der Ordnung 29 und besteht aus g Drehungen
1y S35 ... 5, S4 und aus gleich vielen Drehspiegelungen G, ,, ... ,
@, . Wdren diese Anzahlen nicht gleich, so wlirde die Gruppe aus ¢
Drehungen ©¢; und etwa r Drehspiegelungen 3, bestehen. Eine Multipli-
kation aller Gruppenelemente mit ¢, liefert diesselben g + r Iso-
metrien, die hier durch ¢;-w, und g, .4, ausgedrickt werden. Die ¢
Tsometrien 6;. @, sind als Drehspiegelungen diesselben wie die Q)
nur in anderer Reihenfolge, und die r Iscmetrien sind als Drehungen
diesselben wie die ¢: . Also ist q = r.

Gehort die Punktspiegelung I zu Gruppe G, so lauten die q
Dréspiegelungen einfach &; I = I-0; flir i =1, 2, ... , g und
die Gruppe & ist das direkte Produkt aus der Gruppe der Drehungen
und der durch I erzeugten Gruppe {(vgl. Satz 3.7). Die hierher geho-
renden Gruppen sind Cq <{1, I} , Dgqefl, I} , T {1, I} ,
© - {1, I3 und Yefl, I} .= Cq {1, I} besteht aus den
q Drehungen von Cq und den g Drehspiegelungen (:qu . Die Symmetrie-
elemente von Cgq «{ L, I]bestehen also aus einer g-zdhligen Dreh-
achse a und einer Symmetrieebene ¢ senkrecht zu a.-

Die Gruppe 'Dq >{1, Il enthalt, ausser den Elementen von l)q , d.h.
den g Halbdrehungen um g in einer Ebene ¢ liegende Achsen, Splege-
lungen an q Ebenen senkrecht zu € , die alle durch eine g-z&hlige
Drehachse a gehen. Diese Symmetrieebenen haben einen Zwischenwinkel
von ¥/g und, falls g ungerade, halbieren sie die Winkel der Achsen
der Halbdrehungen von Dq ; anderenfalls enthalten sie diesselben.-
Die Gruppen T o {1, I} , O ¢ {1, I} und VY ¢}1, I} sind die
vollen (isometrischen)Symmetriegruppen des Tetraeders, Oktaeders
bzw. des Ikosaeders. Sie enthalten ausser den Drehungen der gleich-
sinnnigen Untergruppen noch Drehspiegelungen, deren Spiegelebenen
Jeweils senkrecht zur entsprechenden Drehachse liegen und durch

den invarianten Punkt der Gruppe gehen.
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Gehtrt die Inversion I nicht zur Gruppe G , so bilden die
2q Isometrien c‘;.l und CgtoI eine Drehgruppe der Ordnung 2q mit dergel-

ben Multiplikationstafel wie die aus ¢é; und , bestehende Gruppe.

Denn aus

Cll o gL = (g i
folgt

5‘_:. o U © = FE

(,b -Si I. %k I
und mit

(S: ° (_S,i = C/k
wird

(6o T e(g,» 1) = e I°0 G = Gog= S -

Eine aus g Drehungen und g Drehspiegelungen bestehende Gruppe G, die
I nicht enthdlt, ist somit isomorph zu einer Drehgruppe G ¥ der Ord-
nung 2q, die eine Untergruppe C;+ der Ordnung q enthidlt.

Bezeichnen wir mit R die zweite Restklasse von a* modulo G*, S0
setzen sich die gemischten Gruppen G*G* zusammen asus allen

Drehungen &:e¢ G und den mit I multiplizierten Drehungen (g,o I}e R
aus G¥ . Denn offenbar ist L’Siol ol = G 1% :cj:die gesuchte Dreh-
spiegelung.

Die Gruppe C;,qu enthdlt alle g Drehungen aus Cg und q
Drehspiegelungen C21°I mit der Drehachse a und der Spiegelebene
senkrecht zu a, deren Drehkomponenten nicht in C:qliegen.

Die Gruppe Cq'Dq enthdlt alle Drehungen von Cq und Spie-
gelungen an den q Ebenen, die, falls g gerade, die Drehachse und die
Halbdrehungsachsen von Dq enthalten und falle q ungerade, die Zwi-
schenwinkel dieser Achsen halbieren.

Die Gruppe Dq Dy enth@lt alle Drehungen aus Dgq und
die Spiegelungen an den ¢ Ebenen, die durch die Drehachse wvon Dq
und diejenigen g Halbdrehungsachsen von:[)a,i aufgespannt werden, die
nicht zugleich in Dgq liegen.

Die Gruppe TO wollen wir hier nicht im Detail beschreiben,
sondern nur erwéhnen, dass slie sus den Drehungen von T ung denJjenigen
Drehspiegelungen O ¢ I besteht, deren Drehkomponenten nicht in T

liegen.

Literatur: Coxeter [2].
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3.4 Endliche Gruppen von Iscometrien in der Ebene

Wir leiten die endlichen Gruppen von Isometrien der Ebemne
nicht systematisch ab. Man beweist ohne weiteres analog wie im
Raume, dass Jede diskrete Gruppe von Isometrien der Ebene, die
einen Punkt festlassen, endlich ist. Damit l&sst sich jede
solche Gruppe als Bewegungsgruppe eines Kreises auffassen. Als
Symmetrieelemente kommen nur Geradensplegelungen und Drehungen in
Frage, was direkt auf Gruppen der abstrakten Struktur C:q und 1Dq
fihrt. Wie im Raume besteht die zyklische Gruppe Cg a2us q Drehungen,
die durch eine Drebung um 2%/g erzeugt werden und ]x1aus q Geraden-
spilegelungen, deren Achsen alle durch den invarianten Punkt der
Gruppe gehen. Man beachte, dass in der Ebene tﬁeine Gruppe mit
ungleichginnigen Isometrien ist, die durch zwel Geradenspiegelungen

mit dem Zwischenwinkel W/q erzeugt werden kann.
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4  Gitter und Gittergruppen

4.1 Begriff des affinen Raumes

Wir fassen an dieser Stelle die Axiome algebraisch, um auch
Gebrauch von Koordinaten und der analytischen Geometrie machen zu

kdnnnen.

Die affine Geomehtrie des dreidimensionalen Raumes behandelt Punkt-
mengen, die zwar nicht selbst Vektorrasumstruktur besitzen, saber
mittels ihrer geordneten Punktepaare in enger Beziehung zu einem
drzidimensionalen Vektorraun Uber dem Kérper R der reellen
Zahlen stshen. Vom algebraischen Standpunkt sus 1lst dexr Vektorraum
die fundamentalere Struktur als der affine Raum. Dies itommt in der

folgenden Definition zwa Ausdruck:

Definition Eine Menge A, deren Elmeate P, Q, R, ... Punkte genannt
werden, heisst dre idimensionszaler
z ffiner Raumn A3 Uber dem K&8rper
der reellen Zahlen, wenn mit A ein
dreidimensionaler Vektorraum V3 ber R wund eine
Abbildung AX.A——~+'V3 50 gegeben sind, dass mit der
Bezeichnung (P,Q) 7 := PO folgende Axiome gelten:

(1) Zu jedem Punkt Pe A und jedem Vektor v )

. . . by - .
es genau einen Punkt Qe A mit PQ = v, geschrieben

Q=P+ V.

gibt

(2) Fir alle P, Q, R A giit
PG + QR = PR.

Axiom (1) bedeutet, dass mit AxA ——> V> auch eine Abbildung
A x VB——ue-A existiert, und dadurch wird flir Jeden fesitgehaltenen

=z
Punkt P« A dis Abbildung (P} x & ——» V> bijektiv mit P} x Voeems A,
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Ist also P feste A, und durchléuft v den Vektorraum VB, so durch-~
—
18uft der nach (1) durch PX = v bestimmte Punkt X € A den ganzen

affinen Raun AB. Wir schreiben dafdr
B (X | X =P 4%, Vev?) =P+ vV,

Man bezeichnet den festgewdhlten Punkt P oft bevorzugt mit O statt
mit P und nemnt O den Ur sprung von AB; dann wird OX
als Ortsvektor X von X bezeichnet. Beziiglich einem fest
gewdhlten Punkt O wird also A3 zu einem Vektorraum.

In der Beziehung AP = $X I X =P+ %, 3‘@V35 ist Pe A° belie-
big. Fiir einen anderen Pﬁnkt P’e.A3 gilt P' = P + ¥* mit PP = W,
Lus (2) folght dann §7X = PX! - PP =V - v¥ =: v'e o
damit X = P' + V', also

B2 P v 2P+ WP

S P 44V
A2 4 3x,

, aus (1)

fine Raum A3 invariant ist unter der

-~

Wir sehen daraus, dass der af
"Addition" eines Vektors aus VE. Wir sprechen in diesem Falle wvon

3 mit dem Vektor ¥* aus V-.

einer Translation von A
- Py . . A
Jedem Vektor v eV entspricht eine Translation des A7 und umgekehrt.

Translationen bilden A3 auf sich selbst ab:
v o A3 — A3
-~ . =2 - e 5

X +——>X + v =t X' , wobel XX! = v und veV .

Die Menge aller Translationen ist nach dem obigen selbst ein
E

Vektorraum iiber IR, isomorph zu V7, d.h, also sicher eine additive
Abelsche CGruppe; wir bezeichnen sie mit 1 .

3

Einer Basis %31, EPR 33} von V- 1l#sst sich nach Auszeichnung

eines Punktes 0 in A~ eine Koordinatenbssis {0, ., 32, §53
des affinen Raumes zuordnen. Jedem Punkt X ¢ A~ wird dadurch genau

ein Tripel (Xl’ Xos X3> mit X, € R zugeordnet und umgekehrt.
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EZ

Ein euklidischer Raum besteht dann einfach aus den Punkten
degs reellen affinen Raumes AB(R) und besitzt zudem eine Abstands-

funktion d: HB X EB

——> R, definiert durch ein positiv definites
Skalarprodukt auf dem entsprechenden Differenzenvektorraum VB. Dies
ist eine mbgliche Einbettung des euklidischen Raumes in den affinen
Raum.

Haben wir in V% mit Hilfe einer Basis Koordinhaten einge-
fihrt, ldsst sich auch ein Volumenbegriff definieren. Zun8chst ver-
stehen wir unter einem dreidimensionalen Parallelepiped eine Teil=-

menge von AB, definiert durch
- - 3 - -

§T;T= E xT., 0<x <1; L0 T Gtk
i=1 - *

- -,
Dieses Parallelepiped hat O als Ursprung und die Vektoren f&, t2, T

3
als Erzeugende. Damit wird fogende Definition sinnvoll:
Definition Das Volumen eines Parallelepipeds mit dem Ursprung C

und den erzeugenden Vektoren %l, %2, %5 ist gleich

= - . red iria
|aee(®, Ty 801 = |58, %]]
Das Volumen eines Parallelepipeds verschwindet nur dann nicht, wenn
die Vektoren %1, E;, ?5 linear unabhidngig sind. Wir werden im folgen-

den auch von linear unabhingigen Punkten Pi sprechen und meinen
—
damit, dass die entsprechenden Ortsvektoren OPi von einem Ursprung aus

linear unabhingig sind.

Literatur: Schaal [1].
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4.2  Gitter und Gittergruppen

Die Theorie der geometrischen Gitter ist seit langem
erforscht worden, und hat vor allem, neben der Kristallographie, eine
grosse Bedeutung in der Zahlentheorie.

Die folgende Definition einer Gittergruppe ist fir unsere

Zielsetzungen besonders glnstig:

Definition Eine G i ttergruppe I ist eine nichttriviale,
diskrete Untergruppe der Gruppelder Translationen, d.h.
M #£581) , T ist diskret und jedes Element von [ ist
eine Translation.
Ist 7 eine Gittergruppe, so heisst jede [ - Bahn
eines Punktes aus A- ein (Punkt-) G i tter L.
Die Gruppe 1 (oder eines ihrer Gitter) heisst
k-dimensdional, wenn es maximal k¥ + 1
linear unabhingige Punkte auf jeder T - Bahn gibt.

2

Eine Gittergruppe ist also eine Teilmenge des Vektorraumes V),
deren Elemente auf dem affinen Raume A3 operieren. Mit dieser
Einsicht 18sst sich auch eine zur obigen dgquivalente Definition
aufstellen:
Ein k-dimensionales Punktgitter im affinen Raum A3 ist
die Gesamtheit aller Punkte P + ¥, wo Vv ein Vektor aus
einer k-dimensionalen Gittergruppe (im Vektorraum VB)

und P ein Punkt im affinen Raum A3 ist.

Wir werden hier insbesondere dreidimensionale Gittergruppen
studieren. Aus der oben angefiihrten Definition geht der an-
schauliche Gehalt eines dreidimensionalen Gitters nicht so chne
weiteres hervor. Um diesem Aspekt etwa ndher zu kommen,
betrachten wir die [~ Bahn eines Punktes 0. L = [ (0) ist eine
diskrete Punktmenge im affinen Raum AB, die man ein Punktgitter,
oder einfach Gitter nennt. Wihlen wir 0O als Ursprung des affinen
Raumes AB, so ldsst sich Jjedem Punkt von [T (0) ein (Orts-)Vektor

zuordnen. Entscheidend ist nun, dass Jjedem solchen Ortsvektor
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umkehrbar eindeutig eine Translation der Gittergruppe entspricht.
Da der Ursprung von A3 bellebig gewdhlt werden kann, liefert

auch jede [ - Bahn eines von O verschiedenen Punktes 0O' ein zu

7 (0) gleichwertiges Gitter T (0'), d.h. ein Gitter, dessen Orts-—
vektoren beziiglich O' umkehrbar eindeutig den Translationen von r
entsprechen. In diesem Sinne kann man, Jje nach Zusammenhang den
man gerade im Auge hat, von Gittern oder Gittergruppen sprechen;
dabel 1&sst sich jede Aussage iber ein Gitter als Aussage Uber
eine Gittergruppe und umgekehrt formulieren. Steht der Transforma-
tionscharakter einer Translation T mit dem Vektor T im Vordergrund,
so schreiben wir anstatt Q = P + © mit te V2 auch T(P) = Q.

Im Falle des Satzes 4.1 erhalten wir dann folgende Zguivalente

Formullerungen:

Setz 4.1 1. Sei [ eine dreidimensionale Gittergruppe. Dann exis-
tieren drei linear unabhi@ngige Translationen Py, 03, f3,
in T, sodass jedes & & [T eindeutig dargestellt

werden kann in der Form

A = Bn4 + %ni-r an mit n.e Z .
T4 "2 L i

Daraus folgt:

m o= %35“ + ﬁfl + et o e T

Sei L ein dreidimensionales Gitter. Dann existier:zn be-

N

zliglich eines Ursprungs O drei linear unabhéngige
— 5

Vektoren Bi, b2, b5 in L, sodass Jeder Punkt Zel

eindeutig dargestellt werden kann in der Form

3 = nlgi + n2€; + n3§5 wmit n e L,
Daraus folgt:
L = nlgl + nggg + n363 ; ngeZ v,
Wir beweisen den Satz in der Form 2. : Seien &, §2,‘§3 drei linear

unabhingige Vektoren in L; sie spannen ein Parallelepiped Uc AB auf.
Wir betrachten alle Ortsvektoren mit Encdpunkten in U als zu U ge~
hérig. Da U beschridnkt und L diskret ist, enthidlt U nur eine endliche

Anzahl von Elementen aus L. Sei Gi der kilrzeste nichttriviale Vektor
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Figur 4.1

aus U der parsllel zu 81 ist. Ein solcher existiert sicher, "schlimm-
stenfalls" ist es 31 selbst. Welter seil %2 ein Element aus L inner-

halb des durch §l, 32
das durch bl, b2 aufgespannte Parallelogramm die kleinstmigliche

erzeugten Parallelogramms, und zwar so, dass

Fl8che enschliesst. Endlich wird innerhalb U 85 in L so gewzhlt,

— -
dass das durch 8?, b2, b3 aufgespannte Parallielepiped V das kleinste
Volumen hat. Wir zeigen nun, dass die Vektoren Ei, Bé, 33 die im

: -

Satz behauptete Eigenschaft haben. Zundchst ist klar, dass g;, bz, B}

linear unabhingig sind. Sei % in L beliebig, dann existieren drei
-

- - -
reelle Zahlen %95 X2, x3, godass a = lel + x2b5 + x3b3.

Ist n, die grésstg)Zahl kKleiner oder gleich Xi’ so ist

c:lau‘te

mit

-3 —
Der Vektor b el, liegt sicher innerhalb V. Wir wollen zeigen, dass b
der triviale Vektor ist. Sei O<<y3<il, dann ist das Volumen des

-3
b  erzeugten Parallelepipeds V' strikt kleiner ds das

> —=

durch El, b,
- -
Volumen von V. Ist b in U, so widerspricht dies unserer Wahl von bB’

Ist 8 nicht in U, dann gibt es ganze Zahlen m, m2, sodass

~3 - -
b'= b + migl + M8, in U und das Parallelepiped V", erzeugt durch
E}, gé, b hat ya—mal das Volumen von V. Denn b' hat in der Basis
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- - - '
bl’ b2, gB die gleiche dritte Komponente wie b. Dies ist aber un-
—
mglich! Also ist y, = O und b liegt in der durch EE 32 aufgespannten
Fbene.~Ist 0<y,< 1, dann ist die Fliche des durch 6&, b aufgespann-
- —_

ten Parallelogramms y2»ma1 die Flache des Parallelogramms %1, b2.

Dies widerspricht aber unserer Wahl von Eé, wenn b in U liegt. Ist

b nicht in U, dann gibt es eine ganze Zahl m sodass D' = b + mlgl
-
in U und die Fldche des Parallelogramms bl,b' ist wieder y2-ma1

— —
de Fldche des Parallelogramms b, b2. Dies igt aber wieder unmdg-

LT g
0 und damit b = R

lich. Also ist y, =
D ndher bei O als Ba. Dies ist unmdglich, also ist b = O.

-Ist O« yl<’1, dann ist
-

Satz 4.1 macht deutlich, dass der dreidimensicnale
affine Reaum AB(R} mit der Translationgruppe T der geeignete Rahmen
fiir die Theorie der Gitter und Gittergruppen ist. Denn eine Gitter-
gruppe ist eine Transformationsgruppe des affinen Raumes

und umgekehrt ist jede Menge

n n n n .
4 ; 2 . ; =
% N +op, B, ; Ny € Zund 2, ,p,,BF; linear uncbh.}

eine diskrete Translationsgruppe, also eine Gittergruppe. Die Tatsache
dass Translationen Isometrien sind, spielt in diesem Zusammenhange
keine Rolle. Wir verzichtesn damit allerdings auf eine Unterscheidung
von verschiedenen Gittertypen (vgl. Abschnitt 5.5), denn im affinen
Raum sind alle Gittem: wmd demit elie Cittergruppen (affin-)

aquivalent.

Literatur: Miller [1], Yale [1], Gubler [1].
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4.3 Basisdarstellung eines Gitters

Definition 1. Drei linear unabhiéngige Translationen (4 , 5, , 07,
aus [ bilden eine B a s i s von [T, wenn fUr Jedes
« ¢ [ die Darstellung

n n n . .
- Nt I e ;
ho= Bt B3, + p,r mitn inZ

eindeutig ist.

—

s —
2. BEin linear unabhingiges Vektortripel bl’ bé, b3
im Gitter L heisst eine Ba s 1 s von L oder
BasgsisvektToren von L, wenn fiir jedes

2 in L die Darstellung

B b b it in Z
= nlbl + n2 5 + n5 3 mit n, in

eindeutig ist.

)

Definition Sei O ein beliebiger Punkt des affinen Rzumes, den wir als
Ursnrung wahlen. Wenden wir auf O die Translationen
Ga’ EP) '1(253{34"“1@1’ {31"’!'.33

N
b + b
bty 3, 6 B,und R,¢ B, ¢ B, an, so

T
k:>+173 TTT—

erhalten wir ein Parallel-
epiped, das E in he i1 t s-
zelle oder pr i-
mitive Zelle
genannt wird. Sie besitzt
die Gitterpunkte O,

b, b, b, Db +b, b +b
bl’ 2, 3’ 1+ 2’ l+ —7)’
Figur 4.2 g 22 .3 -
g b2 + b3, bl + b2 + bj.

Aus dieser Definition folgt sofort, dass es innerhalt einer Einheits-—
zelle keine Gitterpunkte geben kann. Wenden wir alle Elemente von [
auf 0 an, d.h. konstruieren wir die I - Bshn von 0, erhalten wir ein
dreidimensionales geometrisches Gitter L, das sich auch durch Auf-
einanderstapeln von Einheitszellen gewinnen lisst. Bilden die Vektoren
-

bl’ 32, 33 ein linear unabhingiges Tripel, aber keine Basis, so

lassen sich aus ihnen nicht alle Punkte der T - Bahn von O erzeugen.
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Definition Ein Fundamentalberedilch flr die Gitter-
gruppe [N ist eine Teilmenge von AB, die genau einen Punkt

aus Jjeder I - Bahn enth#lt,

Lassen wir z.B. die obere, die rechte und die hintere Fl&che einer
Einheitszelle weg, so istrdas so "beschnittene" Parallelepiped ein
Fundamentalbereich. Jede mdgliche Einheitszelle kann auf diese
Weise auf enen Fundamentalbereich reduziert werden. Umgekehrt ist
aber nicht jeder Fundamentalbereich ein Parallelepiped. Die Freiheit
in der Wahl des Fundamentalbereiches ist sehr gross. Es sind auch
krumme Begrenzungen zugelassen.

Mit einem Gitter L ist nicht zugleich die Einheitszelle be -
stimmt. Es gibt unendlich viele Mdglichkeiten, eine Basis ?51, 152, %3
eines Gitters L zu wihlen. Bevor wir dies n&her ausfihren, halten

wir als unmittelbare Folgerung von Satz 4.1 fest:

. .. . e > -y
Satz 4.2 Zu jedem linear unabh8ngigen Paar von Vektoren dy, a5
in L existiert eine Einheitszelle mit einer Seite ent-

. I . 3> S
a, und ener Fliche in der durch a1 a, aufgespannten
[

lang 1

Ebene.

Um zu zeigen, dass alle mdglichen Einheitszellen dasselbe Volumen

haben, missen wir erst Basistransformationen studieren.

- =
Wir nehmen an, das linear unabh@ngige Tripel %', bé, bé
bilde neben 51, fé, 33 auch eine Basis. Dann muss gelten:
- 2 =
b! = L a..b, i=1, 2, 3 und a.. in Z
i 1 1373 ij
J_.
— 5 i
bJ = Ajkbk j=1, 2, 3 und Ajk in Z
k=1
und folglich
— 3 - 3 3 -
b! = 3 a,.b. = by > a..A. b
i 521 1373 521 k=1 137Jk7k
also =
e <
L A58 = ©ix
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d.h. das Produkt der Matrizen <aij> und (Ajk> ist gleich der

Einheitsmatrix. Daraus folgt sofort
det(aij ) det(Ajk) =1.

Da als Variabeln der Matrizen (aij) und (Ajk) nur ganze Zahlen zu-
gelassen sind, ist diese Relation nur mdglich, wenn beide Determinan-
ten den Wert 1 oder -1 haben.- Ist umgekehrt eine Matrix (aij) |
mit det(aij) = + 1 gegeben, so ergibt sich (Ajk) nach den {iblichen
Rechenregeln als die inverse Matrix von (aij), und es gilt ebenfalls
det(Ajk) = + 1. D.h. die eine Basis hat eine eindeutige Darstellung
(mit ganzzahligen Koeffizienten) in der andern Basis und umgekehrt.
Fin beliebiger Punkt, der sich in einer der Basen eindeutigTag;;%ellen
ldsst, ldsst sich folglich auch in der anderen Basis eindeutig ganz-
- = >

- el -y
1 3 3 1 1] 1
zahlig darstellen. Also sind die Basen 1 b2, b3 und bl’ bz, b3

gleichwertig und wir haben den

Satz 4.3 Damit zwei Tripel von linear unabhingigen Vektoren
'l = ] sy - 7
- ¥ 1 1 s
bl’ b2, b5 und bl’ b2; b3 mit
- 5 —
bll - ‘j}-—:l aijb.j ;1 =1, 2, 3, *iq € Z

gleichwertige Basen eines Gitters L bilden, ist notwen-

dig und hinreichend, dass det(aij) =+ 1.

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Abschnitts:

Satz 4.4 Die Volumina aller Einheitszellen eines gegebenen Gitters

sind gleich gross.
Bewelis: Seien zwel Basen eines Gitters L gegeben wie in Satz 4.3.
Das Volumen des durch die Vektoren 81’ 32, 33 aufgespannten Parallel-

epipeds in der né&mlichen Basis ist gleich

P I TS
I det(b ,b2,b3){ = 1.

1

In derselben Basis ist das Volumen der durch die Vektoren ﬁ

= -

aufgespannten Einheitszelle gleich

i

idet(bl,bé,b%)\ ldet(aij>l !det(bl,bz,b3)\

1

= 1.
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Zu einem festen Punkt gibt es bei eindimensionalen Gittern
nur genau eine Einheitszelle. In zwel und drei Dimensionen gibt es
bereits unendlich viele Einheitszellen mit einem festen Punkt 0 als

Ursprung.

Definition Lineare Transformationen, deren Matrizen (=, .) die
1J

Eigenschaften

1. a5 . in Z fur alle i, J
2. det (a,.) =1
1J

haben, heissen un imodulare Substitutionen.

Literatur: Miller [1], Yale [1].
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5 Kristallographische Punktgruppen

AN

. Definition der kristallographischen Punktgruppe

NDefinition Eine Untergruppe der euklidischen Gruppe E heisst
eine kristallographilische
Punktgruppe, wenn sie einen Punkt P und
irgendein Gitter L, das P enth&lt, auf sich selbst
abbildet. .

kgntergruppen von

Kristallographische Punktgruppen sind‘isometrischen Symmetrie-

gruppen von dreidimensionalen Gittern, die einen Punkt desselben

festlagsen. Die Beziehung der krisallographischen Punktgruppen zur
vollen isometrischen Symmetriegruppe eines dreidimensionalen Gitters
werden wir anschliesserd untersuchen. Es l&8sst sich gleichzeitig
zeligen, dass kristallographische Punktgruppen notwendig diskret,

und dann wegen Satz 3.6 endlich sind.

Sei T eine dredimensionale Gittergruppe. Wir betrachten
das Gitter L = I (P), das durch die ' - Bahn eines Punktes P er-
zeugt wird. Als Punktmenge im euklidischen Raum besitzt dieses
Gitter eine isometrische Symmetriegruppe G , die eine Untergruppe
der vollen Transformationsgruppe T (L) ist.

Zundchst ist klar, dass [T° eine Translationsuntergruppe
(genauer: ein Normalteiler) von (3 ist, denn alle Elemente von [
bilden das Gitter auf sich selbst ab. Wir wollen nun zeigen, dass
der Translations-Anteil von G g e n a u die Gittergruppe F‘ ist,
d.h. 7 = G nT . Dazu geniigt es nachzuweisen, dass aus Te G AT
folgt v e T . Ist also ve GAT , d.h. T ist eine Translation
in G , so ist 7T(P) = Q sicher ein Gitterpunkt, da alle Ele-
mente von G das Gitter auf sich selbst abbilden. Ist 3, 3,.08

73

gne Basis von [ , so existieren eindeutig drei ganze Zahlen n.,
n N

. n n o T .
so dass T= ;744 3,70+ 37 gilt. Wegen

I =§(5£ni+ {32n1+p3n3;nie/z} ist Te [T
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Da jedescgeG nach Voraussetzung das Gitter L = [ (P) invariant
lasst, ist die (G - Bahn eines Punktes P identisch mit der (-
- Bahn von P. Nach Satz 2.12 ist in diesem Falle G p = G|[P],
d.h. die Punktgruppe (G [P] ist eine echte Untergruppe von &
Ist re M wieder eine Translation mit {(P) = Q, dann ist

Tt g (P) =P, d.h. G p = Tt . qe@[P]. Alsc ldsst sich jedes
Element e (G eindeutig in der Form « = T - ¥ p it ve M und
%p o (3 [P] schreiben (Satz 2.11).

Die volle Symmetriegruppe G des Gitters besteht nur aus
Isometrien; zudem ist innerhalb Jjeder Kugel mit endlichem Radius
um den Punkt P herum nur eine endliche Anzahl von Gitterpunkten
versammelt. Alsc ist  G[P] diskret, und folglich nach Satz 3.6
endlich.

Die volle Gruppe ( kann nun geschrieben werden als

G=§Togp; el Gpe GP] .

Die (3 - Bahn irgendeines Punktes ist gleich dem Gitter, das diesen
Punkt enthdlt. Die volle (isometrische) Symmetriegruppe eines
Gitters ist also diskret.

Wie wir in den Abschnitten 7.1 und 7.4.3 genauer ausfilhren
werden, bilden die oben belrachteten isometrischen Symmetriegruppen
eines Gitters spezielle Typen von Raumgruppen, die sogenannten
symmorphen Raumgruppen.

Zwel dreidimensionale Gittergruppen sind sicher isomorph.

Ein Isomorphismus l&sst sich 2.B. aus der affinen Basistransfor-
mation gewinnen, welche zwischen den Basen der Jewelligen Gitter
existiert. Zur Klassifizierung der Gitter und Gittergruppen nach
ihrem euklidischen Symmetrie-Typ muss also eine etwas feinere Be-
trachtungsweise verfolgt werden. Wir werden darauf im Abschnitt 5.5
zurudckkommen.

Die oben betrachteten Gruppen G b = G [P] sind offenbar
kristallographische Punktgruppen. Jede Gruppe & [P] ist endlich, und
folglich &quivalent (genauer: Zhnlichkeitsiquivalent) zu genau einer
der endlichen Gruppen der Tabelle 3.1. Es ist aber nicht jede end-

liche Tesometriegruppe eine kristallographische Gruppe. Dlie sogenannte
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"Einschrinkung der Kristallographie" wird aus den endlichen Isometrie-

gruppen die kristallographischen Gruppen auslesen.

Literatur: Miller [1], Yale [1].

5.2 Die Einschrénkung der Kristallographie

Die 32 kristallographischen Punktgruppen

Die "Einschrénkung der Xristallographie" wdhlt aus der Gesamtheit
der endlichen Untergruppen von E diejenigen aus, die ein Gitter in-
variant lassen, cder mit anderen Worten, die mit einer Gittergruppe
vertradglich sind. Die Einschrinkung wirkt sich auf die mdglichen Ord-

nungen der Drehungen aus:

Satz 5.1 Einschridnkung der Kristallographie.
Sei & eilne nichttriviale Drehung oder Drehinversion
in einer kristallographischen Punktgruppe. Dann ist

die Ordnung von « gleich 2, 3, 4 oder 6.

Wir geben zwel Bewelse, einen geometrischen und ehen analytischen.
Wir beginnen mit dem geometrischen: Zundchst sei « eine eigentliche
Drehung. Drehungen der Ordnung n sind Drehungen um den Winkel 2x/n.
Wir miissen zeigen, dass Drehungen um 2 %/n in kristallographischen
Punktgruppen nicht mdglich sind, wenn nd {2, 3, 4, 6 }{ . Wir nehmen
an, {7 sei eine zwei- oder dreidimensionale Gittergruppe und G
eine Drehung um 23/n mit n > 2. Die Drehachse a von ¢ enthalte nur
Punkte, deren F' — Bahne(Gitter) bei <« global invariant sind. D.h.
I ist global invariant unter dem inneren Automorphismus

i T > geTesh also iQS(ﬁ) = {". Da I’ nicht eindimensional
ist, enthdlt M mindestens eine nichttriviale Translation T' , deren
Richtung nicht parallel ist zu a. Da « eine Drehung ist, die [
invariant 1&sst, ist  := (tgor’o%"i )oT“l in ™ , d.h. eine
Translation der Gittergruppe. Wegen n>»2 ist « nichttrivial und

die Richtung von « ist senkrecht zu a (Figur 5.1).- Nun sei G wieder

eine Drehung der Ordnung n, n>» 2, in einer kristallographischen
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a
_— —
e
\(g A
R pd
S
Y ,
M‘“‘x_%,“_‘ /
—
T ¥
go v gt

Figur 5,1

Punktgruppe. Das durch « invariant gelassene Gitter sei die I - Bahn
des Punktes P. Dann ist die Gruppe r; aller zu a, der Achse von @ ,
senkrechten Translationen eine nichttriviale Untergruppe von [

und folglich selbst eine Gittergruppe. Nun seli T eine Translation

mit minimaler Linge in [ . Die Translation (geT.g~* Jot™' ist in I
ist aber kiirzer als v , wenn n>» 6 (Figur 5.2), im Widerspruch zu
obiger Annahme. Ist n = 5, dann ist die Translation (¢ 7" g )o7o
c(geT o%”ifi auch kiirzer als © und scheidet aus (Figur 5.3). Also
sind fir n>2 n = 3, 4, 6 die einzigen Moglichkeiten, die als

Ordnung einer Drehung in Frage kommen.- Ist nun ¢ eine Drehinversion

der Ordnung n, n» 2, dann hat ¢ nur einen Fixpunkt P. P muss folglich
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zum Gitter gehBren, welches durch die kristallographische Punkt-

gruppe invariant gelassen wird. Nun gilt aber

Satz 5.2 Die Inversion an einem Punkt P eines Gitters ist eine

Symmetrie des Gitters.

—~%
Denn ein Gitter L mit der Basis 31’ Eé, b3 karn beschrieben werden
Tr 19 . =‘ - nd _‘-". 7 -4
durch die Menge L 1 nlbl + n2b2 + anB, nie 7Z { . Aus belL

folgt dann sofort auch -BelL.-
Der Drehanteil g OIP der Drehinversion & lédsst das Gitter ebenfalls
invariant und muss folglich der kristallographischen Einschrénkung
gentigen, wle wir oben schon bewiesen haben.

Der analytische Bewels von Satz 5.1 benutzt die Invarianz
der Spur einer orthogonalen Matrix innerhalb einer Konjugationsklasse
(Aequivalenzklasse) dhnlicher Matrizen. Bei geeigneter Wahl einer

orthonormierten Basis, hat die Spur einer Drehung oder Drehinversion

@ die Form + 1 + 2cos¥ . Ist & FElement einer kristallographischen
Punktgruppe, so lésst & ein Gitter L invariant. Dessen Basis sel ge-

- 4
geben durch B. R ﬁg, 33. Offenbar fihrt nun & die Basisvektoren bi

in irgendwelche ganzzahlige Linearkombinationen von 31’ 32, 33
Uber. Die diese Transformation vermittelnde Matrix hat also nur

ganzzahlige Elemente. Aus der Invarianz der Spur schliesst man auf

+ 1 + 2cosv = ganzzahlig oder 2cos ¥ = ganzzahlig. Daraus folgt:
cos v § Drehwinkel v Periode der
Z Drehung Drehspiegelung

-1 ks 2 2

1 2 Eed
-3 3 3T 3 6

0 0 1 (Identitat) 2 (Ebenensp. )
= 35: i 6 6
4
1 > o L L;- L‘.

Mit der gewonnenen"Einschrdnkung der Kristallographie" las-
sen sich nun alle Klassen nicht8quivalenter kristallographischer
Punktgruppen, die sogenannten K r i st all klassen auf-
listen. Wir brauchen dazu nur die Tabelle 3.1 der Aequivalenzklassen

endlicher Gruppen von Isometrien heranzuziehen und diejenigen
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Kandidaten auszuwdhlen, welche der kristallographischen Bedingung
geniigen (Tabelle 5.1). Wir betonen noch einmal ausdriicklich, dass
es sich bei den kristallographischen Punktgruppen um Aequivalenz-
klassen von Gruppen handelt. Zwei kristallographische Punktgruppen
sind genau dann zueinander &dquivalent, weun sie innerhalb der
Ahnlichkeitsgruppe S konjugiert sind (vgl. Abschnitt 3.2.2).

Aufgrund der zwischen den Klassen der endlichen Isometrie-
gruppen bestehenden Isomorphismen (Tabelle 3.2) sind nicht alle
nichtidquivalenten kristallographischen Punktgruppen nichtisomorph.
Es gibt sogar nur 18 Isomorphieklassen von kristallographischen
Punktgruppen (Tabelle 5.2). Man nennt sie such die 18 abstrakten
kristallographischen Punktgruppen.

Fiir die Untergruppen-Relationen innerhalb der 32 kristallo-
graphischen Punktgruppen verweisen wir auf Yale [1], S. 106 oder
Burzlaff/Zimmermann [1], S. 58.

Literatur: Miller [1], Yale [1].

5.3 Die sieben Kristallsysteme

Dreidimensionale Gitter werden geméss der grdssten kristal-
lographischen Punktgruppe, die das Gitter invariant l&sst, ein-
geteilt in die sogenannten Kristallsysteme. Wir wollen zeigen, dass es

genau sieben solche Systeme gibt.

Definition Sei [ eine dreidimensionale Gittergruppe. Die grésste
kristallographische Punktgruppe, die den Punkt P und die
" - Bahn von P, d.h. das Gitter L = [ (P), invariant
l3sst, heisst Ho l oedr i e des Gitters bezliglich P,

Die Holoedrie von [ ist also die Gruppe aller Iscmetrien € , sodass
% (P) =P und - - %‘1 =T, Ist Qe L ein anderer Gitterpunkt und
v(P) = Qmit ve I, so gilt fur die Holoedrie H von beziig~
lich @ v+ Hostv-* = ', d.h. H und H' sind dquivalent. Also sind
die Holoedrien einer Gittergruppe bezliglich verschiedener Punkte

im wesentlichen gleich.
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Tabelle 5.1

Aequivalenzklassen krigtallographischer Punktgruppen

Unsere Bezeichnung Schénflies Intern. Bezeilchnung Kristallsystem

C, Cl 1 triklin

(O 02 2 monoklin

<, C3 3 trigonal

C, Cy 4 tetragonal

Ce Cq 6 hexagonal

D, D, 222 orthorhombisch
Dy D3 32 trigonal

D, Dy L422 tetragonal

D¢ Dg 622 hexagonal

T T 25 kubisch

&) 0 432 kubisch

C, o 1L, I} c, 1 triklin (Hol.)
Cq ¢ 11, T} Cop z monoklin (Hol.)
Cy - 41, I} sy 3 trigonal

Co o f1, 1} Com X tetragonal

C¢ oy, 1% C6h [ hexagonal

D, o1, I} Doy, NN orthorhombisch (Ho!
D, - {1, I} Dz4 3m = 3% trigonal (Hol.)
D, ¢ {1, I} Din 42 2 tetragonal (Hol.)
D, 31, T} Dan £z 2z hexagonal (Hol.)
T {1, 1} T, m3 = 23 kubisch

o <1, 1} 0y, m3m = 432 kubisch (Hol.)
< Cy Cg m =2 monoklin

<, Cq S, 4 tetragonal

¢, ¢ th 6 hexagonal

C, D, Cs mmz orthorhombisch
Cy Dy C3v 3m trigonal

Cq Dy C&ﬂ 4mm tetragonal

C¢ D¢ C6u Smm hexagonal

Dy Dy Doy ﬁZm tetragonal

Dy, o Dayy 6m2 hexagonal

TO T L7m kubisch
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Tabelle 5.2
Isomorphieklassen kristallographischer Punktgruppen

Isomorphieklasse Ordnung Aequivalenzklassen (vgl. Tabelle 5.1)
(Abstrakte Gruppe)

<, 1 Cq

C, 2 Cy Cy-iL, 11 C, Cy

c, 3 Cy

Cq o Cqy Cy Cq

Ce 6 Ce Cye31, I} C,C,

D, 4 D, C, 4L, 1§ ¢, D,

D, D, C; D

D, 8 Dy D, Do
Cq Dy

D, 12 D, D,-{l, I] C,
Dy

Cqeil, 13 8 Cqy-l1, 13

Cceil, I 12 Ccoil, 13}

D, o{l, I} g D, {1, I3

Dyo{l, I} 16 Dyeil, 13

D¢-il, 1} o4 D,-{1, I}

T 12 T

o 24 o TO

T .41, 13 24 T-31, 1}

© {1, 1} 48 O - {1, I}
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Definition Zwei Gittergruppen (oder Gitter) I, , 7, sind im selben
Kristallsystem wenn ihre Holoedrien H,, H,
dquivalente Gruppen sind, d.h. wenn H, H, konjugierte

Untergruppen von & in der Aehnlichkeitsgruppe S sind:
. —-1
o Hyo = H, flir ein ge S.

Die Einteilung von Gittergruppen und Gittern in Kristallsysteme bezieht
sich nicht auf einzelne Gittergruppen bzw. Gitter, sondern auf ganze
Aequivalenzklassen von Gittergruppen bzw. Gittern. Dasselbe gilt flr
die weiter unten {(Abschnitt 5.5) durchgefiihrte feinere Einteilung der
Gitter in die Bravais-Typen.

Die mdglichen Holoedrien mlissen bereits in unserer Liste
(Tabelle 5.1) enthalten sein. Die folgenden Sitze stellen die
Bedingungen auf, die es uns ermdglichen, die Holoedrien aus den

32 Kristallklassen auszuwiZhlen.
Satz 5.3 Die Inversion I ist Element jeder Holoedrie.

Bewels: Die Holoedrie eines Gitters L enthdlt alle Symmetrien des
Gitters, insbesondere auch die Inversion If“nach Satz 5.2
I eine eine Symmetrie von L ist.

Als Holoedrien kommen folglich nur die 11 ungleichsinnigen
Kristellklassen in Betracht, die eine Inversion enthalten (Vgl.
Tabelle 5.1). Aber nicht alle solche Kristallklassen sind Holoedrien:

Satz 5.4 Enthdlt eine Holoedrie H die zyklische Untergruppe &a,
mit n = 3, 4, 6, dann enth&dlt sie auch die Gruppe C, Dn .

Bewelg: Zundchst halten wir fest, dass der gleichsinnige Anteil der
Gruppe CaDa gleich Cu ist. Der Rest der Gruppe enthdlt nur ungleich-
sinnige Isometrien, aber keine Inversionen.(,Dienthdlt n Spiegel-
ebenen durch die Drehachse von C,, .- Es geniigt zu zeigen:i Enthidlt
die Holoedrie ¥ eine Drehachse a der Ordnung n, so enthidlt sie aus-
serdem eine Spiegelebene durch a.

SeigeH eine Drehung um a mit dem Drehwinkel 2%/n unisei ¢ eine Ebene
senkrecht zu a durch den Punkt 0¢ L, den wir als Ursprung des Vektor-
raumes V3 wihlen (Figur 5.4). Ist § ein Gitterpunkt von L (bezliglich
des Ursprungs 0), der nicht auf a liegt, dann ist & (V) - ¥ ein
Gitterpunkt in ¢ , d.h. eine Translation der Gittergruppe, die
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Figur 5.4

parallel zu ¢ verlduft. Die Ebene ¢ enthdlt also nichtverschwinden-
de Translationen der Gittergruppe. Sei Bl ein nichtverschwindender
Vektor minimaler Linge aus ¢ n L. Nach Satz 4.2 kobnnen wir gl in ein
System von Basisvektoren 53, 32, EB von L einbetten und zwar so, dass
32 in ¢ liegt. Wir kdnnen sogar 32 B %(Bl) setzen; denn wenn e £l
ein im Inmmern des durch Ei und %(Eﬁ) aufgespannten Parallelogramms

liegender Vektor ist, denn ist

- -
b, = %(bl) mindestens einer der Gittervektoren
- S ) b - -~
// (‘5 <bl) - a, ('5 (bl) + bl - a,
- -
= /_/ 2 ~¥
/ bl a, a
7 -
g kiirzer als bl - dies 1lst aber unmég-
1 lich (Figur 5.5). Also muss
- - - .
Figur 5.5 b, = fg(bl) sein.
35 liegt sicher nicht in € , wir
konnen §3 aber eindeutig zerlegen in die Form (Figur 5.7)
b, =0+ 7V,
2

wobei U parallel zu a ist und Vv in & 1liegt. Man beachte: U und v
sind i. allg. keine Gitterpunkte. Nun ist aber Cg(BB) . 83 e ¢n L

" - 4 , . N
und g (u) = U, also existieren ganze Zahlen ny, n, s0, dass

-y — N . - —>
g —_ = & — — T )
c5(b3) b «(v) - v n by + rzﬁg(bl/.
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Multiplizieren wir die rechte Gleichung mit gd'und subtrahieren, so

erhalten wir

~

- - - = Y
QF) + §HY) - 2% = n, (b)) - oy (b)) + (n) - ny )by,
5

Offenbar gilt nun (Figur 5.6)
(V) + qfi(Q) = 2cos(2%/n) ¥
- 4 N S
~ %(bl) + & %bl)z 2cos(2%/n) by
\\\%
////
e
o Figur 5.6
Damit erhalten wir ¥V als Linearkombination von %l und %2:
f ~ 2 > _ _ o
(%) 2(cos(2%/n) - 1)v = (nl + nz)b2 + (nl n, 2%003(2ﬁ/n))b1.
Sei ® die Spiegelung an einer Ebene, die a enthdlt und die senkrecht
ist zu %1 (FPigur 5.7). Natlrlich ist dann & (gi) = - Bl umd & {u) = u.

Tl

Figur 5.7

N
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Wir miissen zeigen: <3(Bé) und GS(BE) sind Gittervektoren!

Dazu machen wir eine Fallunterscheidung:

n = 3: Drehwinkel von « ist gleich 2%/3 (Figur 5.8(1)).

(b,) = B, + B, ¢ L. Mit cos(25/3) = -1/2 wird (*) zu
-~ 1 - 1 N
v o=-3 (nl + n,)b, - 3 (2n; - n,)by
s(Vv) = - 1 {(n, + n )(ﬁ + b ) + 1 (¢2n, - n.)b
- 3 1 2 2 1 3 1 2771
- 1 = 2 -
= V-3 (n1 + n2)bl +5 (an - n2)b1
—_ > >
= v+ (nl - nz)bl.

n = 4: Drehwinkel von « ist gleich 2%/4 (Figur 5.8(2)).
- —
G(bz) = b, e L. Mit cos(2%/4) = O wird (¥) zu

2
v o=-3%(n) +ny)b, -3 (n) - ny)by
S(V) = ¥+ (n) - ny)b.

n = 6: Drehwinkel von ¢« ist gleich 2%/6 (Figur 5.8(3)).

G(EE) = ﬁé - E} e L. Mit cos(27/6) = 1/2 wird (*) zu
-3 — -
v = - (nl + n2)b2 + n2b1
S == (n) + ) (b, - B) - nyby
- -
= vV + (nl - n2)b1.
(1) (2)
i
B’j = G’(bq)

Figur 5.8
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In allen drei Fdllen gilt also
g(E’B) = U+ o (V)

¥+ (n, -n)b =b, + (n, -n,)b, e L
+ VvV + nl - n2 1 = 5 + l’l1 - n2 1 [ »

cl

Eine zyklische Untergruppe der Ordnung n = 3, 4 oder 6 exis-
tiert bei allen Kristallklassen, die eine Inversion enthalten, ausser
bei den Klassen Cpofl, I} , C,eil, I} wund Dpejl, I3 . Zudem ent-
halten die Klassen Cpeil, I} ,C e{l, T} ,-C {1, T{und T-{L, I}
keine Untergruppen der Form C, D, . Als Holoedrien erhalten wir dann
genau diejenigen sieben kristallographischen Punktgruppen, die in
Tabelle 5.1 als solche bezeichnet sind.

Die kristallographischen Punktgruppen werden in die sieben
Kristallsysteme klassifiziert gemdss der k1l e in s ten
Holoedrie, welche diese Punktgruppe enthdlt (Tabelle 5.2 und 5.3).

Zum Schluss dieses Abschnitts erwidhnen wir noch die Untergruppen-

struktur der sieben Holoedrien (vgl. Yale [1], S. 111):

O-f1, 1} 2 D,-11, 13 o peir, 13 o cpefr, 11 o Cedn, 13
N N
Deil, I3 2 Deil, I

Literatur: Miller [1], Yale [1].

Tabelle 5.2

Kristallographische Punktgruppen geordnet nach Kristallsystemen

Triklin C, Cpir, 13

Monoklin ¢, c.qt, 1§ C.¢y

Orthorhombisch D, D.-i1, 1} C, 1,
Trigonal Cy Cpefr, 11 D, D,-{1, I] C; Dy
Tetragonal Cy Cofl, 1} ¢,y Dy Dyl I Ca Dy D4
Hexagonal Ce Ccl1, 17 ¢y D¢ Doofl, I} CeD  DyDg

Kubisch T ToiL, 13 o O «{1, 1§ T o
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Tabelle 5.3 (nach Buerger [5], S. 34, 35)

The 32 erystallographic point groups (Schoentlics sy mholx)

Type
Crystal Cui P b I
syslem G, Can Cun By G Dun
.5,, ; ’)uh
Trictinic [ C,
Monodinic Ca C Cop
Ortharhombic Do G ; L.
“Trigonal” Cy Cyy (Can) 1y Ciae g
Tetragomal Cy 5 Cin D, Cy iy i
Hexaponal Cy Can Cean Dy Coo 1 Dy D,
T | on
ometric ‘
Q th
The 32 erystallographic point groups (International symbhols)
Type
Crystal e =y e e - L
system n [ i n na IRURL A2z oM 22
: } m Canomom
o 1S T
Tricddinic 11 :
: i 1
Monoclite 2 2= | = :
i .o
|
: 2022
Orthothomisic 222 2w -
m oo
" | 3.8 s y 2
“Frigensal 33 (m =6 3 3 3 "
: i
. , i . i 22
lelragunal E] 4 - 122 d nt 42m - i
m mom m
. 6 ! — 6 22
Hexagonal 6 [4 2 622 ¢ tinom 62 m g
m o
e e — o _ [ SRS R e e o .
2
23 43 m =3
m
Isometric !
PR
: 132 i
! ntooam
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5.4 Die kristallographischen Punktgruppen der Ebene
5.4.1 Kristallkliassen und Kristallsysteme

Die Einschré&nkung der Kristallographie ldsst von den endlichen
Gruppen C,, D, von Isometrien der Ebene (Abschnitt 3.4) die 10
Gruppen C4, Cp, C4, C4, Ciund D, D, , D, , D, , D, ubrig.
Dies sind die 10 Kristallklassen oder kristallographischen Punktgruppen
der Ebene. Die Holoedrien (Kristallsysteme) sind die grossten Gruppen,
die einen Punkt P eines Gitters und das Gitter selbst invariant lassen.
Die Inversion an P (Halbdrehung um P) ist eine Symmetrie jedes ebenen
Gitters, folglich kommen nur Gruppen mit geradzahliger Multiplizitat
der Achsen in Betracht. Da Ch,eine Untergruppe von D,, ist, kommen
als Holoedrien nur die Gruppen :Dz , I% , I% in Frage. Es gibt in

der Ebene also drei Kristallsysteme.

5.4.2 Typen von ebenen Gittern oder Netzen

Satz 5.5 Enthdlt die kristallographische Punktgruppe eine Spiegelung
an einer Geraden (Holoedrie'Dz }, dann muss das Netz recht-

eckig oder rhombisch sein.
Beweis: Ist A4 ein Gittervektor, der nicht in Richtung der Achse a
der Spiegelung liegt und ist b sein Spiegel bild, so sind a2 + b und
a - E Gittervektoren in der Richtung der Achse a und senkrecht dazu

ol

$

[l

o]
)
wy
+
o
m

R |
Y

Figur 5.9

O
|
oy
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(Figur 5.9). In diesen beilden Richtungen liegen also sicher gewisse

. " d . . " > g g .
seien b, und b. die kleinsten. a + b und a - b miissen

Gittervektoren; 1 5

ganzzahlige Vielfache von Bl und 32 sein, sagen wir
2+ 8 -ub,
3B,

Daraus folgt
gz%gl“"%gz gz%gl‘%gz

Man beachte im folgenden, dass 34 ein beliebiger Gittervektor ist. Es
sind drei F&lle zu unterscheiden:
1. m und n gerade

Offenbar bilden b, und b,

1 2
diese Vektoren aufgespannten Rechteck liegt kein weiterer Gitter-

eine Basis des Gitters, denn im durch

.—}
punkt. Es kann auch keiner auf den Seiten liegen, sonst wéaren bl
g

und b2

rechteckilge

nicht die kleinsten Vektoren. Es ergibt sich das
Gitter (Figur 5.10).

N o . o o . .

. . . o ° . .

* L] L4 > [ 4 [ L ] ®
N

L L J [ J [ ] [ 4

=

[ ] L] L 2 o bl L ] [ 2 ®

[ ] L [ ] [ ] * ] L 4

[ ] [ ] [ ] ® ] L] ®
Figur 5.10C

2. m und n ungerade

Mit m
sy
a
b

Daraus

2x + 1 und n

5 b
Xbl + ¥y 5 +

-

xb

1

lesen wir ab,

-5

— y'bz

-+

2y + 1 konnen wir schreiben:

l —» - \
2(by + by)
1, -

5(bp - by)

B Lo - %) citt
+ b2) und 5( 1~ By itter-



[ ® \. .B)l
] [ ] ® L
[ ] L] [ ]
® [ ] L J L]
Figur 5.11

vektoren sind. Alsc liegt im durch

die Vektoren gi, gé

Rechteck ein Gitterpunkt. Offenbar
A 1, -

bildet das Paar §(b1 + bZ) und

1, o . .
E(bl - bz) eine Basis, denn das

aufgespannten

durch sie aufgespannte Rhombus
enthélt keine weiteren Gitterpunkte,
weder im Inneren noch auf den Kanten

-
{sonst wiren Bi und b2 nicht die

kleinsten Vektoren gewesen). Es ergibt sich das r ho mb i sche

oder zentriert
3. m gerade und n ungerade

Istm=2x + 1 und n = 2y, so wird a = Xgl + ng + 5

rechteckige Gitter der Figur 5.11.

1 > .
= e, also ist

auch % & ein Gittervektor, was unmdglich ist. Dieser Fall (ebenso

m ungerade und n gerade) muss ausgeschloszen bleiben.

Satz 5.6 Enthdlt die kristallographische Punktgruppe eine Vierer-—

drehung (Holoedrie D, ), so muss das Netz gquadratisch sein.

[ ] [ ] [ ] [ ]
L ] [ ] [-] *
[} ® ® [ J
-
b2T
@ [ ] [ ] Qz—*
b,
L e L 4 L
® o [ 2 [ ]
-] ® ® [ ]
Figur 5
Satz 5.7

.1

2

Sei D ein kleinster Gittervektor
und 32 der durch Viertelsdrehung aus
ihm hervorgehende. Dann kann es in
dem durch Gi und gé aufgespannten
Quadrat keine weiteren Netzpunkte

geben, denn sonst ware gi nicht
kleinster Gittervektor gewesen.
Offenber miissen 31 und ﬁé auf
Spiegelachsen liegen. Es ergibt sich
das gquadratische Gitter

der Figur 5.12.

Wenn die Gruppe eine Dreierdrehung enthdlt (Heoloedrie I>s )s

so ist das Netz hexagonal.

Sei b

-
1 wiederum ein kleinster Gittervektor und b2 gehe durch eine

—

Drehung um 2%/% daraus hervor. Das durch b1 und Bé aufgespannte Paral-

lelogramm kann keinen weiteren Netzpunkt enthalten, denn sonst wére
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L ® [ ] [ ] [ ] L] [y
[ [ 2 a [ ] ] [ ] ®
[ ] ® [ ] ® * [
B
’o
L ] [ * @ i @ ® ®
7
1
L ] [ J ] L 3 ® ® ®
[ ] * ® L3 ® [ ®
L 4 [ ] [ ] ® [ ] ® [

Figur 5.13

5& nicht kleinster Gittervektor. Im Falle der Holoedrie D, ergibt
sich also das hexagonale Gitter der Figur 5.13.
In der Ebene erhalten wir also vier verschieden Typen von

symmetrischen Gittern:

Holoedrie Gittertyp

D, Rechteckiges Gitter
Rhombisches Gitter

(Zentriert rechteckiges Gitter)

D, Quadratisches Gitter
D

o Hexagonales Gitter

Literatur: Burckhardt [1].
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5.5 Die vierzehn Gittertypen nach Bravals

Im Abgchnitt 5.3 haben wir gezeigt, dass es hdchstens sieben
Kristallsysteme, d.h. Holoedrien von Gittergruppen oder Gittern gibt.
Mit der expliziten Konstruktion von Gittern (oder Gittergruppen) sollen
im folgenden zwel Tatsachen verifiziert werden:

1. Die sieben kristallographischen Punktgruppen Cp{1, I} ,

Cqoeil, T}, Dpedl, 11, Dyefl, I1, Dpeil, I, Deofl, I}
und ()»%1, I} s i n d Holoedrien, d.h. maximale kristallo-

graphische Punktgruppen eines Gitters.

2. Es gibt genau 14 Typen von Gittern (oder Gittergruppen) im Snne

der folgenden Definition:

Definition Zwei Gitter (oder Gittergruppen) LO’ Ll’ die zur selben
Holoedrie H gehdren, sind vom gleichen T y p, wenn das
eine aus dem anderen durch eine kontinuierliche Gitter-

deformation L 0<t<«1 erhalten werden kann, und zwar go,

-t?
dass wihrem des Deformationsprozesses die Holoedrie Wl

von L in der Holoedrie My von L, enthalten ist: oo H, .

Zur Vermeidung allzu subtiler Ueberlegungen werden wir flr die
Gittertypen geeignete Basisvektoren konstruleren. Zundchst seien
einige allgemeine S&Atze vorausgeschickt, die das Auffinden der
Gitterbasen vereinfachen. Nach Auszeichnung eines Ursprungs von V5
werden wir Gitterpunkte (Gittertranslationen) durch Vektoren reprisen-
tieren. Wir halten ung im wesentlichen wadhrend der ganzen Ableitung

der vierzehn Bravais-Typen von Gittern an Miller [1].

5.5.1 EinfUhrung einer Basis

susser C,«§1, I}lenthalten alle sieben Holoedrien eine 2-, 4=
oder 6-zdhlige Drehachse a sowie eine Spiegelung <, an einer Ebene ¢
senkrecht zu a. Sei « eine Drehung um den Winkel 2%/n, n = 2, 4, 6,

um a. Wir suchen eine Basis flr ein Gitter L, das « und &, als
Symmetrien besitzt. Es ist immer mtglich Basisvektoren Bl’ 32, 35

fir L so zu wghlen, dass bl und gé in ¢ liegen. Denn zunichst gilt
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Figur 5.14

Satz 5.8 Jede Symmetrieebene eines Gitters, die einen Gitterpunkt C

enthidlt, ist eine Netzebene des Gitters.

Beweis: Sei & die Symmetrieebene, die durch den Punkt O e L geht. Wir
wihlen 0 als Ursprung. Sind §1, 32 zwel Gitterpunkte, die nicht in

-3

einer Ebene mit a liegen, so sind §l + 65(51) und &, + Gi(gz) linear

unabhningige Gittervektoren in ¢ (Figur 5.14). Mit Satz 4.2 lassen sich
2
daraus Basisvektoren bl’ gq von ¢ n L gewinnen,

- o ‘% .
Wir schreiben nun b5 in der Form

€3=G+'\7
mit U parallel zu a und v ¢ ¢ (Figur 5.15).

Man beachte, dass das Volumen [BI’BZ’BB] gleich ist wie
= - e = - Ead
t 7 | - _ =
das Volumen [bl’bz’b3] mit b3 = b3 + myb, + m B, und my, m, in Z.

o'l

—
N

Figur 5.
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-ty
Also sind auch E&, 32, bé Basisvektoren des Gitters L. Wir wollen

diese Freiheit in der Wahl von 33 im folgenden beniitzen.
Wegen «(Q) = U folgt
o

CS(B5) - b5 = <g($) - $ = nlgl + n2€2e enl,

Gesucht sind hier die Variationsmdglichkeiten von v, die die m@glichen

Vektoren 35 festlegen. Wir machen eine Fallunterscheidung:
n=2: @¥) =-V
A -+ — -
Daraus wird mit b, = u + v
B o-2+Llni +Lng
T N T B M)

Die Freiheit in der Wahl von Sé erlaubt uns, beliebige ganz-
zahlige Viglfache von gl und %2 zu addieren. Je nachdem,ob die
ganzen Zahlen Ny, N, gerade, oder ob eine gerade und die andere

ungerade oder ob beide ungerade sind, erhalten wir die vier

Moglichkeiten:
1. b, = o 5. b, =1+ % b
- by = u -+ by = u+ 3 by
-sw_,) l—«» m_., l‘—* i—a
3. b5 =U + 3 b2 L, b3 =u+ 3 b1 +2b2

- -

b1 und b2 wurden von uns nicht eindeutig festgelegt. Deshalb
sind diese vier F&dlle nicht alle verschieden. Ingbesondere ver-
tauschen sich die Fédlle i. und 3.; wenEAgl mit 32 vertauscht
wird. Ersetzen wir noch b2 durch bl + b2, so fallt 4. mit 3. zu-
sammen. Dasselbe Gitter kann nicht eine Einheitszelle der Form
1. und eine Einheitszelle der Form 2., 3. oder 4. haben.
Denn es gibt keine ganz z a hl i ge lineare Substitution
mit Determinante + 1, welche eine solche Basistransformation
vermittelt.

.,

Fir die Fdlle n = 4 oder n = 6 verwenden wir die Ergebnisse aus dem

-
Beweis von Satz 5.4. Man kann dabei b. als den kiirzesten Vektor in

1
.. . = —
¢ 1 L wihlen; dann wird b, = & (b, ).
-+ - 1 — 1 -
:l' = - L —
n b b3 u + 2(n2 n2)b1 2(n2 + nl)b2
Nun sind n, + n, gleichzeitig gerade oder ungerade; also liefert

2 -1
die Addition von ganzzahliegen Vielfachen von gi und gZ die

beiden Normalformen

LB, -G SR A
.3—11 2. 3—U+ 1+22

N
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-y

b, - (n1 + n2)b2

-» -
n==6: b, =u+

3 kel
. g - . .
Die Addition von (nl + nz)bz - n2bl reduziert dies zu
- s
1. b3 =u
Hier kann also b3 immer senkrecht zu E} und b2 - Cg(gi) ge-

wahlt werden.

Mit diesen Vorbereitungen gehen wir an die Konstruktion der
moéglichen Gittertypen flr eine Holoedrie., Wir werden uns auf die
hier vorgestellte Klassifizierung der moglichen Vektoren Bé dauernd
berufen und verwenden diescelben Bezeichnungen. Zudem bezelchnen wir
mit Z, g, ¢ die von den Kristallographen verwendeten erzeugenden

Vektoren fiir ein angepasstes Koordinatensystem (vgl. Abschnitt 5.5.9).

5.5.2 Die kubische Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: O °f1, 11.(Volle Symmetriegruppe
eines Wirfels). Es gibt 2-, 3- und 4-z#hlige Drehachsen.
Sei a eine vierz#hlige Drehachse (n = 4) der Gruppe O-{1, I3.

-

Fall 1.:b,, b,, b, paarweise senkrecht, 1b,) = 1B 1, B, parallel a.
Lass 20 By Por Py ’ 1 27 73

Nun hat (Do{l, I}vier gleich weit voneinader entfernte Drehachsen

. in der Ebene ¢ , es liegt also mindestens eine dieser Achsen, nennen

Figur 5.16
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e
wir sie al,zwischen b1

z&hlig. Jedenfalls muss eine Drehung um ay mit dem Winkel & das durch
B&, 32 aufgespannte gquadratische Gitter in sich Uberfiihren. Folglich
ist aq die Winkelhalbierende von El und Eé. Eine 7/2-Drehung um al

fihrt 31 und Bé in Punkte iber, die nicht zum Gitter gehdren (da nach

und 52 (Figur 5.16). a; ist zweizdhlig oder vier-

Voraussetzng Bl’ 32, 33 eine Einheitszelle aufspannen). Also kanﬁ»al
nur zweizdhlig sein und die vierzihligen Achsen verlaufen léngs b1

und gé. Daraus folgt sofort |5}| = lﬁil und danmit sind alle Basis-
vektoren gleich lang. Die Einheitszelle ist also ein Wirfel. O {1, 13
ist sicher eine Symmetriegruppe des so erzeugten Gitters. Man nennt es
das primitive oder einfache kubische Gitter.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

2-3 b =5 2 =1

g = by = b, ¢ = b,.
Fall 2.: b. xrecht b., b1 = Io.d,b. =0 + 2% + =1
a .: by senkrec o 1Dl = Ibyly by = u+ 50y + 5D,
s N S > - -
Wir setzen b, := 2u = 2b5 (bl + bz)

Wiederum liegt in £ ein quadratisches Gitter, also muss die zwel- oder

>
vierzdhlige Achse ay auf einer Winkelhalbierenden von %1 und b2 liegen.

Figur ©.17
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a, ist eine vierzdhlige Achse (Figur 5.17):

1
gu liegt offenbar in der Ebene aaq . Félglich muss eine ¥/2-

Dﬁehung 33 in Ei oder gé Uiberfihren, d.h. alle Basisgsvektoren
sind gleich lang. Damit wird |B,\= /2 (8] . B und §2 liegen
nun auf zweizdhligen Achsen. Damit sind sowohl die Basis~
vektoren, sowie alle Achsen der Gruppe O -{1, I]bestimmt. Es
bleibt zu zeigen, dass ein Gitter mit dieser Basis tatsichlich
die volle isometrische Symmetriegruppe C)v{l, I}hat. Dies 1ist

an der konstrulerten Einheitszelle nicht sofort einsichtig.
Geeigneter daflir ist eine Zelle, deren drei erzeugende Vektoren
auf den vierzéhligen Achsen liegen. Diegs erreichen wir mit den
Vektoren 31 + Bé, Bl - gz und ga; sle spannen elnen Wirfel W
auf. Aus Figur 5.17 liest man sofort ab, dass alle Seiten-
mittelpunkte dieses Wirfels Gitterpunkte sind. Das dadurch
entstehende Gitter wird decshalb f 1l 8 chenzentrzrier
t e s kubisches Gitlter genannt. Der das Gitter erzeugende
Wirfel W besitzt die volle isometrische Symmetriegruppe O-ilL, If
ist aber keine Einheitszelle, denn er hat ein viermal so grosses

Volumen wie eine sclche:

N
o'y

3E"E7

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:
..,_‘—v-w) —>_—>l—) .,_—)
d = by b2 b = by + b2 c = b&'

a, ist eine zweiz#hlige Achse (Figur 5.18).

1

Die vierzdhligen Achsen liegen lings 81 und 32. Wir betrachten

vieder den Gitterpunkt B, = 283 - (El + €2). Es gibt keinen

Gitterpunkt zwischen dem Ursprung 0 und 34~ Folglich geht beil
-

einer ¥/2-Drehung léngs Bi der Punkt SA in +Bé oder -b,, iber

.
z

(Figur 5.18). Damit ist igi} = lgzl = |gqi und somit ist
—> - — — . . . i - -
2b5 = by o+ b2 + bq bestimmt. Wiederum macht die durch bl, Do,
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Figur 5.18

33 aufgespannte Einheitszelle die Symmetrie des Gitters nicht
evident. Die Symmetrie lé&sst sich erst durch die Einfihrung

giner anderen Zelle sichtbar machen. Und zwar betrachten wir
dazu den durch gl’ 32, BA aufgespannten Wirfel. Alle seine Ecken
und sein Mittelpunkt sind Gitterpunkte und er erzeugt dasselbe
Gitter wie die Basis b , 32, 33. Dieses Gitter nennt man deshalb
innenzentriertes kubisches Gitter. Wiederum

ist der durch gi, b2, 84 erzeugte Wirfel keine Einheitszelle;

er hat das doppelte Volumen einer solchen:

o o d - d = -~ e N e _ had = =
[bl,bz,bh] = [bl,b2,¢b3 - (b + bz)] = 2[01,b2,b5].
Offenbar hat unger Wirfel die volle isometrische Symmetrie-

gruppe O-<il, I} .

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Kcordinatensystems:

- - - -
a = bl b = b2 He

Es gibt daher drei wesentlich verschiedene Typen von kubischen Gittern:

- -
c =Db

das primitive, flichenzentrierte und innenzentrierte kubische Gitter.
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5.5.3 Die hexagonale Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: D.-{l, I}
Entsprechend zum Falle n = 6 im Abschnitt 5.5.1 kénnen wir Basis-
vektoren gj, Sz, 33 finden, sodass B senkrecht zu 61 und Bé,

4:(Bl,ﬁé) = /% und Io}l = Iﬁzl ; 165! ist beliebig (Figur 5.19).

Figur .19

Es ist klar, dass ein durch diese Basis erzeugtes Gitter, das
primitive hexagonale Gitter, die volle Symmetrie-
gruppe D {l, I}hat. Es gibt also nur ein hexagonales Gitter, d.h.
nur ein Gitter mit der Holoedrie D.e{l, I1 .
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

-

- -~ -
a = b1 b = b2

- o
c = b,
5

5.5.4 Die tetragonale Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: I)q°§l, T}.

Sei a die vierzdhlige Drehachse von IL'o{l, 1}.

P B, b, b ' ol =151, © 2
all 1. b', b b3 paarweise senkrecht, bl = b2 s b3 parallel a.

27
Offenbar hat ein durch diese Basis erzeugtes Gitter die volle iso-
metrische Symmetriegruppe Dg,¢il, I} ; man nennt es das p r i m i-

tive tetragonele Gitter. Damit die Symmetriegruppe
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o ,

Figur 5.20

e

O - {L, I} nicht auftreten kann, muss |§3| £ Igll sein (Figur 5.20).

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

2-% b=B, &-3
a = by = b, ¢ = Dby
~ - - N = = > 1_' bt _]; =
Fall 2. bl senkrecht bg, lbl! = lbz‘,b3 = U+ 3 bl + 5 b2.
Wir setzen b, 1= 2U = 21‘53 - (b, + by) (vgl. Figur 5.21).
Zwizhen E’a und O liegt kein Gitterpunkt. Die Vektoren by, 62, 5,
sind paarweise orthogonal. IL;{I, I} hat vier zweiz#hlige Drehachsen in ¢
wobeli offenbar Je eine léngs gl und Bé liegt, und die Ubrigen beiden
die Winkelhalbierenden von ﬁi, 32 sind. Der durch Bl’ S?, 34 auf-

Y

gespannte Quader enthidlt b5 als Mittelpunkt. Alle anderen Gitterpunkte
liegen auf den Ecken. Das durch diesen Quader erzeugte Gitter hat

sicher Dgil, I} als volle isometrische Symmetriegruppe. Aber D, < {L, 1}

jos)

Figur 5.21
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ist nur dann die Holoedrie, wenn IEAI £ Igf; sonst 1ist C)O{l, I%

die grosste kristallographische Punktgruppe, die das Gitter invariant
lisst. Es gilt wieder: [31,82,1?4} = 2[81,82,’33], d.h. der Quader ist
keine Einheitszelle. Man nennt das eben konstruierte Gitter das
innenzentrierte tetragonale Gitter.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

2 =5 b=50. &=5o
a = by = b, ¢ = b.

Das Kristallsystem mit der tetragonalen Holoedrie enth8lt also zwel

Typen von Gittern, das primitive oder einfache Gitter und das innen-

zentrierte Gitter.

5.5.5 Die trigonale Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: Ihvil, 1}

Sei a die dreizdhlige Achse von Iﬁoil, Jund sei £ wieder eine zu

a senkrechte Bbene. Wir missen nun fUr dreizdhlige Achsen diesselbe
Analyse machen, wie flr die 2-, 4- und 6-zBhligen Achsen im Abschnitzt
5.5.1. Sei « eine Drehung mit dem Winkel 2%/3 um a. Aus den Ueber-

Y
\
!
//

4

Figur 5.22
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legungen im Beweis von Satz 5.4 schliessen wir zusammen mit Satz 4.2,

dass wir Basisvektoren 31’ 32, 33 so wahlen kénnen, dass 81 minimale
Linge hat in & und 62 = (S<gl)° Es sei wieder 53 =4+ vomit d
parallel a und ve ¢ . Sei Ye Eﬁa{l, I} eine Drehung um den Winkel
¥/3 um die Achse a, gefolgt von einer Spiegelung &, an ¢ . Natlr-
lich ist
e _ , -3 _ - - — o =
w(a) = - u <4(b1) = by + b, ¥ (by) = 1
Weiter muss gelten:
) -5 -~ _ (2 = o g
w(bB) + b3 = w(v) + v = n b, + n,b, e 20l
wobei n,, n, ganze Zahlen sind. Wenden wir auf diese Gleichung ly_i
an, so erhalten wir
- - - —> -
v+ ¢t @) = (n, = ny)by + n,b,.
Die Addition der beiden Gleichungen liefert
- -1, 5 = g -
YA(v) +9 (V) + 2v = (nl + n2)b1 : (2n2 - nl)bZ’
Nun ist (Figur 5.23)
©(¥) + ¢ M F) =¥
und damit
| 1 -+ 1., _ =+
b3 = U+ 3 (nl + nZ)bl + 3(¢n2 nl)b

<¢

ren. Es gibt zwei Falle:

Figur 5.23
1. nl und n, sind durch 3 teilbar:
d -
b3 = u
2. Mindestens ein n, ist nicht durch 3 teilbar (i = 1, 2):
— 1 — - 3_ — —
b3 u+ 3 nl(b1 - bg) + 3 nz(bl + 2b2).

—

Durch Addition von —n2b1 geht dies lber in

= - 1 N =~ =¥
b, = u + 3(nl - 2n2)(b1 - b2).

Wiederum dlirfen wir beliebige ganz-

zahlige Vil fache von gl und 32 addie-

2
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Nach Voraussetzung ist

(n, - 2n2) =+ 1 (mod 3).

1

Man kann also immer erreichen, dass

hd - 1 hd -
Da die Orientierung von 51 und gé willkiirlich ist, sind die beiden

Vorzeichen dquivalent.

Wir gehen zur Konstruktion der Gitter Uber:

—

Fall 1. Wghlen wir El, b1 + Eé und 5} = U als erzeugende Vektoren
der Einheitszelle, so ist sofort klar, dass das Gitter die volle
isometrische Symmetriegruppe TD‘°{R, I}hat. Dies darf aber nicht sein,

also ist 83 4 0. und Fall 1. scheidet aus.

—

Fall 2. Offenbar gibt es zwischen 3& = 3b3 + Bi - Bz und dem Ursprung O
keine weiteren Gitterpunkte. 1)3°il, T}hat drei gleichmissig verteilte

—
zweii?hlige Achgen in € . Mindestens eine davon muss alsc zwischen b1
und b2 liegen. Sie muss sogar Winkelhalbierende dieser beiden Richtungen

- N

sein, denn sonst wilrden bl und b2 nicht auf Gittervektorennﬁbgebiidet
werden. Die beiden Ubrigen Achsen liegen folglich entlang bl und b2, und
die drei senkrechten Spegelebenen halbieren die Winkel zweier aneinander-

~ -
liegender zweizihliger Achsen. Ein durch die Basisvektoren Bi, bp, 53

erzeugtes Gitter, das sogenannte primi tive trigonale
Gitter, hat tatsidchlich Dsﬂﬁq I} als volle isometrische Symmetrie-
gruppe (Figur 5.22).

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Kcordinatensystems:

¢ = 3.

- = -a_-.—»
a = b2 b = b1

5.5.6 Die orthorhombische Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: D,-{1, I}

Sel a eine zwelizdhlige Symmetrieachse von I%°il, 1] . Wegen Satz 4.2
konnen wir minimale Basisvektoren Bl’ Bé in einer Ebene ¢ senkrecht
zu a konstruieren. Gemdss Abschnitt 5.5.1 haben wir zwei Fédlle zu

unterscheiden:



Figur 5.24

Fall 1. BB ist parallel zu a.
Wir erinnern daran, dass I§°il, Il =zweil senkrecht aufeinander stehen-
de zwelzdhlige Achsen ays 85 in der Ebene ¢  hat, sowie zwei Spiegel-
ebenen, die die winkelhalbierenden Ebenen von a1, 2, sind und durch

a gehen. Die mdglichen ebenen Gitter mit den obigen Symmetrien sind
nach Satz 5.5 das ebene rechtwinklige Gitter (Figur 5.10) und das

ebene rhombische oder zentriert rechtwinklige Gitter (Figur 5.11). Im
ersten Fall entsteht das primitive orthorhomnmbi-

s ¢ he Gitter (Figur 5.24) und im zweiten Fall das b a s i s-
zentrierte orthorhombische Gitter (Figur 5.25). Die basis-
zentrierte Zelle des letzteren ist zweimal so grogss wie die Einheits-
zelle. Man beachte, dass 3);{&, I} nur dann die volle isometrische

Svmmetriegruppe des primitiven ortherhombischen Gitters ist, wenn

Figur %.25
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2 3

B ) B, und B alle verschiedene Lidnge haben. Der Zwischenwinkel von
B, und 52 im Falle des basiszentrierten orthorhombischen Gitters darf

1
nicht %/2 oder %/3 sein, sonst ist ZD2°{E, I} nicht die volle iso-
metrische Symmetriegruppe.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

3-8 B-8 =3,
Fall 2. §3 ist nicht parallel zu a. .
Wir haben drei dquivalente Mdglichkeiten zur Wahl von b5 (vgl. Abschnitt

5.5.1). Wir setzen

b, = u + 5 bl + 5 b2.

Als ebene Gitter kommen wieder nur die zwei schon oben erwidhnten Typen
in Frage:
I. In t 1liegt ein rechtwinkliges Gitter (Figur 5.26).
Die Vektoren Bl’ BZ und 24 = 285 - (Sl + gz) sind paarweise senk-
recht aufeinader stehende Gittervektoren, die einen Guader auf-
spannen., Er enthdlt, ausser den Eckpunkten, nur noch den Mittelpunkt
als Gitterpunkt. Das Gitter heisst deshalb das i nn e n-
zentrierte orthorhombische Gitter. Damit I)tciﬁ, I} die
volle isometrische Symmetriegruppe dieses Gitters ist, muss Igll # 1321
sein, sonst wire Dg¢{l, I}die volle Symmetriegruppe. Das Volumen des
das Gitter erzeugenden innenzentrierten Quaders ist zweimal so gross
wie die Einheitszelle.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Kocrdinatensystems:
-

Figur 5.26



Figur 5.27

IT. In ¢ 1liegt ein rhombisches Gitter (Figur 5.27).
Die Vektoren gl + 32’ %l - %2 und 2U = 235 - (Bl + ﬁé) stehen
paarwelise senkrecht aufeinander und erzeugen wieder einen Quader.
Er hat das vierfache Volumen der Einheitszelle. Dieser Quader enthidlt
offenbar Gitterpunkte in allen swminen Fl&ichenmitten und Ecken. Deshalb
heisst das durch ihn erzeugte Gitter das fla chenzentrier-
t e orthorhombische Gitter. I)zofl, I} ist nur dann die volle iso-

metrische Symmetriegruppe dieses Gitters, wenn Bi und Bz kein Quadrat

aufspannen.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystemns:
- - s g —+ -
a = b1 b = b2 c = 2u.

Das Kristallsystem mit der Holoedrie Dloil, I} enthilt also vier ver-
schiedene Typen von Gittern, das primitive, das basiszentrierte, das

innenzentrierte und das fléchenzentrierte crthorhombische Gitter.

5.5.7 Die monokline Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: C,-{1, I
Sei a die zweizahlige Symmetrieachse von C,¢{lL, I} . Die Basisvektoren
Bl und 32 konnen so gewidhlt werden, dass belde in einer Ebene £ senk-

recht zu a liegen und minimale LZnge haben (Satz 4.2).
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Figur 5.28

Eall 1. 55 ist parallel zi a (Fiﬁgr 5.28).

b3 ist also senkrecht zu bl und b2 und erzeugt mit diesen zusammen die
Einheitszelle des primitiven monokli1inen Gitters.
Czoil, I} ist natlirlich nur dann eine Holoedrie dieses Gitters, wenn
die Einheitszelle nicht mit der Einheitszelle des primitiven ortho-
rhombischen, tetragonalen, trigonalen, hexagonalen oder kubischen
Gitters zusmmenfallt.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Kcordinatensystems:

- - fand - - —
g =B b = b, ¢ = bs.
Fall 2. 13’3 ist nicht parallel zu a (Figur 5.29).
Wir wihlen 1"53 =0+ 32% "132 (vgl. Abschnitt 5.5.1). Dann liegt
- - - — . . Y - - .
bh d= 2u==2b3 - b2 auf a. Die Gittervektoren bl’ b2, bh erzeugen ein
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basiszentriertes monoklines Gitter. Ausser den Eckpunkten enthdlt diese

> -
Zelle noch b3 und b3 + gl

Flachen als Gitterpunkte. C2 °{R, Il ist nur dann eine Holoedrie

als Mittelpunkte zweler gegeniiberliegender

dieses Gitters, des sogenannten b a s i szentrierten
moncklinen Gitters, wenn gl nicht auf 32 senkrecht steht.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems:

& =1 B =D, g = 28,
" . > 5 1l = 1l = : . .
Wéhlen wir dagegen b3 =u+ 3 bl + 5 b2, so entsteht eine innenzentrier-
te Zelle (Figur 5.30).

5.5.8 Die trikline Holoedrie

Kristallographische Punktgruppe: C {1, I}.

Da jedes Gitter die Gruppe C,{l, I} £ {1, I} als Symmetriegruppe be-
sitzt, ist C, {1, I} die Holoedrie aller jener Gitter, die nicht einer
der oben erwdhnten 13 Typen angehdren. Wir kdnnen eindeutig drei

10 gg, 63 angeben, die alle minimale Lange haben

(Figur 5.31). Diese erzeugen eine Einheitszelle des pr imi t iven

. o d
Basisvektoren b

triklinen Gitters.

Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinaterisystems:

2 =5 b=Db d=5%

a = 1 2 3.



- 100 -

5.5.9 Zusammenfassung

Krigtallographische Koordinatensysteme

Mit der expliziten Konstruktion der Bravais-Gitter-Typen
in den obigen Abschnitten haben wir einerseits gezeigt, dass die
sieben Kristallsysteme tatsdchlich Holoedrien gewisser Gitter sind,
und andererseits festgestellt, dass es genau vierzehn Typen von
symmetrischen Gittern, eben die vierzehn Bravais-Gitter-Typen, gibt.

Jede Gruppe in einer der 32 im Abschnitt 5.2 aufgestellten
Klassen von Gruppen (Kristallklassen), sind tatsdchlich kristallo-
graphische Punktgruppen. Beweis: Ist G eine Gruppe in einer der %2
Klessen, dann ist G Untergruppe mindestens einer der sieben Holoedrie-
Klassen. Ist L das primitive Gitter diser Holoedrie, dann ldsst @G
sicher das Gitter L invariant, ist also eine kristallographische
Punktgruppe.

In Tabelle 5.5 haben wir die vierzehn Typen von Eravais-Gittern
mit ihren notwendigen Bestimmungsstiicken und der Anzahl der freien
Parameter zusammengestellt. Die am Anfang des Abschnitts 5.5 gegebene
Definition des Gittertyps mit Hilfe eines Deformationsprozesses
kann nun etwas anschaulicher gefasst werden. Unter einer kontinuier-

lichen Gitterdeformation verstehen wir die kontinuierliche Aenderung
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eines oder mehrerer Bestimmungsstiicke (vgl. Tabelle 5.5) des Gitters.
Dabei kann die Symmetrie nie abnehmen, wie das auch in der Definition
gefordert wurde.

Zur bequemen Begchreibung von Kristallstrukuren verwenden die
Kristallographen flir Jjede Holoedrie ein eigenes Koordinatensystem.
Dieses wird charakterisiert durch die erzeugenden Vektoren 3, E, c
und deren Zwischenwinkel o = ¥ (b,8), =¥ (3,3),v-¥ (3,B).

Wir haben Jjeweils beil der Konstruktion der Bravais-Gitter-Typen die
erzeugenden Vektoren des Koordinatensystems kurz angedeutet. Tabelle
5.6 fasst die Ergebnisse zusammen und Tabelle 5.7 zeigt die ent-
gprechenden Zellen, dle durch die Vektoren a2, E, c aufgespannt werden,
samt den darin vorkommenden Gitterpunkten.

Fir spateren Gebrauch (Abschnitt 6.3) notieren wir noch zwei
Sétze, die sich als unmittelbare Folge aus den Ueberlegungen
im Zusammenhange mit der Ableitung der vierzehn Typen von symmetri-

schen Gittern ergeben.

Satz 5.9 Jede Symmetrieachse eines Gitters durch einen Gitterpunkt O

ist eine Punktreihe des Gitters.

Jedes Gitter besitzt als volle isometrische Symmetriegruppe die Holo-
edrie des entsprechenden Kristallsystems. Betrachten wir die geome-
trische Anordnung der Symmetrieelemente in einer Holoedrie, so folgt

unmittelbar der

Satz 5.10 Besitzt ein Gitter eine Symmetrieachse von gerader Ordnung
(n =2, 4, 6), so besitzt es auch eine Symmetrieebene senk-

recht zu dieser Achse, und umgekehrt.

Einen direkten Bewels dieser S&tze aus den sllgemeinen Eigenschaften
von symmetrischen Gittern, zusammen mit viden weiteren schénen Sdtzen,

findet man in Bravais [1].
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Tabelle 5.5

Die vierzehn Bravais-Gitter-Typen

Kristallsystem Notwendige Gitter-Typ Anzahl der
Bestimmungsgtiicke Parameter
R . o > =3
Triklin !bll,lb2|,|b3|
alle drei Zwischenw. Primitiv &
Monoklin I*li,|g2[’]55| Primitiv
¥ (B,,8,) Primitiv I
5. ,leL, I8,
%’(bl,b?) Basiszentriert 4
Orthorhombisch ‘Eat,lﬁé[,lgél Primitiv 3
= = oy . s
IElt,IE2l, %f(bl,bz) Basiszentriert 3
lbll,|b2i,|ﬁ| Innenzentriert 3
= - = _—v - .. i ) -
Ib1+b21’|b1 b2|,|u| Fliachenzentriert 3
Tetragonal lBil,|B | Primitiv 2
lblj’lbul Innenzentriert 2
Trigonal h'a'll , [ Primitiv 2
Hexagonal 151|,|§5| Primitiv b
Kubisch |5, Primitiv
|51[ Innenzentriert
l51+32| Flachenzentriert
Tabelle 5.6

Erzeugende Vektoren der kristallographischen Koordinatensysteme

Kristallgystem  Holoedrie Liange der erzeu- Zwischenwinkel
genden Vektoren
Triklin C1o{1, I a, b, ¢ versch. o« , 3,y versch,
Monoklin C,ef1L, T} a, b, ¢ versch. % =d=p# ¥
Orthorhombisch D,e{L, 1} a, b, ¢ versch. d = 3=y = %
Tetragonal Dyefl, I} a=Db#c 4= pg=y= z
Trigonal Daefl, I} a=Db#c 5= d=p#7=
Hexagonal D-ilL, 1t a="b#c wie trigonal
Kubisch O -{L, T} a=b=c¢ A= =y :’%

w3
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Tabelle 5.7

Die Koordinatenzellen der vierzehn PBravais-Gitter

Triklin

Monoklin

Crthorhombisch

Tetragonal

Trigonal

Hexagonal

Kubisch
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6 Geometrie der Gitter

Wir studieren die geometrischen Eigenschaften von Punktgittern
im Raume. Wie wir wissen, gibt es zu jedem Gitter L eine Basis Bl’ 52,
53, deren Vektoren eine Einheitszelle aufspannen: [31,52,63] = 1.
Ein beliebiger Punkt X des Gitters L kann dann - sofern ein Ursprung O

festgelegt wurde - in der Form (die Exponenten bezeichnen hier Indi-

zes) - . N .
X = 0X = xlgi + x2b2 + ij3 nit Xle V4

dargestellt werden und umgekehrt gehodrt jeder Punkt mit dieser Dar-

stellung zu L. Wir bemerken noch, dass natirlich Jjeder Punkt des Gitters

als Ursprung gewdhlt werden kann.

6.1 Rationale Ebenen (Affine Geometrie der Gitter)

Wir gehen aus von einem Parallelkoordinatensystem, dessen
Ursprung O wir das Zahlentripel (0,0,0) zuordnen. Die Einheitsvektoren

-

des Koordinatensystems seien gegeben durch die Basisvektoren Bi, b2’

5’3 eines Gitters L. Ein Punkt X mit

X = 6& = xlﬁi + XZEE + x383 mit Xie Zz
erhdlt dann die Kcordinaten (xl,xz,XB}, die gleichzeitig die Komponenten
des Ortsvektors ¥ = OX von X darstellen.

Die Verbindungsgerade jJe zweier Gitterpunkte enthd@lt unendlich
viele Gitterpunkte; sie bilden ein eindimensionales Teilgitter (Punkt-
reihe) des dreidimensonalen Gitters L. Denn die Gerade durch (0,C,0)

= =
2,x“) enthidlt alle Punkte mit (nxl,mxz,nxj), wobei n ganz-

und (xl,x

zahlig. Ist d der grosste gemeinsame Teiler von xl, x2, Xj, so liegt

der Gitterpunkt (xl/d, xz/d, xj/d) ebenfalls auf obiger Geraden und der
entsprechende Vektor erzeugt die Translationsgruppe des eindimensionalen
Gitters. Man nennt einen Gitterpunkt (Xl,x2,x3) sichtbar (vom

Ursprung O aus), wenn Xl, x2, X3 teilerfremd sind.
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Drei beliebige nichtkollineare Punkte aus L bestimmen eine
Ebene, die ein zweidimensionales Teilgitter enthidlt. Denn aus drei
Gitterpunkten konnen zwei Vektoren U und Vv mit ganzzahligen Kompo-

nenten gebildet werden:

— - - —>
u=1ubhb, + U b, + u 3

<d

1 -
=v bl + v b2 + v 3
Sind r und s ebenfalls ganzzahlig, so i1st Jjeder Vektor der Form
ril + sV ebenfalls ein Vektor des Gitters. Eine Parallelebene durch
einen bel¥bigen Gitterpunkt enthidlt ein kongruentes Teilgitter. Dies
ist unmittelbar klar aus den Eigenschaften des Gitters und der Gitter-
gruppe. Wir kdnnen uns also alle Gitterpunkte auf eine unendliche
Folge paralleler Ebenen, den sogenannten r a t i onalen
EDbenen, verteilt denken.

Als Verbindungsebene dreier Punkte mit ganzzahligen Koordinaten

kann eine rationale Ebene auch durch eine Gleichung der Form

pxt + Bx® + Cx° =D mit A, B, C, DeZ

représentiert werden. Sie schneidet die Koordinatenachsen in den Ab-
schnitten D/A, D/BE, D/C, woraus die Bezeichnung "rationale Ebene"
entsprungen ist. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit diirfen wir anneh-
men, dass der grosste gemeinsame Teiler von A, B und C gleich 1 ist.
Denn wdre er gleich d, so miisste auch D durch d teilbar sein, und somit
waren beide Seiten der Geradengleichung durch 4 teilbar.

Es gilt sogar die Umkehrung: Jede Gleichung der Form

Axt + Bx® + Cx° = N mit A, B, C, Ne2Z (1)
mit A, B, C teilerfremd, stellt eine Ebene dar, die ein zweidimensio-
nales Teilgitter enthidlt.

Bewels: Wir zeigen zunZchst die Existenz einer ganzzahligen L8sung von
(1); daraus ldsst sich dann eine lineare Parameterdarstellung aller
Losungen ableiten. Der grosste gemeinsame Teller von A, B, C sel 1.
Ist A = 1, so kionnen wir x2 und X3 belibige ganzzahlige Werte erteilen
und (1) nach Xl aufldsen. Flir diesen Fall ist nichts mehr zu bewelsen.
Sei jetzt A>1; wir betrachten die Menge

J =} AxT + BxZ + Cx° : xl, xz, ey i.



- 106 -

Wegen JZ = ZJ < J 1ist J ein Ideal in Z. J ist in Z auch Haupt-

ideal (wie Ubrigens jedes Ideal in Z), d.h. J besteht aus den Viel-
fachen eines einzigen Elementes. Denn sei d das kleinste positive
Element in J und N ein beliebiges weiteres Element aus J. Dann gibt

es ganze Zahlen g, r 80, dass N = gd + r mit r<d. Nun enthdlt J zu
zwel Elementen offenbar auch immer deren Differenz, also ist

N - gd = reJ. Wegen r « d steht dies im Widerspruch zu unserer
Annahme; eg muss also r = O und N = gd sein. Somit ist Jedes Element
der Menge J ein Vielfaches von d. Da A, B, C auch in J liegen, muss d,
als gemeinsamer Teiler, gleich 1 sein., Damit ist J = Z und (1) hat flr
Jedes Ne Z mindestens eine Ldsung in Z.

Wir kommen zur linearen Parameterdastellung aller Ldsungen von (1).
Obwohl eine Verallgemeinerung unserer Ueberlegungen auf n Dimehgionen
unproblematisch ist, wollen wir uns der Anschaulichkeit halber auf drei
Dimensionen beschrinken. Sind u’ := (ul, uz, uB) (Vl, VZ, VB)
Losungen von (1), so ist die Differenz ut - v! eine Losung der homogenen

i
und v =

Gleichung. Umgekehrt liefert die Addition einer beliebigen L&sung der
homogenen Gleichung zu einer Ldsung u! von (1) eine neue L&sung der
inhomogenen Gleichung (1). Folglich ergeben sich aus einer vollstin-
digen Erfassung aller Losungen der homogenen Gleilchung

Axl + Bx® + Cx5 =0 (2)

sdmtliche Losungen der inhomogenen Gleichung. Nun ist die inhomogene

Gleichung

Axl + Bx2 = ~ CX3

nur 1dsbar, falls (A,B) / Cx”. Mit (A,B,C) = 1 folgt (A,B) £ C und
(A,B) / XB, d.h. X2 = (A,B)tl fir ein tle Z. Analog 1&sst sich herleiten

dass x2=(A,C)t2 fir ein t%e 7 gelten muss. Damit wird

fxt o+ (A,C)Bt® + (4,B)CtT = oO.
Gesucht ist noch eine Parameterdarstellung von Xl. Sind A, B, C teiler-
fremd, d.h. (A,B) = x, (B,C) = vy und (A,C) = z mit x, y, zeZ alle

verschieden, so gilt die Darstellung

A = zx B:Xy A = xz
VZ.

Hi
!

B = yx C = zy C
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Daraus folgt nun sofort

(A,C)B = A(C,B) und (4,B)C = A(B,C)
Setzen wir dementsprechend X o= - (B,C)(t1 + t2}, so ist durch

xt = - (B,c)(t1 + %)

x° = (a,0) t°

x> = (4,B) t*
eine lineare Parameterdarstellung aller Ldsungen von (2) gegeben.
Derm ist x- eine Ldsung von (2), d.h. Axl + sz + 0x” = 0, so folgt

aus obiger Kenstruktion sofort die behauptete Form der Losung. Um-
gekehrt ist Jjedes Tripel (Xl,xg,xj) der obigen Form sicher eine
Losung von (2).- Die lineare Parameterdarstellung aller Losungen von

(1) erhdlt also die Gestalt

xF = ut - (B,0) (4T 1+ t9)
X% = u? + (4,C) £2
X0 = w + (A,B) tl,

2,u3) eine beliebig vorgegebene Losung von (1) ist.
Eine vektorielle Parameterdarstellung der Ebene Axl + sz + Cx5 =0

wobei (ul,u

ist z.B. gegeben durch

x+ ut L (B,0) ~(B,C)
x2 = u2 + 0 tl + (A,C) tg,
%2 w’ (A,B) C

woraus man sofort sieht, dass durch (1) ein Netz mit der Bagis

-(B,C) -(B,0)
0 , (4,C)
(A,B) 0

definiert wird. Damit ist unsere Behauptung vollstdndig bewiesen.
Zu jedem Tripel ganzer Zahlen A, B, C mit (A,B,C) = 1 gibt es

eine Folge paralleler Ebenen Axl + sz + CX5

= N, wobel zu Jedem N genau
eine Ebene gehfrt. Diese haben alle denselben Abstand untereinander.
Da Jjeder Gitterpunkt in einer dieser Ebenen liegt, enthdlt der Raum

zwischen zwel aufeinanderfolgenden Ebenen keinen solchen. Die Ebene,
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die zu N = 0 gehdrt, geht durch den Ursprung. Die beiden ihr benach-
barten Ebenen, fiir die N = + 1 ist, heissen die er s ten r at i o-
nalen Ebenen (dieser Ebenenschar). Wir werden ihnen im Ab-
schnitt 6.2 wieder begegnen.

Die Kristallographen charakterisieren die an Kristallen auftre-
tenden Ebenen durch die sogenannten (Miller'schen) I n d i z e s. Das
sind genau die Zahlen A, B, C. Eine Parallelebenenschar ist dann ein-
deutig charakterisiert durch das Tripel (ABC) wofiir die Kristallographen
meist die Bezeichnung (hkf) verwenden. Schreiben wir die Ebenengleichung

nxl 4 kx® + KXB =1

in der Achsenabschnittsform

Xl + X2 + X3 1
1 1 1
h K 1

50 sehen wir, dass die erste rationale Ebene die Achsen in den Punkten
1/h, 1/k und 1/f schneidet.
Die Indizes einer Ebene transformieren sich gleich wie

die Basisvektoren (kontragrediente Transformation). D.h. wenn

bt g‘ b i =1, 2, 3
t = a..b. i=1, 2,

i 51 1373
die Transformation einer Basis B- B 8 in die Basis g' b B’
1’ T2 YA T 17 727 73
ist, so gilt fiir das neue Tripel (h',k',[!)

t - = L » L7 - -
h' = ullh 4 lek + alBK’ k' = ..., [ =
Wir bemerken noch, dass es unendlich viele verschiedene Parallelscharen

von rationalen Ebenen gibt, denn bereits die Tripel (J,3 + 1,7 + 2)

mit je Z legen eine unendlic he Menge davon fest.

Literatur: Coxeter [2], Rieger [1]7.
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6.2 Reziproke Gitter : Formale Definition
Die Theorie des reziproken Gitters lasst sich prézis und

Ubersichtlich mit Hilfe der Schreibweise von Ricci-Curbastro for-

mulieren (Coxeter [2]). Wir gehen nun zur euklidischen Geometrie liber:

Die Basis des direkten Gitters sei gegeben durch gl’ 32, EB.
Die duale Basdis b, B°, b° ist definiert durch die Glei-
chungen
- .
pt.p, = &1, .
J J
- -
Damit ist z.B. b:L avf der Ebene b2b5 gsenkrecht und seine Lénge ist derar
dass b1~ Bi = 1. Deswgen gilt auch
—bl_l—» —3 42_;—» > ~—73_;];~—> =
b = J( 5% bB) b = J(bebl) b’ = J(blx b2)
. gl =
wobel wegen b - bi =1
- o
J = [by,by,bs]
wird. Da die gi, gé, gé eine Basis bilden, ist J # 0 und folglich wird
mit o -
1> 21 2 >1
b 'bl b -b2 b -b3
—'142—»3 5 = _ 32 —72. 3 —92.—-) _ i B
[b)b}b][bljbzlbjj = p%b,  bTDb,  bTeby = |d 5] =1
-43 —y —»3-_) —>3‘_+
b b1 b b2 b b5
212223 1
[bp7p7] = T
Deshalb sind auch die dualen Basisvektoren linear unabhingig.
Man bezeichnet die Basis gl’ Bé, Bé zusammen mit der dualen

Basis gl, BZ, BB

Jeder Vektor % = (Xl’XZ’XB) bzw. X = (Xl,xz,xz) kann als

i 1 L2
xib ‘= le + x2b

auch als reziproke Vektortripel.

+ XBbB

bzw. als
i1 2 3
b'd bi._ X b1 + X b2 b3

geschrieben werden. Dabei sind die kovarianten Komponenten Xy und die

+ X

. i . L
kontravarianten Komponenten %~ einfach die innerer Produkte

> i -+
X, =X +b X =X.Db
i 1 s

denn



XD, = (x.09) - b. =x,679, =x
i 3 i N i i
X.bt = (XJE’:}) N P
Also ist
X= (X.B)b = (X5,

Bevor wir das reziproke Gitter definieren, betrachten wir noch
eine geometrische Eigenschaft der hier vorgestellten kovarianten und
kontravarianten Koordinaten. Seien U und ¥V Ortsvektoren von Punkten
mit den kontravarianten Koordinaten (ul,uz,uz) bzw. den kovarianten
Koordinaten <Vl’v2’v3)' Fiir festes U und variables v definieren die

beiden Gleichungen
— - -
u+v=0und u.v =1

eine Ebene durch den Ursprung senkrecht zu ﬁ, bzw. eine Parallelebene,

deren Abstand vom Ursprung (als Projektion von v auf den Einheitsvektor

COVATIED

U - 1
— ] = e
K1 ia

betridgt. Dabel geht die Ebene U .V = 1 offenbar durch den zu (ul,uz,uE)

bezliglich der Einheitskugel V.V = 1 inversen Punkt, ist also die
Polarebene von (ul,uz,uB).
Nach dilesen Vorbereitungen l&asst sich das reziproke Gitter

wie folgt definieren:

Definition Besteht ein {(direktes ) Gitter aus den Punkten, deren
kontravariante Koordinaten ganzzahlig sind, dann besteht
den
das reziproke G1tter aus Punkten mit

kovarianten gaenzzahligen Koordinaten.

Die Ortsvektoren u und V mit den kontravarianten bzw. kovarianten

Komponenten (ul,ud,uj) bzw., (v ,vz,vz) lauten dann

3 — _?
2 = u'b. v = V.bl,
i i
. | o . i 2 i . . .
wobel u” und v, ganze Zahlen sind und b - o, = 37, ist. Eine Gleichung
J
der Form

L 1 2 5 )
-V =1 oder uwvy +u'v, +u Vs = 1 (%)

o
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bedingt, dass sowohl ul, u2, u5
fremd sind. Fiir jeden sichtbaren (festen) Punkt (u ,uz,uB) des direkten
Gitters stellt die Gleichung (%) mit den Variabeln Vys Vo Vg eine
erste rationale Ebene des reziproken Gitters dar. Diese Ebene ist senk-

wie auch vl, Voo V% zueinander teiler-

recht zu U und hat vom Ursprung den Abstand 1/14l . Aus unserem
Formalismus geht ohne weiteres hervor, dass der Unterschied zwischen
kovariant und kontravariant willkiirlich ist, die Beziehung zwlschen dem

direkten und reziproken Gitter ist also symmetrisch:

Satz 6.1 Die ersten rationalen Ebenen des einen Gitters sind die
Polarebenen (beziiglich der Einheitskugel) der sichtbaren

Punkte des anderen Gitters.

Satz 6.2 Das reziproke Gitter eines reziproken Gitters ist das

urspriingliche (direkte) Gitter.

Satz 6.2 ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 6.1. Er ldsst sich
natiirlich auch formal mit Hilfe unseres Kalklils ableiten, was wir aber
Ubergehen wollen.

Wie konstruiert man nun konkret das reziprokes Gitter zu
einem gegebenenGitter ? Wir gehen aus von einem Gitter L und betrachten
luZuB) mit der Gleichung

> s 1 2 3 _
u-v =1 bzw. u Vl + u V2 + u v3 =1

eine beliebige erste rationale Ebene (u

Ihr Abstand d(uluzuz) vom Ursprung (und dimétzder Abstand aller
nebeneinaderliegenden Ebenen der Schar (u u"u”)) ist

1

14l

Folglich ist der Ortsvektor des Pols bezliglich der Einheitskugel v.v =1
der Ebene UV = 1 kollinear zu U und hat die Lange l/d(uluZuB),

ist also identisch mit U. Also erhdlt man simtliche sichtbaren {und

damit mit Hilfe der dadurch definierten Translationen auch alle {ibrigen)
Punkte eines reziproken Gitters, indem alle zu den ersten rationalen
Ebenen senkrechten Ortsvektoren gebildet werden, deren Linge reziprok
ist zum Abstand der entsprechenden Ebenenschar., Einer Ebenenschar ent-
spricht damit genau ein Punkt des reziproken Gitters.

Die Gestalt der Einhei tszellen der beiden Gitter werden durch

die inneren Produkte Ei' Ej und b+ BY bestimmt. Die Kantenlingen



- 112 -

- =1
dieser Parallelepipede sind dann gegeben durch Ibil und lbll
Das von M. A. Bravais seinerzeit (Brvais [1]) eingefiihrte polare
Gitter unterscheidet sich vom hier vorgestellten reziproken Gitter nur

durch die Normierung der reziproken Vektoren (vgl. dazu Ewald [1]).

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir noch, dass die oben
angefihrte Definition des reziproken Gitters sinnvoll ist, d.h. unab-
hdngig von einer Basis 1ist. Anders ausgedrlickt heisst dies: Das re—
ziproke Gitter eines direkten Gitters ist eindeutig bestimmt, wenn wir
je einen Punkt der beiden Gitter zusammenfallen lassen. Dieser Punkt
wird natirlich als Ursprung gew?hlt. Seil gl’ 82, 33 die Basis des
direkten Gitters und gl, %2, Ej die Basis des reziproken Gitters.

Wir studieren den Einfuss einer Basistransformation des direkten Gitters

- =
1

el f11 %12 13 el
1 —

P21 T %21 f22 23 i
t

b3 31 %52 %33 "3

auf die Basis des reziproken Gitters. Die Basis des reziproken des

transformierten Gitters ergibt sich aus

-] -3
21b

' _ ' i d ' _ —y el \ = ¥ — =
b bzx‘b3 (a b, + aBBbB’x(a51bl + a32b2 + QBBbB)

)63 + (a )%2 +

+ 322

= (ayja5, = 25584 03831 T 891933
(an 8., — a._a )%1

00833 23%%0

pt e P2

T % %22 %23

431 %32 %33
Analog erhdlt man
pope B gl B2 B3
2! — oy \31 —
b= - ey a3, 34 b7l = Ay a2y, 853
8z7 835 H33 Ar1 Fop Fpo3

Bezeichnen wir mit A., die Adjunkte von a,, beziglich der Matrix (aik),
d.h.
A = (—-1)i K [Unterdeterminante von a., |
ik ’ - ik

s0 wird z.B.



. a a a a . a a "
21, _ 2o %2z| g1 _ 21 “23| g2 | 21 23| 23
832 %33 831 @33 831 %32
N =7 >2 -43
- All b + A12 b + Al} b
und folglich
-1 > =1
32' A1y B A Ez Ez
EB' = | Ay Bon Aoy E3 = (A EB
t
b by Byy B b b

Nun gilt aber

-1 1 T
(23y) = Get(a;,) (A3

und nach Voraussetzung ist (Satz 4.3) det(ai?) = + 1. Also gilt auch

T
det[(Aik) ] = det(Aik) =4+ 1
und Bl', BZ‘ BB‘ ist ebenfalls eine Basis des reziproken Gitters, das

e e . . ' ) »>1 2 73
definiert ist durch die Vektoren b, b~, b~.

Literatur: Coxeter [2].

6.3 Geometrische Beziehungen zwischen dem direkten und dem

reziproken Gitter. Reziproke Zellen.

Zur ibersichtlicheren Gestaltung der weiter unten aufgestellten
Beziehungen des reziproken zum direkten Gitter, fihren wir die folgen-

den Bezeichnungen ein:

Reziprokes Gitter Direktes Gitter

Punkt P (ny,hy,hs) (h', 1%, n7)
Punktreihe durch P

und den Ursprung [hthhB] [hthhB]
Netzebene mit der

Gleichung

hlxi = n'x, =0 (nth“n”) (hyh,hs)
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Wir bezeichnen die Achsenrichtungen der Basisvektoren Bl’ 32, BB
mit xl—Achse, X2~Achse, XB—Achse. Sie erhalten dann die symbolische
Notierung [1007, [010], [001], und die XIXZ—Ebene,die sza—Ebeme, die
x2x - Ebene die Notierung (001), (010), (100).
Wir betrachten die Netzebene (h1h2h3)

1 2 3
hlx + h2x + h3x = 0

eines direkten Gitters (Figur 6.1). Sie schneidet die Achsen in den

% Punkten (1/h1,0,0), (O,l/hZ,O) und
hy (O,O,l/hB) und ihr Normalenvektor
ist gleich (hl’hZ’hB)‘ Diesen

Normaenvektor erhidlt man auch aus
dem Vektorprodukt der beiden erzeu-

genden Vektoren der Ebene (hlhzh )

1 1 ?
> o
a“:_b“"_bs
h2 2 hl 1
~+ 1 - 1 =
b==b, -=5b
h3 3 hl 1
Figur 6.1 . o
Damit wird:
**l<>1<"*>1<*“’>
axb = — (b.xDb - —— (h_. X b - b, X b.
h2h3 2 3 h2h1 2 1 hlh3 1 3
J
1 =22 3
- (h.b™ + h,b° + h,b”)
hlhzi’l3 1 2 3

Daraus ergibt sich der

Satz 6.3 Die Punktreihe [hlh2h3] des reziprcken Gitters steht
senkrecht auf der Netzebene (hthhB) des direkten Gitters.

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir bewilesen, dass das reziproke
Gitter eines reziproken Gitters wieder das urspringliche Gitter ist
(Satz 622). Vertauschen wir nun in unserer Betrachtung einfach das

reziproﬁg?ﬁit dem direkten Gitter, so erhalten wir den

Satz 6.4 Die Punktreihe [hlh2h3] des direkten Gitters steht senkrecht
Y
auf der Netzebene (hTh“h>) des reziprokeGitters.
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Wir kommen nun zum interessantesten Satz dieses Abschnitts. Er
besagt, dass das reziproke Gitter in derselben Holoedrie liegt wie

das direkte Gitter:

Satz 6.5 Dag reziproke Gitter hat dieselben Symmetrieachsen und

~ebenen wie das direkte Gitter.

Beweis: Wir betrachten zunidchst die Symmetrieachsen (Figur 6.2). Sei
0 der gemeinsame Punkt der beiden Gitter und zugleich der Ursprung der
beiden Gitterbasen. Sei a eine Sym—
a metrieachse des direkten Gitters und
0X eine Punktreihe des reziproken
Gitters, und zwar so, dass zwischen
Xy X den Punkten O und X kein weiterer Punki
TT— ——— des reziproken Gitters liegt (d.h. X
ist ein sichtbarer Punkt). Nach Satz
6.3 ist die zu OX senkrechte Ebene ¢
durch O eine Netzebene des direkten
Gitters. Ist n die Ordnung der Sym-

metrieachse a, so slnd die durch eine

0 Drehung um die Winkel 2%/n, 2{(2%/n),
£ e, (n = 1)(25%/n) aus & erzeugten
Ebenen 5, a”,... ebenfalls Netzebenen,

und zwar von der gleichen Art wie €.

Es gibt insgesamt n solche Ebenen,

deren Normalen nach Satz 6.3 Punkt-
Figur 6.2 reihen des reziproken Gitters sind.
Diese Normalen ergeben sich, indem X um a mit den Winkeln 2%/n, 2(2%/n),

, (n - 1)(2%/n) gedreht wird (Figur 6.2). Die n - 1 so erzeugten

Punkte X', X', ... liegen alle symmetrisch beziiglich der Achse a, d.h.
a ist tatsdchlich eine Symmetrieachse flir diese Punkte.- Wir wenden uns
nun den Symmetrieebenen zu. Zu Jeder Symmetrieebene o eines Gitters
gibt es eine zu ihr senkrechte Symmetrieachse desselben Gitters von
gerader Ordnung (Satz 5.10). Jede Symmetrieebene durch einen Gitterpunkt
ist eine Netzebene (Satz 5.8), ihre Normale folglich eine Punktreihe des

reziproken Gitters (Satz 6.%). Nach dem weiter oben schon bewiesenen,
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ist die Trigergerade dieser Punktreihe des reziproken Gitters eine
Symmetrieachse derselben Ordnung, wie diejenige des direkten Gitters.
Eine nochmalige Anwendung von Satz 5.10 zeigt, dass die Symmetrieebene
o des direkten Gitters auch eine Symmetrieebene des reziproken Giltters
ist,

Zur Festlegung des Typs des reziproken Gitters eines direkten
Gitters L genligt es also , innerhalb derselben Holoedrie, zu der auch
der Typ von L gehdrt, zu suchen. Damit sind die trikline, trigonale und
hexagonale Holoedrie bereits erledigt (Tabelle 5.2). Denn diese enthal-
ten Jjewells nur einen Gittertyp. Folglich hat das reziproke Gitter den-
selben Typ. Zur Erledigung der Ubrigen Fille ziehen wir die Basisdar-

stellung eines Gitters herbei.

>
Satz 6.6  Sei b, B, 33 die Basis eines direkten Gitters und BT, b°,
35 die Basis des entsprechenden reziproken Gitters. Wird

-y

das Parallelepiped [Bl’b2’g5] innenzentriert, so erzeugt

es ein Gitter, dessen reziprokes Gitter fldchenzentriert
ist. D.h, die Innenzentrierung des Parallelepipeds
[gl,gé,§3]?bewirkt eine Fléchenzentrierung des Parallelepi-
peds [b,b°

Gitters ist flichenzentriert.

= .
,bB]: das reziproke Gitter eines innenzentrierten

Beweis: Die Basis eines durch die innenzentrierte Zelle [31,32,831

erzeugten Gitters ist etwa durch

- 1, —~ — -+

t o = \

b1—2(bl+b2+b51

- 1, => - — D TS Ty » -~ 1
1 - = - - thih! - = -
B = =( by - b, + bB) J [b,bzpi] 2[b1p2p5] 5 J
-~ 1, = - -

T _ = -

by = 5( By + b, bB)

gegeben (Figur 6.3%). Die reziproke Basis des aus Bi, 82, b3 erzeugten

Gitters ist gegeben durch (wir verwenden J = [Slbzpﬁ] =1)

~»1 _ —_\» -3 -+2 _ - — ‘*5 _ - - .
b™ = L2x b5 b" = b3xb1 b~ = by % b2,
die Basis des reziproken Gitters des durch gi, gé, B% erzeugten Gitters
-
erhdlt man mit
21, Yo, L2y PRV B PR S g
b = 2(b2 be) b= 2(b5><b1) b’ = a(blx bl)
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Figur 6.3

Nun ist

o'

~~~
=

N

+

I Rl
o'

~

g

52wt

ot

Pies ist aber eine Basis

fur ein fléchenzentriertes
Gitter (Figur 6.4). Dieses
Gitter kann man auch er-

halten,
Fléchen des urspringlichen
durch gl’ %2 EB

ten reziproken Gitters zen-

indem s&mtliche

, erzeug-—
triert werden und anschlies-
send das Gitter in allen drei
Dimensionen mit dem Faktor 2

gestreckt wird.

bB)x(b

jor’

+

+

1

N

o'l
4

™

T+

Figur €.4
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Satz 6.7 Das reziproke Gitter eines fléchenzentrierten Gitters ist

innenzentriert.

Beweis: Ausgehend von der Basis Bi, Sé, 33 definieren wir die Basis

des flachenzentrierten Gitters durch

- - - 1, > - 1,> —
" - = Y L=

(b2 + b3) b} = 2(b5 + by) b! = 2(b1 + b,y)

—

1
bl

i
POt

wobel
1

’—‘;];4—»—«; 1
It = glbybobil = g

Das reziproke Gitter erh&lt dann die Basis

-+]_’ B -—-y, - T~ -~ — - __"l >2 5

bt = (b2)<b ) = (b3 + bl)x(bl + b2) = -b" + b” + Db

BYr = 4(ByxBy) = Bl g2 L w3

ot = (P ;% By) = 3L+ D2 B
Dies ist die Basis eines innenzentrieten Gitters. Man erhilt dieses

g > -3
Gitter auch, wenn man alle durch bl, bz, b~ erzeugten Zellen zentriert

~

und anschliessend alle Lineardimensionen mit dem Faktor 2 streckt.

Satz 6.8 Das reziproke Gitter eines basiszentrierten Gitters ist

hasiszentriert.

. . - 3 . 4 = g —* - -
Bewels: Wir gehen wieder aus von einer Basis bl’ b b3 und definieren
h

die Basis des neuen basigzentrierten Gitters durc (Flgur 6.5)
—y'__l_—r_—+ —-r'_;—» ~ S
by = 2(bl b2) bl = 2(b1 + b2) b3 = b3
wobel J' = %[Blbzb 1. Das reziproke Gitter erhilt dann die Bacis
B, = B
37 73
* [ L ]
e A
o ///// o ’///// /
_ ® [ ]
L ] / /




Auch hier geht das durch %1',
durch die Parallelepipede %l,

2(

(o 22N o N T o 2
Ui~ MO~

oY

X
A -

i

[on}

)
)

X

o'l
N - -

'
1 X
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= ~ >
1+ By) X by = b -
By
B2
5o B
B2, B°

o+

o'l

' erzeugte reziproke Gitter aus dem

aufgebauten Gitter hervor, indem

alle diese Zellen in den Basisfldchen zentriert werden und anschlies-—

send alle Lineardimensionen des Gitters mit dem Faktor 2 gestreckt

werden.

Wir fassen das Resultat unserer Untersuchungen in einer Tabelle

zusammen.

Kristallsystem

Triklin

Monoklin

Orthorhombisch

Tetragonal

Trigonal
Hexagonal
Kubisch

Literatur: Bravais [1], Hermann/Preppernau [1].

Holoedrie
C,ofL, 13
C oL, T
DZOSIL’ Iz
I)Q°%1’ 1
:D3e§1L, 1}
:DG"'HLs Il
O °{IL: IJ

Tabelle 6.1
Direktes Gitter
Primitiv
Primitiv
Basiszentriert
Primitiv
Basiszentriert
Innenzentriert
Fl&dchenzentriert
Primitiv
Innenzentriert
Primitiv
Primitiv
Primitiv
Innenzentriert

Flachenzentriert

Reziprokes Gitter
Primitiv
Primitiv
Rasiszentriert
Primitiv
Basiszentriert
Flachenzentriert
Innenzentriert
Primitiv
Fldchenzentriert
Primitiv
Primitiv
Primitiv
Fléachenzentriert

Innenzentriert
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6.4 Symmetrische Dirichlet -~ Bereiche

Wir wenden uns zum Schluss dieses Kapitels noch einem
besonderen Aspekt der Theorie der PFundamentalbereiche von Gitter-

gruppen zu. Wir geben nur eine Uebersicht und bewelsen wenig.

Definition Der Dirichlet - Beredich eines Punktes P
beziiglich einer Gittergruppe I , besteht aus simtlichen
Punkten des Raumes, die ndher sind bei P als beli irgend-

einem der Gitterpunkte [(P).

Zur geometrischen Konstruktion des Dirichlet-Bereiches eines Punktes P
beziliglich der Gittergruppe [ betrachten wir sd@mtliche Punktepaare P,
™ (P) (P fest) und die Mittelnormalebenen deren Verbindungsstrecken,
Diese hiillen den Dirichlet-Bereich ein. Offenbar brauchen wir nicht
alle Ebenen zu beriicksichtigen, denn die weiter aussen liegenden tragen
nichts mehr zur Berandung des Dirichlet-Bereiches bei.- Aus dieser
Konstruktion lasst sich sofort ablesen, dass die Dirichlet-Bereiche
einer Gittergruppe [ spezielle Fundamentalbereiche dieser Gruppen
sind.

Die Dirichlet~Bereiche induzieren eine llickenlose Teilung
des Raumes in kongruente Pdyeder. Eine liickenlose Teilung des Raumes
heisst n o r ma 1, wenm die Polyeder konvex sind und sich léngs
ganzer Flichen berihren; sie heisst r e gu 1l & r (oder isoedral),
wenn slle beteiligten Polyeder &guivalent sind unter der diskreten
Bewegungsgruppe des euklidischen Raumes. Konvexe Polyeder, die eine
normale und regulédre Teilung des Raumes induzieren, nennt man
Stereoeder (vgl. Engel [1], [2]). Dirichlet-Bereiche einer
Gittergruppe sind spezielle Typen von Stereoedern.

Die Dirichlet-Bereiche von Gittergruppen nennt man symmetrisch,
wenn sie, als Rilyeder aufgefasst, mindestens die Heloedrie des Gitter-
typs als ihre isometrische Symmetriegruppe haben. Die oben angegebene
Konstruktion liefert offenbar symmetrische Dirichlet-Bereiche.Die
Polyeder der dadurch definierten Teilung des Raumes gehen durch
Parallelverschiebung auseinander hervor. Solche speziellen Stereoeder
nennt man Paralleloeder. Es gibt 24 Sorten von symmetrischer
Dirichlet-Polyedern (Paralleloeder). Zur Ableitung dieses Resultates
vergleiche man Burzlaff/Zimmermann (1], S. 120 ff..
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Andere Bezeichnungen fiir DiricHet-Bereiche (nach L. Dirichlet)
sind "Voronoi-Bereich" (nach G. Voronoi), "Wigner-Seitz-Zelle" (nach
E. Wigner und F. Seitz) und "Wirkungsbereich". Letzterer Terminus
ist insbesondere in der Kristallographie Ublich. Physiker verwenden
vor allem den Ausdruck "Wigner-Seitz-Zelle'; Wigner und Seitz waren
die ersten, die wversuchten, das Konzept des Dirichlet-Bereiches flr die
theoretische Festkdrperphysik fruchtbar zu machen (vgl. E. Wigner
F. Seitz: On the Constitution of Metallic Sodium, Phys. Rev. 43 (1933)
804-810).

Im Rahmen der geometrischen Beugungstheorie werden die sym-
metrischen Dirichlet-Bereiche von reziprcken Gittern wichtig. Man
nennt sie dort "erste Brillouin-Zonen'".

Die symmetrischen Dirichlet-Bereiche sind im Raum noch gut uUber-
blickbar. Wird die Bedingung der Symmetrie fallengelassen, so 1st dies
nicht mehr der Fall. Einige Bemerkungen dazu machen wir im Abschnitt

7.7.
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7 Kristallographische Raumgruppen

7.1 Kristallographische Raumgruppen und Punktgruppen

Zweil verschiedene Typen von diskreten Gruppen von euklidischen
Bewegungen haben wir bisher genauer kennengelernt: die endlichen Unter-
gruppen von E und die Gittergruppen . In diesem Kapitel wollen wir

Gruppen kennenlernen, die sich aus einer Zusammmensetzung dieser zweil

Typen von Gruppen ergeben.

Definition Eine Untergruppe & von E heisst eine kr i stall o-
graphische Raumgruprp e (auch einfach
Raumgruppe oder kristallographi-
s ¢ he Gruppe), wenn sie eine diskrete Gruppe ist und
die Untergruppe G nT aller Translationen in G eine

dreidimensionale Gittergruppe [ ist.

Zwel Raumgruppen sind vom gleichen T y p, wenn sie

isomorph sind (als abstrakte Gruppen).

Die Untersuchung der Raumgruppen hangt wesentlich ab von den im Ab-
schnitt 2.5 bewiesenen Sdtzen 2.11 und 2.12. Im Satz 2.11 zeigten wir,
dass fir Jeden Punkt P und Jede Isometrie « eine eindeutige Fakto-
risierung der Form (& = T . & P existiert, in der (SP eine Isometrie
ist, die P festldsst, und T eine Translation ist, die P nach Lg(P)
bringt. Die Abbildung € : & +—> CgP erwies sich als surjektiver
Homomorphismus ©: E —E , = {g;49(P) =P ],

Satz 2.12 zeigte, dass dieser Homomorphismus eine Untergruppe G von E
auf eine Gruppe (3[P], die sogenannte Punktgruppe von G , abbildet.
Dabei ist die Gruppe @& p eine Untergruppe der Punktgruppe GI[P].

Der Kern von © ist der Normalteiler G nT , webei T die Translations-—
gruppe in E ist. Die Klassifikation der Raumgruppen in Kristallklassen

ergibt sich mit Hilfe des Homomorphismus © aus folgenden
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Satz 7.1 Ist ( eine Raumgruppe und P ein Punkt, dann ist G&[P], die
Punktgruppe von G , eine der 32 Typen von kristallographi-
schen Punktgruppen. Dariiberhinaus ist dieser Typ unab-

hingig vom gewdhlten Punkt P.

Beweis: Die Translations-Untergruppe G 0T der Raumgruppe G ist ein

Normalteiler in & , d.h. fiir jedes (.SeG gilt

@ - (G r‘.T)ﬂtg'i = GnT,

Nun ist aber fUr ein beliebiges Te G nT , zusammen mit der eindeu-
tigen Faktorisierung @ = Ty Q5
o~ -4 . N . JU
CS ° U o Q_S = t/l o ( %P o T o (S P /L) o (.4 .

Da Translationen vertauschbar sind, ist welter

e
Ty = 8pcTe gy

-4

wobhei Qpe T ';glz“,ieine Translation um tgp(%) ist,wenn T eine Translation
um  ist. Daraus folgt nun S p e (G mT)ﬁﬁgP-i= G nT , d.h. die
Punktgruppe &G[P] lasst die Gittergruppe G N1 (bzw. das Gitter

[G nT](P) invariant. Folglich ist & [P] dquivalent zu einer der 32
kristallographischen Punktgruppen. Da die verschiedenen Punktgruppen
fir G alle dquivalent, d.h. konjugiert sind in S, ist dieser Typ
unabhingig von P.

Wir wollen nun die Unabhingigkeit des Typs (oder Klasse) einer
kristallographischen Punktgruppe vom Bezugspunkt P durch neue Bezeich-
nungen hervorheben. Zu jeder Raumgruppe (& gehdrt nach Satz 7.1
eindeutig eine Punktgruppe W := G [P] und nach Definition eindeutig
eine Gittergruppe [ := G nT . Der Typ der Punktgruppe WK bestimmt
die Kristallklasse und der Typ der Gittergruppe die Bravaisklasse
einer Raumgruppe (3§ . Anschaulich erh#lt man die Kristallklasse, indem
alle translativen Anteile aus den Elementen von (3 "ausgel&scht™
werden.

Allgemein gilt nach den obigen Ausfiihrungen (vgl auch

Abschrnitt 2.5):

K = G/

Literatur: Yale [1].



7.2 Affine Aequivalenz und Isomorphie

Die gemdss Abschnitt 7.1 definierten Raumgruppen lassen sich
in Isomorphieklassen aufspalten. Es stellt sich die Frage, warum wir
hier zur groberen Einteilung in Isomorphieklassen ubergehen, wahrend
wir doch bei den Punktgruppen Konjugationsklassen (Aequivalenzklassen)
beziiglich S betrachtet haben. Der Grund ist praktischer Natur. Denn
bereits die diskrete Translationsgruppe (Gittergruppe) besitzt in der
Aehnlichkeitsgruppe unendlich, d.h. kontinuierlich viele Konjugations-
klassen (Satz 2.10). Andererseits liegen s&mtliche Typen von Gitter-
gruppen in einer Iscmorphieklasse. Weiter sehen wir, dass die Gitter-
gruppen auch beziiglich der Konjugation in der Gruppe der Affinité&ten
(d.h. linearen Abbildungen des EB) in einer Aequivalenzklasse liegen.

Dies motiviert uns zur

Definition Zwel Raumgruppen Csi und (31 gehdren zum selben R a u m-
gruppentyp G , wenn eine affine Abbildung « in

E3 existiert, sodass gilt

a‘ﬁ-G{ & = G

Diegse Definition liefert eine Klassifikation aller 3-dimensionalen

q "

Raumgruppen in eine endliche Anzahl von Klassen. Den Endlichkeits—
beweis fiir beliebige Dimensionen findet man in Frobenius [1] und
Bieberbach [2]. Ein Raumgruppentyp besteht aus allen Raumgruppen, die

3 konjugiert zueinander

in der Gruppe der affinen Abbildungen des E
sind, ist also eine KonJjugationsklasse in dieser Gruppe.

Ohne Beweis zitieren wir einen fiir unsere Betrachtungen zentra-
len Satz aus der Gruppentheorie (vgl. etwa Ascher/Janner [1]), der
es uns erlaubt,die Finteilung der Raumgruppen in Isomorphieklassen in
den Vordergrund zu stellen. Zudem ist damit gezeigt, dass es nur end-

lich viele solche Isomorphieklassen gibt.

Satz 7.2 Zwel Raumgruppen sind genau dann affin dquivalent, wenn

sie isomorph sind (als abstrakte Gruppen).

Literatur: Brown et al. [1].
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7.3 Die Rolle der Raumgruppen in der Theorie der diskreten

Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes

Wie wir im Abschnitt 2.5 gezeigt haben, enthdlt jede Unter-
gruppe & der Cruppe E der Bewegungen des euklidischen Raumes einen
Normalteiler G N T , der nur aus Trardationen besteht. Ist die
Untergruppe (3 aiskret, so ist notwendig auch &G 7T diskret, d.h.

G T ist eine Gittergruppe [ . Nach unserer Definition im
Abschnitt 7.1 ist eine diskrete Untergruppe G von E genau dann
eine Raumgruppe, wenn GNT eine d r e i dimensicnale Gittergruppe ist.
Im allgemeinen kann aber G nT die Dimensionen 0, 1, 2 oder 3 anneh-
men, d.h. G AT kann keine, eine, zwei oder drei linear unabhingige
Translationen enthalten. Im ersten Fall ist G offenbar endlich und
damit dquivalent zu einer der %2 kristallographischen Punktgruppen.
Diskrete Bewegungsgruppen mit einer ein- oder zweldimensionalen Gitter-
gruppe als Normalteiler haben wir nicht betrachtet. Dies sind Gruppen,
die eine Punktreihe (eindimensionales Gitter) bzw. ein ebenes Gitter
(Netz) invariant lassen.

Es stellt sich die Frage, wie die Raumgruppen sonst noch
charakterisiert werden konnen, unabhéngig vom Gitterbegriff. Es zeigt
sich, dass hier der Begriff des Fundamentalbereiches eine zentrale
Rolle spielt. Ein Resultat in diesem Zusammenhange ist z.B. der

3

Satz 7.3 Jede diskrete Bewegungsgruppe des E- mit endlichem Funda-
mentalbereich besitzt drei linear unabhéngige Translationen,

ist also eine Raumgruppe.

Fiir einen Beweis vergleiche man Bierberbach [1], [2] und Frobenius [1].
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7.4 Zur Methode der Ableitung der Raumgruppen
7.4.1  Raumgruppen als Erweiterungen

In diesem Abschnitt soll referierend eine mehr in moderner
Zeit gepflegte Methode zur Analyse der algebraischen Struktur der
kristallographischen Gruppen vorgestellt werden. Die Untersuchungen
sind meist unabhédngig von der Dimension. Wir halten uns an Ascher/

Janner [1].

Definition Eine Gruppe G heisst eine Erwe i terun g eliner

Gruppe A durch eine Gruppe B , wenn

1. G einen Normalteiler A' in G besitzt, der isomorph
istzu A: A= Q' ;

2. die Faktorgruppe von G modulo dem Normalteiler =y
isomorph ist zu B , d.h. G /A" = B.

Wir wissen, dass die Gittergruppe [ ein Normalteiler einer Raumgruppe
G ist und dass die Faktorgruppe G /[* isomorph ist zu einer
kristallographischen Punktgruppe WK . Also ist die Gruppe G wegen
G/ T 2 K eine Erweiterung der Gruppe [ durch eine Gruppe K

Jede Raumgruppe ist eine Erweiterung der Gruppe der Translationen
(Gittergruppe) durch eine kristallographische Punktgruppe K. Bemerkens-
wert ist allerdings, dass die Umkehrung ebenfalls richtig ist: Jede

solche Erweiterung ist eine Raumgruppe.

7.0.2 Arithmetische Theorie der Raumgruppen

Die arithmetische Theorie der Raumgruppen arbeitet ganz
wesentlich mit der arithmetischen Theorie der Gitter. Letztere hingt
wieder eng zusammen mit der arithmetischen Theorie der gquadratischen
Formen (Reduktionstheorie der quadratischen Formen), mit deren Hilfe
z.B. auch die Kristallgitter klassifiziert werden kinnen.

Wie wir im Kapitel 4 gezeigt haben, hat die Matrix einer

Basistransformation eines gegebenen Gitlters nur ganzzahlige Komponenten
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und zugleich die Determinante + 1. Solche Matrizen nennt man unimodular.
Zur Klassifizierung der diskreten Bewegungsgruppen G des euklidischen
Raumes, die eine dreidimensionale Gittergruppe als Normalteiler besit-
zen, d.h. der Raumgruppen, betrachtet man nun die Matrixdarstellungen
dieser Symmetriegruppen des EB. Bezliglich einer kartesischen Basis

fir den dem euklidischen Punktraum E3 zugeordneten Vektorraum V3 hat

der rotative Bestandteil %iP einer allgemeinen Bewegung gge<3 des EB)

$ = T - @§? )

eine orthogonale Matrix, d.h. die Determinante + 1. Zudem ist unter
allen Operationen & ., d.h. unter der Punktgruppe GI[P], ein Gitter L
invariant, folglich hat diese Matrix nur ganzzahlige Komponenten, ist
also unimodular. Die Klassifikation der Raumgruppen lduft also darauf
hinaus, die unimodularen Matrizen zu kkssifizieren. Zentrales Hilfs-
mittel in dieser Klassifikation ist die Definition des Raumgruppentyps
vom Abschnitt 7.2.

Die Theorie der unimodularen Matrizen erlaubt noch weitere
Klassifikationen der Raumgruppen, z.B. in die sogenannten 73 arithme-
tischen Kristallklassen. Auf Jede solche Klasse entfallen dann durch-
schnittlich etwa drei Raumgruppen. Fur die genauen Zusammenhénge, und
vor allem die gensuen Formulierungen der Definitionen und Behauptungen

siehe man Burckhardt [1] und Brown et al. (1].

7.4.3 Geometrische Ableitung der Raumgruppen

Die Ableitung der Raumgruppen, die wir hier vorstellen werden,
ist nicht rein geometrischer Natur, in dem Sinne, dass wir ins nur
geometrischer Methoden bedienen werden (solche Ableitungen findet man
etwa in Buerger [1], [5] und Belov [1]). Vielmehr werden wir uns
der Methoden der Gruppentheorie bedienen, dabei aber auch die geomet-
rische Interpretation der verwendeten gruppentheoretischen Strukturen

zu Hilfe nehmen. Dies geschieht im Gegensatz zu den Methoden, die in
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den Abschnitten 7.4.1 und 7.4.2 kurz angedeutet wurden. Dort wird die
Geometrie so welt wie mtglich aus der Analyse herausgehalten und die
algebraischen Methoden stehen im Vordergrund. Der Zusammenhang mit

der Geometrie beschridnkt sich dabei im wesentlichen auf die grundlegen-
den Definitionen, wie z.B. die Aequivalenz von Gruppen.

Die geometrische Theorie der Raumgruppen nimmt ihren Ausgangs-
punkt in der Theorie der kristallographischen Punktgruppen.

Fiir Jede diskrete Untergruppen G von E ist es moglich, einen Punkt
P in allgemeiner Lage zu finden, d.h. sodass G p = i1y,
Mtglicherweise existiert aber ein Punkt P, sodass GP = G[P]. Ist
dies der Fall, so helsst die Gruppe eine s ymm o r p h e Gruppe.
Wie man zeigen kann, gibt es 73 Isomorphieklassen von symmorphen
Raumgruppen. Diese Gruppen sind relativ leich zu beschreiben:

Nach Voraussetzung sind die Punktgruppe K= GI[P], sowie die
Gittergruppe | einer Raumgruppe ( Untergruppen von ( . Ausserdem
ist die Gittergruppe [ ein Normalteiler von G . Wir betrachten nun
das Produkt KIM = § % .7 | e K, ve ]
der Untergruppen K und T von &G . Nach Abschnitt 1.2 ist K™
tatsdchlich eine Gruppe, und es gilt K/ 2 K/ KA . Nun
ist aber nach Definition WNT = {1}, denn die Punktgruppe K ent-
hidlt keine Translationen. Daraus folgt K/ rm =z K,

W ™ ist folglich eine Gruppe, deren Untergruppe von Translationen
gleich [ und deren Punktgruppe gleich (isomorph) W ist. Also ist

n

K™ eine Raumgruppe. Sie ist das semilidirekte P1ro-
d u k t aus der Punktgruppe W und der Gittergruppe [ .

Eine Raumgruppe (1 ist gensu dann symmorph, wenn ihre Punkt-
gruppe WK eine Untergruppe von (R ist. Dies ist genau dann der Fall,
werm die ( - Bahn eines Punktes P gleich der (G 0T ) - Bahn ( ™ - Bahn
von P ist (Satz 2.12). Nach den Ausfihrungen im Abschnitt 5.1 ist eine
Raumgruppe genau dann symmorph, wenn sie Symmetriegruppe eines Gitters
ist.

Die nichtsymmorphen Raumgruppen entstehen aus speziellen Kom-
binationen von Schraubungen und Gleitspiegelungen und haben Punkt-
gruppen, die keine Untergruppen sind. Ist « ein Element einer solchen
Raumgruppe G mit der Gittergruppe [ , so hat die Faktorisierung
Q@ = v «qpmit «pe G [P] fir jeden Punkt P einen nichtverschwin-
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denden translativen Anteil T , wobei t¢ I" (sonst liesse sich T ab-
spalten) und fgpd G .

Schraubungen und Gleitspiegelungen mit Translationskomponenten
T ¢ T sind offenbar nicht Symmetrien eines Gitters. Die Aussage, dass
jede isometrische Symmetriegruppe eines Gitters eine Raumgruppe ist,
ldsst sich also nicht umkehren. Jede Raumgruppe enthdlt wohl eine
Gittergruppe, aber nicht Jjede Raumgruppe ldsst ein Gitter invariant !
Nichtsymmorphe Raumgruppen sind aber auch Symmetrien von gewisgsen
diskreten Punktsystemen. Wir kommen darauf im Abschnitt 7.6 zurlck.

Zur Bestimmung der moglichen translativen Anteile T der
Schraubungen und Gleitspiegelungen haben wir zu beachten, dass diese
Translationen mit den entsprechenden Elementen der Gittergruppe [
vertréglich sein, d.h. seerzeugen miissen. Ist T der der Translation
zugehdrige Schubvektor einer Schraubung und %3 der Einheitstranslations-
vektor von L = [M(0) l3ngs dieser Achse und 24/n der Drehwinkel, so gilt

nt = qg mit qe Z, 0% % < oo und ne §1, 2, 3, 4, 6 1.

3
Wir konnen aber immer erreichen, dass 0K % £ 1 wird, denn innerhalb

der Raumgruppe diirfen wir die Gittertranslationen beliebig oft mit der
Schraubung verknipfen. Dadurch erhalten wir eine endliche Anzghl
von Normalformen (auch reduzierte Formen genannt) von Schraubungen
(vgl. Figur 7.1). Sie sind bestimmt durch die méglichen reduzierten
Werte von g/n (vgl. Tabelle 7.1).

Ist T die dem Vektor T = % ﬁs
drickt sich unsere Reduktion der méglichen translativen Anteile von

Schraubungen aus in der Relation R . Damit ist z.B.

T’n_l = T'_l. Daraus ergibt sich eilne wichtige Konsequenz: Der
translative Anteil der Schraubung 32 ist ’t2; wegen ’t2 = 7:_1

haben dann die Schraubungen 31 und 3? verschiedenen Windungssinn. Ent-

zugeordnete Translation, sc

sprechendes gilt flir die Schraubungen 41 und 43, 61 und 65 sowie

62 und 6&'_

Wir kommen zu den Gleitsplegelebenen. Eine Gleltspilegelung setzt sich
zusammer aus elner Splegelung an einer Glitterebene und aus einer
Gittertranslation % parallel zu dieser Ebene. Eine zweimalige
Anwendung derselben Gleitspiegelung liefert ein ganzzahliges Viel-

faches einer Gittertranglation parrallel zu ¥. Innerhalb der
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Tabelle 7.1

Kristallographische Schraubachsen: Drehwinkel 27/n
- >
Schubvektor t = % b

3
n % Symbol Relation
10 1 T oo
2 0 = 2 2 LR
5 0 4 % 3003 3, LS
oo 2 : 2 bbb, b 2 = v
6 o ¢ ¢ I % 2 6 6 6, 65 6 6  x =<
Figur 7.1

Bahn eineg Punktes unter den mdglichen kristallographischen Schraubachse:
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Raumgruppe 1&sst sich dies aber wiederum reduzieren auf genau eine
Translation in Richtung £. Ist Z die Periode des Gitters in dieser
Richtung, so muss also gelten: 2% = 3. Die reduzierte Gleitkomponente
einer Gleitspilegelung ist immer halb so gross wie die dazu parallele
Gittertranslation. Daraus lesen wir sofort die iiberhaupt mdglichen
indguivalenten Gleitspiegelungen ab. Dazu betrachten wir die mit der
Jjeweiligen Punktgruppen-Symmetrie begabten Grundzellen der vierzehn
Bravais-Gitter-Typen (Tabelle 5.7). Wir bezeichnen mit &, b, & die
erzeugenden Vektoren dieser Zellen; dies sind genau die erzeugenden
Vektoren der angepassten kristallographischen Koordinatensysteme

(vgl. Abschnitt 5.5.9). Ist die von 3, b, ¢ aufgespannte Zelle primitiv,
d.h. eine Einheltszelle, so kom-
men als reduzierte Gleitkomponenten

nur die Vektoren

Plog

+ 0 NIw
+ jol

b
T

b) (2 + &) (b + &)

N
o
N

(2

in Betracht. Ist die Zelle innen-

zentriert, so kann

%(é + b+ C)

zusédtzlich auftreten, und bei basis-
zentrierten Zellen sind auch die

Komponenten

TE+D FE+D B+ D
mdglich. Die Jeweiligen tatsdchlichen Spiegelebenen sind senkrecht zu
den vorhandenen Drehachsen gerader Ordnung (Satz 5.10). Die vorhandenen
Gleitsplegelebenen setzen sich dann zusammen sus diesen Spiegelungen
und den oben aufgezdhlten, zu den Spiegelebenen parallelen Translalionen.

Zur endiiltigen Charakterisierung einer Raumgruppe muss die
Punktgruppe WK und die Gittergruppe [, d.h. der Punktgruppentyp
und der Bravals-Gitter-Typ angegeben werden, sowie die vorhandenen
Schraubungen und/oder Gleitsplegelungen. Konkrete Ableitungen der Raum-

gruppen zweier Kristallklassen fihren wir im Abschnitt 7.5 durch.
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Tabelle 7.2

Verteilung der Raumgruppen

Kristallsystem Kristallklasse Anzahl Raumgruppen in
Kristallklasse Kristallsystem
— o IiIT 5
TO 6
Kubisch T {1, 1] 7 36
8

U1

4
3 D 5
3 C¢ 1
Hexagonal C¢ D, 4 27
Deeil, Ij 2
D, 6
C; S
'''' D, »§L, 11 6
C; Dy 6
Trigonal C, +{1, I} 2 25
D, 7
Cs 4
Dy 3L, I} 20
D, D, 12
Cq D, 12
Tetragonal Cyo{1, 13 6 68
C, C, 2
D, 10
C, 6
D, {L, 1] 28
Orthorhombisch ¢ D, 22 59
D, 9
C,-i1, 11 6
Monoklin C.Cy 4 13
C, 3
Triklin C,-{1, 13} 1 2



Es gibt 73 Isomorphieklassen von symmorphen Raumgruppen und
146 Isomorphieklassen von nichtsymmorphen Raumgruppen. Somit gibt es
219 Isomorphieklassen von Raumgruppen. Dabel spalten sich noch 11
Raumgruppen auf, wenn die Orientierung der vorhandenen Schraubung
mit beridchksichtigt wird. Man nennt die entstehenden 11 Paare von
Raumgruppen enant iomorphe Paare von Raumgruppen.
Die Kristallographen sprechen deshalb von 230 Raumgruppen, obwohl
dies vom gruppentheoretischen Standpunkt aus nicht gerechtfertigt ist.

Die Verteilung der 230 Raumgruppen auf die 32 Kristallklassen
und 7 Kristallsysteme haben wir in Tabelle 7.2 dargestellt (nach
Buerger [1]).

Literatur: Miller [1], Schoenflies [1], Yale [1].

7.5 Geometrische Ableitung aller Raumgruppen zweier Kristallklassen

Wir haben nicht die Absgicht, eine bis in alle Details gehende
geometrische Ableitung und Analyse der Raumgruppen zu geben. Wir
missten zu diesem Zwecke zu viele Vorbereitungen geometrischer Natur
vorausschicken. Man findet die entsprechenden Details alle bei
Schoenflies [1]. Insbesondere werden wir nicht systematisch auf das
pridzise geometrische Aequivalent zur gruppentheoretischen Isomorphie
eingehen konnen. Zwel durch geometrische Operationen erzeugte Raum-
gruppen sind isomorph als abstrakte Gruppen, wenn sie diesselbe
Verteilung der Symmetrieelemente (Inversionszentren, Drehachsen,
Drehspiegelachsen, Schraubachsen, Spiegelebenen, Gleitspiegelebenen)
haben. Dies flir zwei Gruppen nachzuweisen ist nicht immer ganz einfach.

Wir werden die Raumgruppen durch Symbole und Figuren reprisen-—
tieren wie sie auch bei den Kristallcgraphen Ublich sind. Eine Erlau-

terung dieser Bezeichnungen findet man etwa in Buerger [1].
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Die Raumgruppen der Kristallklasse (g

Die Kristallklasse (4 gehdrt zum tetragonalen Kristall-

system, Die moglichen Gittertypen sind primitiv und innenzentriert

(Tabelle 5.5). Zur Bezeichnung der Raumgruppen verwenden wir die

Symbole der Kristallographen.

I. Primitives tetragonales Gitter P:

Die Basis hat die Form 1'51 -3, b

paarweise senkrecht sind und |2

— s

. — d
> = 8, wobei g , b, ¢

I
— Tl
o

H
| ; die Symmetrieachse a

geht in Richtung von c .

1.

Symmorphe Raumgruppe:
Zur Gittergruppe tritt bloss eine Drehung <« um die Achse a
mit dem Drehwinkel 27/4 hinzu:

Raumgruppe P4 (Figur 7.3).

N

' n L. - —n

" WY WS l ........................ } R 1

Figur 7.3 Figur 7.4

Nichtsymmorphe Raumgruppen:

Hier muss es Schraubungen geben, denn Gleitspiegelungen kommen
nicht in Betracht, da keine Spiegelungen in C, vorhanden sind.
Sei T = ¢ By und damit 77 = v und « wie oben. Gemdss Ab-
schnitt 7.4.3 sind dann nur die Schraubungen t-4 , T'. g und
T® .« erlaubt. v“. g ist keine echte Schraubung mehr. Wir er-
halten damit die Raumgruppen Phl,'?42 und P#B (Tabelle 7.3 und

Figur 7.4, 7.5, 7.6).
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Man beachte, dass sich die Raumgruppen ?41 und ?43 nur durch den

Windungssinn der Schrauben 41 und 4, unterscheiden. Dies folgt sofort

aus der Relation =T Lo x 3,

3
Man betrachtet Phl und'th, obwohl sie

abstrakt isomorph sind, als verschiedene Raumgruppen. Es sind dies
Beispiele von sogenannten o r i en t i e r t en Raumgruppen.
Paare von orientierten Raumgruppen nennt man enantiomorph. Wie bereits

erwahnt, gibt es 11 solche Paare.

|
| o ' - '

Figur 7.5 Figur 7.6

II. Innenzentriertes tetragonales Gitter:

Die Basis hat die Form gl = 3, 82 = B, 33 = é(ﬁ + D + &) wobei
al = vl unda 8, B, ¢ paarweise senkrecht sind; die Symmetrie-

A . . . , 2 1 -
achse geht in Richtung von &. Sei ¢ wileder wie oben, und t = I S,

1. Symmorphe Raumgruppe:
Zur Gittergruppe gesellt sich hier nur die Drehung (¢
Raumgruppe I4 (Tabelle 7.3 und Figur 7.7).

2. Nichtsymmorphe Raumgruppen:
141, 142, I4, (Tabelle 7.3 und Figur 7.8).

3
Die Raumgruppen 1k, 1#1, 1&2 und 143 sind nicht alle verschieden. Die
Projektion von gé = %(ﬁ + B + &) auf die Achse der Schraubung ist
gleich 1 ¢, d.h. kleiner als eine Gittertranslation. Die Zusammen-

2
setzung der Schraubungen 4, 41, 4, 43 mit der Translation {, liefert

Schraubungen mit Translationskomponenten, die sich um % ¢ unterscheiden.
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Figur 7.7 Figur 7.8

Daraus folgt, dass die Schraubungen 4 und h2, 41 und 43 auf isomorphe
Raumgruppen fuhren, denn sie erzeugen diesselbe Verteilung der Achsen
(ausfilhrlicher in Schonflies [1], Zweiter Abschnitt, X. Kapitel):

Ih = Th,

T4, = Ih3.

1

7.5.2  Die Raumgruppen der Kristallklasse C,; D,

Die Kristallklasse C; D; gehdrt zum trigonalen Kristallsys-
tem. Dort gibt es das primitive trigonale Gitter (vgl. Tabelle 5.4)

mit der Basis Bl = 3, Bé = ﬁ, b3 = %(5 + b+ &), und |2] = ‘gl,sowie
X (3,B) = 2w/3.

— - .

Ebenso besitzt auch das primitive hexagonale Gitter mit der Basis

Bl =&, Bé = b, b3 = ¢, wobei |3l = |8} wnad X (3,B) = 7/3, C; D,
als Symmetriegruppe (wenn auch nicht als Holoedrie). Die Punktgruppe
C3 I>3 enth8lt ausser der dreizghligen Drehachse a drel durch dieselbe
gehende Symmetrieebenen, die Winkel vonn W/3 miteinander bilden und

. e . B . . .
deren eine den Winkel zwischen a und b halbiert.

I. Primitives trigonsles Gitter:
Das primitive trigonale Gitter l&sst sich auch durch die Vektoren
a, E,'g erzeugen., In diesem Fall liegen in der durch 3, S, ¢ bestimm—
ten Zelle zwel Gitterpunkte vgl Tabelle 5.7). Dieses Gitter wird

mit R bezeichnel.
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1. Symmorphe Raumgruppe
Zur Gittergruppe tritt
die Splegelung an den
Symmetrieebenen hinzu.
Raumgruppe R3m (Figur
7.9).

A 2. Nichtsymmorphe Raumgruppe:
Als Translationskcomponen—

f, /4 te einer Gleitspiegelebene

A :‘\%//. ll A kommt hier nur % ¢ in Be-
= iw//./ \'\.\i tracht: Raumgruppe R3¢

P ST T SN (Figur 7.10).

7 R A
e h i >~ -
AL AT A A A
S b b T S

{ ~ /\/' { |

A A< AL A A
TP S |
S .
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II. Primitives hexagonales Gitter:

1. Symmorphe Raumgruppen:
Die drei Ebenen der Spiegelungen der Punktgruppe <T3D3 konnen
beziiglich des primitiven hexagonalen Gitterszwel Stellungen

einnehmen:

P3ml P31m

Dies liefert die beiden symmorphen Raumgruppen P3ml und

P3lm (Figur 7.11 und 7.12).

FPigur 7.11 Figur 7.12
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2. Nichtsymmorphe Raumgruppen:
Werden die Spiegelungen der symmorphen Raumgruppen mit Trans—
Jationen der Form < g verknipft, so entstehen daraus dile Raum-

2
gruppen P3¢l und P3lc (Figur 7.13 und 7.14).

/A N A A .................. S A
/./‘ ; ‘. .*:/ i '\"*: o //’ /. \
y P : RN :
Al et b e / \
/ /E<\ I J‘ku |/ / A
A : o P ot e s e A
/4 IR B \ /
f&\.!u”' L | - 7’ B \ /
! ."*‘\ ~ * //' \_ ‘/
st T \ /
S IO H A IK”.””_””“.HQM' ................... A
Figur 7.13 FPigur 7.14

Wir missten noch einsehen, dass die weiteren mdglichen Gleit-
komponenten der Gleitspiegelungen auf diesselbenRaumgruppen,d.h.
auf diesselbe Verteilung der Symmetrieelemente (3-zZhlige
Achsen und Gleitspiegelebenen) fithren. Wir iibergehen dies aber
hier und verweisen auf Schoenflies [1], Zweiter Abschnitt,
Kapitel IX.

Die Konstruktion der Raumgruppen zu einer bestimmten Kristallklasse
flihrt also offenbar auf Isomorphie-Probleme. Diesselbe Gruppe kann

mehrfach auftreten.
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7.6 Einfache und mehrfache Gitter

In diesem Abschnitt berachten wir (; ~ Bahnen von Punkten
aus E3, werm (3 eine Raumgruppe ist. Die G - Bahn eines Punktes P,
die wir mit G(Pﬁ bezeichnet haben, bildet eine Punktmenge, die
dreifach periodisch ist. D.h. die Punktmenge G (P) ist invariant
unter den Operationen der Gittergruppe [~ von G . Daraus wollen wir
nun einige Folgerungen ziehen.

Dazu betrachten wir zwei Punkte P und Q, wobei wir auf P nur
die Gittergruppe ™ und auf Q die ganze Raumgruppe G ausiben. Wir
erhalten so ein Gitter [T(P) und eine Punktmenge G (Q). wir
nehmen nun an, dass Q nicht auf der [ - Bahn von P liegt. Weiter
betrachten wir eine beliebige Einheitszelle Z des Gitters [ (P).

In ihr liegen gewisse Punkte der Menge (;(Q). Nennen wir diese
Punkte Ql’ QZ’
sdmtliche Operationen der Gittergruppe r angewendet, so entsteht
die Punktmenge G (Q). Also ist

G = Tepul)u - L),

, Qn' Werden auf die Punkte Qi, i=1, 2, ... , n,

Definition Sei (3 eine Untergruppe der Bewegungen des euklidischen
Raumes Ei. Zwel Punkte X, Y E5 heissen Zquivalent
bezliglich G , wenn X und Y auf derselben (3 - Bahn

liegen. D.h. wenn ex. g < G, sodass CE(X) =Y.

Die Punkte Ql’ Q2, , Qn in der Einheitszelle 7Z sind alle nicht-
dquivalent beziiglich der Gittersruppe [T . Deswegen sind die Gitter
r'(Ql)’ r“(Q2), e f‘(Qn) alle verschieden. Die (( - Bahn des

Punktes Q ist identisch mit der Menge der kongruenten, ineinander-
gestellten Gitter [M(Q;), T(Q,), ..., T(a ). G(Q) kenn demnach
als mehrfaches oder zusammengesetztes Gitter bezeichnet werden

(Kristallographen verwenden hierfir den Ausdruck "Gitterkomplex").
Die Anzehl n der Punkte Q, in einer Einheitszelle des Gitters [ (P)
ist immer endlich (vgl. Definition der diskreten Gruppe !). Die Zahl
n hat nun flir jede Raumgruppe einen charakteristischen Wert, der zu-
sétzlich von der Lage von Q beziiglich des Gitters [ (P) abhingt.
Denn liegt z.B. Q auf einer Symmetrieebene oder -achse, so ist die

Anzahl n sicher kleiner, sls wenn O auf keinem Symmetrieelement liegt.



~ 142 -

Der grosste Wert, den n flir eine Raumgruppe G mit ger Gittergruppe [
annehmen kann, ist gleich dem Index von [ in G : Ny = IGl/Iry.
Das mehrfache Gitter G (Q) kann durch beliebig viele weitere
G - Bahnen von Punkten Q', Q", ... ergénzt werden. Die so entstehen-
den diskreten Punktgruppen sind invariant unter den Operationen von CS’
d.h. (& ist Symmetriegruppe aller derartigen Punktsysteme. Man nennt
G in diesem Falle auch eine kristallographiische
Symme triegruppe. Dies ist die Gruppe aller isometrischen
Symmetrien einer "Kristallstruktur", die etwa so definiert werden kann:

3

Definition Ein Objekt U im dreidimensionalen Raum E” heisst elne

Kristallstruktur, wenn

1. unter den Transformationen von EB, die U invariant
lassen, drei linear unabh&ngige Translationen existie-

ren,

2. es elne reelle Zahl ¢ » O gibt, sodass Jjede Translation
von EB, die U auf sich selbst abbildet, mindestens die

L8nge € That.

Will man direkt die Raumgruppen ableiten unter Umgehung der Punktgrup-
pen, ist es sinnvoll, geradezu von dieser Definition einer Kristall-
struktur auszugehen‘und die Raumgruppe von U als die Gruppe a 1 1l e r
isometrischen Symmetrieoperationen von U zu definieren (vgl. Brown
et al. [1]). Man beachte, dass man hier aus mathematischen Griinden
eine Kristallstruktur als unendlich ausgedehnt betrachten muss.

Gehen wir von [~ - Bahnen einer beliebigen Gittergruppe [
aus, So bestimmen die Bahnen r‘<Q1), r‘(Qz), e fq(Qm) von m

Q ce
1! 2’ b
Bahn einer Raumgruppe G mit der Gittergruppe I . Man muss sogar

beliebig gewdhlten Punkten Q Qm im allgemeinen keine
sagen, dass die Raumgruppe ganz einschneidende Bedingungen an die
Anordnung der Punkte Ql, QZ’ e Qm stellt. Denn das Vorhandensein
gewlsser Punkte in einer Einheitszelle verlangt das Vorhandensein
aller ibrigen zu diesen Punkten (beziiglich [ ) nichtiquivalenten
Punkten.

Offenbar 18sst sich auf mehrfache Gitter die Idee des rezipro-

ken Gitters nicht so einfach verallgemeinern. Wie sich zeigen wird
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(vgl. Kapitel 8), muss ein sogenannter gewichteter reziproker Raum
eingefiihrt werden, der sich als Fouriertransformation des mehrfachen

Gitters erweisen wird.

7.7 Verallgemeinerte symmetrische Dirichlet-Bereiche

Das Problem, alle mdglichen Dirichlet-Bereiche eines Punktes P
bezliglich einer Gittergruppe I 2zu finden, hingt eng zusammen mit dem
Problem, alle regulidren und normalen Teilungen des Raumes aufzuzdhlen
(vgl. Abschnitt 6.4). In voller Allgemeinheit ist dieses Problem bis
anhin (1981) nicht gelost. Einen guten Ueberblick bis zum heutigen
Stand gibt Engel [1], [2].

Die symmetrischen Dirichlet-Bereiche sind wohlbekannt (vgl.
Abschnitt 6.4). Lassen wir die Bedingung der Symmetrie fallen, so
erffnet sich gleichsam ein Abgrund: allein in dem kubischen Kristall-
system fand E. Koch [1] 117 verschiedene Typen von Dirichlet-Bereichen.
Und dies scheinen noch lange nicht alle zu sein. P. Engel fand 172
neue Typen innerhalb einer einzigen Raumgruppe (Engel [3]). Diese
Ergebnisse wurden u. a. dadurch erzielt, indem die Bahnen verschie-
dener Punkte unter einer Raumgruppe G genauer untersucht wurden.

In der Ebene ist die Sachlage besser Uberblickbar. Es gibt
nur vier Typen von Dirichlet-Bereichen: Dreieck, Rechteck, Quadrat
und Sechseck (Coxeter [2], Engel [1], [2]). Dariiberhinaus wurden auch
die reguldren Teilungen der Eberie bereits intensiv untersucht
(vgl. Grinbaum [1]). Im Raume ist in dieser Hinsicht noch sehr wenig

bekannt.
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8 Der reziproke Raum

8.1 Gitterperiodische Funktionen

Funktionen f(¥*), die physikalische Eigenschaften eines
Kristalls beschreiben sollen, miissen die r&umliche Anordnung und
Verteilung der Kristallbausteine wiederspiegein, d.h. sie miissen
beziiglich den Operationen der Gittergruppe I einer Raumgruppe

invariant sein. Ist Bl’ Q B eine Basis des Gitters L und 2 der

27 73
Vektor einer Translation in [ , so gilt
3 2 b b, mit c 7
a = ng + 10, + n5 3 m Ny, Ny, n3 .

Es muss gefordert werden:

(P + 2) = £(¥)
Die Funktion f(¥) nimmt an beziiglich der Gittergruppe [ Zquivalenten
Punkten denselben Wert an. Erfiillt f(?) diese Bedingung, so nennt
men f(P) gitterperiodisc h.

Periodische Funktionen lassen sich in eine Fourierreihe

entwickeln. Mit geeigneter Normierung kann man erreichen, dass

£(F) = L ap et DT (1)
B "
wobel
. B >
Ay = =+ f £(P) 7" BT 4 (2)
v
)
Vo
Denn
- !
f(+) -2%1 ber a2 = Z ABr eZ.n.L ber =251 ber ar
-
bl
Vo Vg

211 Fo (b - D)
AP, [ et TRl = ar ].

oM

Vo
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wobei das Integral in der Klammer nur fir B! = b nicht verschwindet:

j‘ £(7) 72 b.¥ ar = Ap V,

Vo
VO = [BygéﬁB] ist das Volumen der von den Basisvektoren aufgespaan
(primitiven) Enheitszelle des Gitters. Das Integral geht alsc jewells
idber das ganze Volumen der Einheitszelle.

In der Summe (1) ist iiber alle mdglichen Vektoren b zu summie-
ren. Dile entsprechenden Bedingungen an b ergeben sich aus der Perio-

dizitAtsforderung:

f(? + 5) = 2: ﬂAB e“’
>
b = S I S
_ :E 'AB e2ﬁl DT e2|l bea (%)
ﬁ )
wobei
=2 - ~ =
Az _ ‘;:L f £(F 4 2) o~291 ber 291 bea o (L)
0
Vv

Die Ausdricke (1) und (3) bzw. (2) und (4) erflillen nur dann die
Periodizitédtsbedingung

o{r + 8) = £(1),
wenn

S =1
ist. Dies ist Hquivalent mit

> o =
2% bDea = = 2% n, d.h. bea = n mit ne Z,.

Eine solche Bedingung erfillt Jeder Vektor

-+ 2] >2 a3
b = mlb + mzb + m,b” , m,, M,, m; € Z,

3 3
wenn die Beziehung

N 4
bl.ﬁj - él_.l mit i, 3 =1, 2, 3

gilt.



Beweig: Mit

S =7 > >3
h = mlb + m2b + me
2= nby 4 nb, 4 nd
a—r1:|_1+1122~1-ﬂ33

ergibt sich das Skalarprodukt zu

> B +] - 52 = _»5 >
Heq = mlnl(b bl) + m2n2(b .b2) + mBHB(b b3)
= mlnl + m2ﬁ2 + msn3
= 1n mit Ile?Z
. . . A 3 S 3~ R s -
Durch unsere Bezeichnung der neuen Basis mit b™, b, b~ haben wir

schon darauf hingewlesen, dasg hier offenbar eine rsziproke Basis
> ) . o

1 b2, b3 vorliegt. Die erlaubten Vektoren b,

d.h. diejenigen Vektoren, iliber die in der Summe (1) summiert werden

bezliglich der Basis ©

darf, sind also die Vektoren des reziproken Gitters !

Die eben angesteilten Ueberlegungen lassen erkennen, wie der
Begriff der Redprozitit auf zusammengestzte oder mehrfache Gitter
angewendet werden kann. Die allgemeinsten diskreten Punktgebilde,
die in dreil nichtkoplanaren Richtungen translationsinvariant sind,
sind die Bahnen von einem oder mehreren Punkten unter einer Raumgruppe
& . Beschreiben wir diese Punktverteilungen durch elne Funktion f
als ein Integral iber eine Summe von Dirac'schen & - Funktionen (fir

jeden Punkt der Bahn eine), so ist klar, dass f gitterperiodisch ist.

Mit anderen Worten, dis Funktion f ist bskannt, wenn wir die Verteilung
der Punkte in einer Einheitszelle eines der Raumgruppe zugeordneten
Gitters (aufgefasst als [T - Bahn eines Punktes P) kennen. Die

~n

Funktion f kann nun in der Form
- 2%1 ¥, 7
f(r) = 3 A?* e (1)
P
dargestellt werden, d.h. als eine gewichtete Summne (Fourierreihe) iiber
die Punkte 7* des reziproken Gitters. Die Gewichte oder Amplituden sind

dann gegebhen durch

1 ~2F1 TP o
A,f‘_x_ = —v—é— f f(?‘) e sLreer dr (2)
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Die Kristallographen schreiben daflir auch

Fhkf _ 2: fj e—2ﬁ1(hxj + kyj + (zj)
J

und nennen die komplexe Zahl Fhkl den Strkturfaktor.

Aus der Darstellung (1) sehen wir, dass sich die Zesamte
Information Uber unser diskretes Punktgebilde wie in den Punkten
des reziproken Gitters sammzlt. Kennen wir also die (im allgemeinen
komplexen) Amplituden A?* in samtlichen Punkten P% des reziproken
Gitters, so kennen wir die Funktion f. Es besteht also eine umkehr-
bar eindeutige Beziehung zwischen dem translationsinvarianten diskreten
Punktgebilde umi dem mit den Amplituden A?* gewichteten reziproken
Gitter. Es ist in diesem Zusammenhange nicht mehr zuldsslg, von einem
Gitter zu sprechen, da im allgemeinen jedem Punkt P* des reziproken
Gitters ein anderes Gewicht A%* zugeordnet wird und folglich keine
Translationsinvarianz mehr voriiegt. Man spricht deshalb von der
reziproken Struktur, vom reziproken
Raumoder vom Fourier-Raumn.

Intuitiv l8sst sich das gewonnene Resultat auch noch auf
folgendem Wege einsichtig machen (vgl., Ewald [1], S. 139ff.). Die
gabhnliche Beschrelbung elnes Gitters charakterisiert dieses durch die
Angabe der Punktlagen ¥, wihren die reziproke Beschreibung (mittels
des reziproken Gitters) dasselbe Gitter durch die Angabe der Ebenen-~
lagen 7% schildert. Dabei ist die erste rationale Ebene des direkten
Gitters in Richtung T* gegeben durch T-©* = 1, wobei hier T variabel
ist. Innerhalb der einzelnen Teilgitter eines zusammengesetziten Gitters
(wie unser diskretes Punktsystem eines ist) existieren nur die gleichen
Ebenenrichtungen wie im einfachen Gitter. Denn werden Punkte aus ver-
schiedenen Teilgittern durch eine Ebene verbunden, so wird diese Lbene
entweder noch durch unendlich vide analoge Punkte gehen, alsco zu den
rationalan Ebenen gehdren, die auch im einfachen Gitter schon vorhanden
sind, oder aber die Ebene hat eine irrationale Lage, und enthilt nur
endlich viele Punkte, ist also keine Gitterebene. Wir sehen, dass in
einem zusammengesetzten Gitter keine neuen Ebenenrichtungen auftreten,
und somit die ihm zugeordnete reziproke Struktur geometrisch ein

gewdhnliches reziprokes Gitter sein nuss.
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Wahrend im einfachen Gitter die Ebenen, die einer und dersel-
ben Schar angehiéren, gleichwertig sind, d.h. sich in gleichen Abstén-
den folgen und gleiche Belastungen (Punktdichte pro Flicheneinheit)
aufweisen, ist dies im zusammengesestzten Gitter nicht mehr der Fall.
Die Beschreibung des Gitters durch seine Ebenen muss dis Abstands~
folgen und die verschiedenen Belastungen innerhalb einer Ebenenschar
erkennen lassen. Es Dleibt also nur die Moglichkeit, den Punkten des
reziproken Gitters verschiedenes Gewicht beizulegen. Es zeigt sich
dann , dass :dle Gewichte des reziproken Gitters sich durch die
Abstidnde und Belastungen der Netzebenen ausdricken lassen (Ewald [1],
S. 148).

Die Verallgemeinerung unserer Ueberlegungen von diskreten auf
kontinuierliche gitterperiodische Punkteverteilungen (z.B. Elektronen~
dichteverteilungen) macht nun keine begrifflichen Schwierigkeiten
mehr. Die Funktion £ ist dann eben nicht mehr diskret, sondern konti-
nuierlich von # abhdngig. Die Form der Fourierreihe (1) und ihre Um—
xehrung bleiben sich gleich. Die reziproke 3truktur ist folglich
der allgemeinste Begriff, der sich als Verallgemeinerung des Begriffs
des reziproken Gitters im Rahmen von gitterperiodischen Funktionen

gewinnen lassth.

Literatur: Ewald [1], Herrmann/Prepperasu [1].

8.2 Symmetrien des reziproken Raumes
8.2.1 Punktgruppensymmetrie

Dis reziproke Darstellung (reziproker Raum) einer diskreten,
gitterperiodischen Punktmenge besteht aus den Punkten des reziproken
Gitters, von denen Jeder ein idividuelles komplexes Gewicht Ag*
besitzt, das sich aus Betrag und Phase zusammensetzt:

Prgeg = Mg = il &5

Der reziproke Gitterpunkt mit den Koordinaten T = (h,x,[) liegt auf

der Normalen des Netzebenensatzes (hkf). Die Lagen der Normalen haben
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offensichtlich diesselbe Symmetrie wie die Lagen der Ebenen (Satz 6.5).
Symmetriedguivalente Netzebenensdtze haben ausserdem gleiche Abstands~
periode, weshalb auch die Abstdnde vom Nullpunkt der reziproken Gitter-
punkte symmetriedquivalenter Normalen gleich sein miissen. Diese beiden
Feststellungen garantieren dafiir, dass die Positionen zweiler reziproker
Gitterpunkte, die zwei symmetriedguivalente Netzebenensitze beschrei-
ben, zumindest Uber die gleiche Symmetrie gekoppelt sind, wie die
Netzebenen selbst (vgl. Satz 6.5). Auf Jeden Fall sind Betrag und

Phase der Darstellung symmetrisch dquivalenter Netzebenensitze mit der
gleichen Symmetrie gelkoppelt, wie die Netzebenensidtze selbst. Dis
Punktgruppensymmetrie des reziproken Raumes ist also diesselbe wie

diejenige des urspriinglichen Raumes.

8.2.2 Konjugierte Symmetrie

Der reziproke Raum besitzt noch eine weitere Symmetrie:
die konjugierte Symmetrie; sie kommt dem direkten Raum nicht zu.
Dies hidngt mit der Fourier-Darstellung des reziproken Raumes zusammen.

Fir die Amplitude A, einer gitterperiodischen Funktion £(?) mit

R —>
eZﬁl r¥*,

(7)) = Y Asy
T*
gilt
_ . »_X_-u) N
by, = jf £(P) 7N TN gp

Wird der Punkt r©'* des reziproken Raumes am Ursprung gespilegelt, so

ist das Bquivalent einer komplexen Konjugation der Amplitude A?*:

A7y = Apx
A_}* = A}%

Hat die vorliegende diskrete Punktmenge ein Symmetrizentrum (Inversions-

zentrum so gilt offenbar, wenn dieses Zentrum im Ursprung liegt:
’ s P &
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A_zx = B2y

Daraus folgt
Ay =

¥ S

d.h. der Strukturfaktor ist reell. Die Phase kann dabel nur die

Werte O oder o annehmsn,

Literatur: Buerger [3], [6].
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