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Zur Geschichte der Entdeckung der kristallographischen Punkt-
und Raumgruppen 

Das Studium der Symmetriegruppen (Transformationsgruppen) 
beginnt etwa in der gleichen Zeit wie die mathematische Theorie 
der Gruppen. Im Jahre 1830 bestimmte J.F.C. Hessel die 32 Kristall-
klassen im dreidimensionalen euklidischen Räume. Die Bedeutung sei-
ner Arbeit wurde allerdings erst einige Zeit später erkannt im 
Zusammenhang mit der Entdeckung der Raumgruppen. 1850 leitete 
A. Bravais in seiner gründlichen Monographie [l] die vierzehn 
nach ihm benannten Typen von symmetrischen dreidimensionalen 
Gittern ab. Die Aufstellung der Raumgruppen beginnt mit C. Jordan 
im Jahre 1867, welcher 174 Typen von Bewegungsgruppen aufzählte, 
inklusive kristallographische und nichtdiskrete Gruppen. 

Die kristallographischen Raumgruppen sind diejenigen diskre-
ten Gruppen von euklidischen Bewegungen, die eine dreidimensionale 
Gittergruppe als Normalteiler besitzen. Dabei unterscheidet man 
Gruppen, die nur gleichsinnige Transformationen enthalten von 
solchen, die auch ungleichsinnige enthalten. Erstere wurden von 
L. Sohncke 1876 im Anschluss an C. Jordan vollständig bestimmt. 
Das Werk von E. von Fedorow, A. Schoenflies und W. Barlow befasste 
sich mit den letzteren Gruppen. 

A. Schoenflies (1853 - 1928) leitet 1886 zunächst auf mehr 
gruppentheoretische Art noch einmal die 65 von L. Sohncke gefun-
denen gleichsinnigen Bewegungsgruppen ab. Die Erweiterung der 
Betrachtung auf Gruppen, die auch ungleichsinnige Bewegungen ent-
halten (insbesondere Ebenenspiegelungen), vollzog Schoenflies 
1889 aufgrund eines Hinweises von Felix Klein (1849 - 1925). 
Er gelangte dabei zunächst auf die falsche Anzahl von 227. Erst 
in seinem Hauptwerk "Kristallsysteme und Kristallstruktur" 
(Leipzig 1891) beschreibt er die richtige Anzahl von 230 Raum-
gruppen. 

E. von Fedorow (1853 - 1919) schrieb seine Werke zur Theorie 
der Kristallstruktur als Bergwerksdirektor im Ural. Seine Abhand-
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lungen sind ausserordentlich umfangreich. Auf dem gesamten Gebiet 
der Kristallographie hat er Bedeutendes geleistet. Seine unabhängig 
von Schoenflies gewonnene Ableitung der 230 Raumgruppen gelang ihm 
im Jahre 1890, also kurz vor Schoenflies. Ihm gebührt die zeitliche 
Priorität, wenn auch beide systematisch durchaus verschiedene und 
unabhängige Wege gegangen sind (vgl. Burckhardt [2]). 

¥. Barlow (1845 - 1934) gibt 1894 eine selbständige Ableitung 
der Raumgruppen, indem er ebenfalls von L. Sohncke ausgeht und die 
Spiegelungen an Punkt und Ebene hinzuzieht. 

"Bei der Aufstellung der Raumgruppen war zunächst die wichtigste 
Frage nicht diejenige nach ihrer genauen Anzahl. Das zentrale Prob-
lem lag in der kristallographischen Frage nach den Strukturprin-
zipien der Materie und insbesondere darin, ob die durch Erweiterung 
der Betrachtung von L. Sohncke erhaltenen Formen kristallographische 
Bedeutung haben. Dieses Problem haben unabhängig voneinander 
A. Schoenflies und E. von Fedorow gestellt und durch die explizite 
Aufstellung der Raumgruppen mathematisch gelöst. Die nachträgliche 
Mitarbeit von ¥. Barlow bestätigte die Vollständigkeit der Auf-
zählung. "(Burckhardt [2], S. 244) 

Waren die kristallographischen Gruppen in zwei und drei Dimen-
sionen einmal bestimmt, so war es natürlich, die entsprechenden Grup-
pen in höheren Dimensionen abzuleiten. In seinem berühmten Vortrag 
am internationalen Mathematikerkongress in Paris (1900) formulierte 
D. Hilbert als achtzehntes seiner insgesamt 23 Probleme die Frage, 
ob es in jeder Dimension nur endlich viele Klassen von Raumgruppen 
gibt. Eine positive Antwort gab L. Bieberbach wenig später. Er 
zeigte 1910, dass es für jede Dimension nur endlich viele Iso-
morphieklassen von Raumgruppen gibt (Bieberbach [l]). In seinem 
Beweis ordnete er jeder solchen Isomorphieklasse eine Konjugations-
klasse von endlichen Gruppen von unimodularen Matrizen in der 
vollen Gruppe der unimodularen (nyn)-Matrizen, die gewöhnlich mit 
GL(n,Z) bezeichnet wird, zu. Er konnte dann ein Theorem von 
C. Jordan und H. Minkowaki über die Endlichkeit der Anzahl Kon-
jugationsklassen von unimodularen Matrizen in GL(n,Z) benützen. 
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G. Frobenius bemerkte wenig später, dass vom kristallographischen 
Standpunkt aus die geometrische, d.h. affine Aequivalenz eine 
natürlichere Beziehung zwischen den Raumgruppen ist als die 
Isomorphie im gruppentheortisehen Sinne. Im Jahre 1911 bewies er 
Hilberts Vermutung unter Verwendung der geometrischen Aequivalenz 
(Frobenius [l]). Endlich zeigte Bieberbach 1912, dass die Raum-
gruppen genau dann geometrisch (äffin)•äquivalent sind, wenn sie 
isomorph sind als abstrakte Gruppen (Bieberbach [2]). 

Die nun folgende Entwicklung in die neuere Zeit hinein bedient 
sich immer mehr arithmetischer und algebraischer Methoden. Ins-
besondere stehen z.B. bei J.J. Burckhardt [l] die arithmetischen 
Untersuchungen im Anschluss an Minkowski im Vordergrund. Später 
versuchte man Algorithmen zur konkreten Berechnung kristallogra-
phischer Gruppen in n Dimensionen zu konstruieren. Eine vollstän-
dige (mit dem Computer berechnete) Liste der kristallographischen 
Gruppen in vier Dimensionen ist eines der neuesten Resultate 
(Brown et al. [l]). Für höhere Dimensionen ist man noch nicht so 
weit. 

Literatur: Brown et al. [l] 
Burckhardt [2] 
Liebisch [l], [2] 
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1 Gruppentheorie 

Das ganze erste Kapitel stützt sich im wesentlichen auf eine 
von B. Eckmann gehaltene EinführungsVorlesung in die Algebra im 
Sommersemester 1978 an der ETH Zürich. 

1.1 Transformationsgruppen 

1.1.1 Grundlegende Begriffe 

Innerhalb der Gruppentheorie sind die Transformationsgruppen 
(Symmetriegruppen) am engsten mit der Geometrie verwandt. Sie 
gehörten in der Anfangszeit der Gruppentheorie zu den am intensiv-
sten untersuchten Gebieten. Wir stellen einige Definitionen und 
Sätze zusammen, die wir später brauchen werden. 
Definition Eine T r a n s f o r m a t i o n oder S y m m e -

t r i e f einer beliebigen Menge M ist eine bijektive 
Selbstabbildung von M: 

f: M —» M. 
Ist M eine endliche Menge, so spricht man auch von 
P e r m u t a t i o n e n . 

Die Menge aller Transformationen einer Menge M bezeichnet man mit 
T(M). Auf ihr ist durch die Zusammensetzung der Funktionen eine 
natürliche Verknüpfungsvorschrift definiert: 

(g . f)(x) := g(f(x)) 
Offenbar bildet T(M) zusammen mit dieser Verknüpfungsvorschrift 
eine Gruppe, die v o l l e T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e 
oder v o l l e s y m m e t r i s c h e G r u p p e T ( M ) 
von M. 

Untergruppen von TCM) heissen T r a n s f o r m a t i o n s -
g r u p p e n oder S y m m e t r i e g r u p p e n von M. 
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Wir wollen im ganzen rein gruppentheoretischen Teil dieser 
Arbeit (Kapitel l) das Verknüpfungszeichen unterdrücken. Es 
wird dabei keinen Anlass zu Unbestimmtheiten geben. 
Definition Sei U eine nichtleere Untermenge (Teilmenge) von M. 

Eine Transformation f von M lässt U g l o b a l 
i n v a r i a n t , wenn f(U) = U. 
Eine Transformation f von M lässt U p u n k t w e i s e 
i n v a r i a n t , wenn f(u) = u für alle u eU. 

Die geometrisch relevanten Gruppen sind meistens Untergruppen 
der vollen Transformationsgruppe. Folglich ist es sinnvoll, den 
Invarianzbegriff insbesondere mit den genannten Gruppen in Verbin-
dung zu bringen. 
Satz 1.1 Sei G eine Untergruppe der vollen Transformationsgruppe 

T<H) einer Menge M und sei U eine nichtleere Teilmenge 
von M (Figur l.l). Dann bilden sämtliche Transforma-
tionen f e <S , die U global bzw. punktweise invariant 
lassen, eine Untergruppe H von G . 

Beweis: Das Neutralelement 1 von G gehört sicher zur Menge der 
Transformationen, die U global bzw. punktweise invariant lassen. 

Wir betrachten zunächst den globalen Fall: Ist f e H eine solche 
Transformation, d.h. f(U) = U, so gilt wegen der Bijektivität von 
f auch f~1(U) = U, also f"1e H . Ist f(U) = U und g(U) = U, so gilt 
auch f g(U) = U. Ganz analog beweist sich der Fall der punktweisen 
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Invarianz: Gilt f(u) = u für alle u £U, dann ist offenbar auch 
f_1(u) = u für alle ue U, und mit g(u) = u für alle ue U ist auch 
fg(u) = u für alle ue U. 

Beim Studium der Symmetrien einer Menge M, oder genauer, 
der Transformationsgruppen dieser Menge M, wird man geeignete 
Homomorphismen oder Isomorphismen konstruieren müssen, um Produkte 
von Symmetrien (Transformationen) irgendwie rechnerisch verfolgen 
zu können. Die algebraische Methode hierzu ist die Darstellungs-
theorie . 

Definition Eine D a r s t e l l u n g einer Gruppe G ist ein 
Homomorphismus G von G in eine Gruppe H . 
Die Darstellung heisst t r e u , wenn 0 bijektiv, d.h. 
ein Gruppen-Isomorphismus ist. 

Wir werden zwei Darstellungen in unseren Untersuchungen herbeiziehen: 
T r a n s f o r m a t i o n s d a r s t e l l u n g : 
Homomorphismus 

0. 1G —T(M) 

Jedem Element xe G wird durch 6 eine Transformation Ö(^) = f^der 
Menge M in sich selbst zugeordnet: 

f^ : M —> M 
Man sagt " G operiert in M". 
M a t r i x d a r s t e l l u n g : 
Homomorphismus 

0 • G —^ GL(n,X), 
wobei K - E, IR oder €. Die natürliche Zahl n heisst der G r a d 
der Darstellung 

Die Darstellung einer Gruppe G durch einen möglichst niedri-
gen Grad erlaubt es, die Struktur von G zunächst grob zu über-
schauen. Daran anschliessend kann man dann zu immer feineren 
Darstellungen übergehen, bis hin zur isomorphen Darstellung (treue 
Darstellung). 
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1.1.2 Transformationsdarstellung einer Gruppe 

Wir betrachten den Homomorphismus 

0 J G —*T(M) 

und bezeichnen mit P, Q, R, ... die Elemente der Menge M. 0 ist 
ein Homomorphismus, also gilt mit 0 (<f) = f^ und 0(f) = f^ 

f Cj ̂  = f (j f(f 
f̂ -i = (f^)"1 
fz = 1 

wobei £ das Neutralelement von bedeutet. 
Definition Sei P e M fest. Alle Bilder f^(P) mit G bilden eine 

Menge, die G - Bahn von P. Wir bezeichnen sie mit 
G (P). Offenbar ist 

G (P) = 1 V P ) ' ^ E G 1 

Definition Die Menge aller Transformationen f̂  , die bezüglich 
einem Punkt Pe M identisch operieren, nennt man den 
S t a b i l i s a t o r von P bezüglich G und 
bezeichnet ihn mit Hp*. 

Hp - { alle eye Q mit f^(P) = P }. 
Behauptung: H p ist eine Untergruppe von G . 
Beweis: Das Neutralelement eeG gehört sicher zu Hp, denn f£ = 1; 

—1 —1 
ebenso ist mit e Hp auch Hp, denn = (f^) und (f^) (P) 
= P.- Ist es, er 6 Hp, so folgt fftv(p) = f^f^CP) = (fqCf^P)) = f^(P) = P, also iß y £ H . ' ^ p 

Man kann die Untergruppen H p von (s zu einer Einteilung von 
G in Restklassen modulo Mp heranziehen. Dabei gilt (Figur 1.2): 

c§' liegt in derselben Restklasse wie 
<=V Cf' e ĉ Hp 

<=>fv*4 (P) = %lf c3'(P) = P 
<=v(fCs)~1f cs'CP) = P 
<=>±4 (P) = fH(P) = Q 
< = >f(5! und f^ ordnen P denselben Punkt Q zu. 



Figur 1.2 

Wir haben bewiesen: 
Satz 1.2 Die Anzahl der Elemente der Bahn von P bezüglich G 

ist gleich der Anzahl der Restklassen von G 
modulo H P. 

Die Bahnen in der Menge M sind wohlbestimmte disjunkte Objekte: 
M kann in Bahnen zerlegt werden. Um dies zu zeigen, definieren wir 
zunächst eine zweistellige Relation auf den Punkten von M und zeigen 
dann, dass dies eine Aequivalenzrelation ist. 

Definition Q-^ G^ : = Q-̂  und Q2 liegen auf derselben Bahn 
bezüglich einer Gruppe Q . 

Es gilt nun nacheinander: 
Q 1-Q 2 = ex. P e M und c g Q mit f^(P) = G^und fy(P) = Q2 

= ex. <s,yeCr mit fvfTi(Q1) = ft<5-i(Q1) = Q2 

= ex. Tie (5 mit f7e(Q]_) = Q2, wot,ei t = 
Damit lässt sich nun sofort einsehen, dass die oben eingeführte 
Relation "^" auf den Punkten von M eine Aequivalenzrelation ist: 
Reflexivität: Es ex. £e CJ mit f£ = l, d.h f^Q^) = Q^, also Q-^Q^. 
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Symmetrie : Ist f~(Q-,) = Q9 mit t« <3 , so ist auch ^ G und 2 
fri(Q2) = f^(Q2) = Q]_. 

Transitivität: Sei fi(Q1) = Q2 und f^(Q2) = Q^ mit 6 dann 
ist auch x'* e G und (Q^) - f^f^Q-^) = Q^. 

Durch "~ " wird nun die Menge M in Aequivalenzklassen, oder mit 
anderen Worten, in disjunkte Bahnen zerlegt (Figur 1.3). 

Transformationen einer Menge M sind bijektive Selbstabbil-
dungen dieser Menge. Dabei wird im allgemeinen über die Struktur 
von M keine Voraussetzung gemacht. Es ist nun naheliegend, der 
Menge M eine Gruppenstruktur aufzuprägen. Die dadurch entstehen-
den neuen Beziehungen wollen wir im nächsten Abschnitt unter-
suchen. 

1.1.3 Transformationen einer Gruppe 

Wir betrachten nun einen Sonderfall der Ueberlegungen des 
vorigen Abschnitts. Sei G eine Gruppe. Wir studieren homomorphe 
Beziehungen der Elemente von <3 zur Gruppe ihrer Transformationen, 
d.h. wir setzen M = G. Also: 
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Homomorphismus © 
G —>T(G) 
C5 H^f^ = ß (5) 
G —v G 

Transformation f.: •( 

Es seien zwei Beispiele solcher Homomorphismen vorgestellt: 
L i n k s t r a n s i . a t i o n e n : 
Linkstranslationen sind Permutationen der Zeilen der Gruppentafel. 
Sie sind definiert durch: 

fcj(v) '•= = f ü r a l l e 

1. ist eine Transformation von G, d.h. ist bijektiv. 
Beweis: Injektivität: /^(f) = i^W) <=> =>H/=M/I. 

Surjektivität: Sei t G. Setze ty = ĉ -1 ̂  , dann ist 
/^(V) = <$<3 = X • 

2. ist selbst kein Homomorphismus, denn 
/%(<fV) = W ^ <5 Y <5 H'1 = l ^ ) /^(yO. 

3. Die Abbildung 
f G T(G) 

6' { Cj i-v 
ist tatsächlich ein Homomorphismus, denn 

= /«gy 

und 

/^.(hO = <$ /(s-W) - ^ W ) ) 
also 

^ % ^ 1 = ^^ ^' • 
4. Der Kern von Q besteht aus allen Cg e G, die auf die Identität 

von T(G) abgebildet werden: 
Kerne = { <5 t G ; /«̂ (y) =V f ü r a l l e V e G Ii 

nun gilt aber /̂ («f) = » also muss = <f für alle h-'e Gi 
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sein. Daraus folgt (ß =i und damit Kern© = . Da G/{*} = G ist, 
folgt mit dem Isomorphiesatz 

e(G ) = G 

Satz 1.3 Jede Gruppe ist isomorph zur Gruppe ihrer Linkstrans-
lationen. 

Analog lässt sich zeigen, dass jede Gruppe verkehrt isomorph ist zur 
Gruppe ihrer Rechtstranslationen, die definiert sind durch 

f^Cy) := rg(y) = für alle y £G. 

I n n e r e A u t o m o r p h i s m e n 
Definition Sind <3 und <f Elemente einer Gruppe G , so heisst das 

Produkt <f die K o n j u g i e r t e oder 
T r a n s f o r m i e r t e von y bei . 

Die Abbildung 
f G i—> G 

die jedem Element y £ G die Konjugierte bei zuordnet, heisst 
i n n e r e r A u t o m o r p h i s m u s der Gruppe G . Zur 
Rechtfertigung die 

ser Bezeichnung müssen wir zeigen, dass i^ 
eine Transformation von G und ein Homomorphismus von G in sich 
selbst ist. 1. i, ist eine Transformation von G. 

i Beweis: Injektivität : I^(v) = itg Ĉ O <3 V = => H'= y'. 
Surjektivität: Sei ^ eG. Wir setzen H" = > dann ist 
i<j (<f) = <5 (<$TSt<5) CS"'L= X. . 

2. i^ ist ein Selbsthomomorphismus (Automorphismus) von G , denn 

3. Die Abbildung 
f G —> T(G) 

0 '' \ cg H->e(cs) = i^ 
ist ein Homomorphismus. Denn 
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GCCJHO = icgq, 
und 

4. Zur Anwendung des Isomorphiesatzes müssen wir den Kern von 0 
berechnen: 

Kerne = {c§EG ; I^(^) = V für alle M> e G ]. 

Mit î C'f) = (5'(f(5"'1 muss also für ein Element des Kerns von 0 
gelten: 

^ = ^ für alle H> £• <3. 

Der Kern besteht demzufolge aus allen , die mit Jedem 
Gruppenelement kommutieren. Diese Menge nennt man das Zentrum Z 
•der Gruppe; Z ist selbst eine Gruppe und insbesondere ein Normal-
teiler. Mit dem Isomorphiesatz folgt: 

Satz 1.4 Die Gruppe der inneren Automorphismen ist isomorph zur 
Faktorgruppe von G modulo dem Zentrum. 

Ist insbesondere Q Abelsch, so ist ~L = G und damit G / Z = , 
d.h. die Gruppe der inneren Automorphismen besteht bei Abelschen 
Gruppen nur aus der Identität. Alle Automorphismen einer Gruppe, 
die keine inneren Automorphismen sind, nennt man ä u s s e r e 
Automorphi smen. 

Die Menge aller Automorphismen einer Gruppe G ist offenbar 
eine Untergruppe der Gruppe aller Transformationen TCG») von G . 
Man nennt sie die A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e von G 
und bezeichnet sie mit ACG-). 
Satz 1.5 Die Menge aller inneren Automorphismen J(G) ist ein 

Normalteiler der Automorphismengruppe FTCG) von G . 

Beweis: Die Identität in flCG) gehört auch zu J(G), denn 1: <ß 
ist ein innerer Automorphismus: = £^ £ = 5• Zu i^ existiert 
(i^)-1 = î-i mit 

= ic^ig,)-1 = 1, 
wenn 

tC1 = of1 = L . 
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Endlich ist mit i^ und auch i^i^ = i yy in J(G). Es bleibt zu 
zeigen, dass "3CG) ein Normalteiler in R(G~) ist. Sei f ein Auto-
morphismus von G und i^ ein innerer Automorphismus.Wir wollen 
zeigen, dass die Konjugierte von i^ bei f wieder ein innerer 
Automorphismus ist, d.h. es gilt 

fiCsf-1(y) = i^H-O alle if e G und ein e Q. 
Die linke Seite wird zu 

= F (<$) IF 

= 

was für ^ = f(cj) identisch ist mit der rechten Seite. 
Die inneren Automorphismen sind Transformationen einer Menge G 

in sich selbst. Wir wollen nun den Begriff der Bahn anwenden 
und die entsprechenden Konsequenzen darstellen. 

[^CG)]^) = BA5IN V O N F E G bezüglich der Gruppe 3 CG") 

= | alle Bilder = 'JVT1 mit § e G }. 
Wie wir wissen, kann auf der MengeGmit Hilfe der Transformationen 
(hier: innere Automorphismen von G ) 

f G —* G 
{ y h—y " i 

eine Aequivalenzrelation eingeführt werden durch 

Y ^ (fi1 ^ und <+1' auf derselben Bahn 

<=> ex. Cjtö mit i^Cy) = V = M-1 "T i 

<=> ist die Konjugierte von V bei ^ oder kurz: 
V ist konjugiert zu . 

Dadurch erhalten wir eine Einteilung von (5 in Klassen konjugierter 
Elemente. Eine Bahn bezüglich der Gruppe der inneren Automorphismen 
besteht also aus lauter zueinander konjugierten Elementen der 
Gruppe G und die Anzahl der (disjunkten) Bahnen ist gleich der 
Anzahl der Aequivalenzklassen konjugierter Elemente in G . 
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Der Stabilisator 
H^ = { ĉe 1C6) ; csVc5"1= Mr } 

heisst im Falle der inneren Automorphismen der N o r m a l i s a -
t o r Ny . Wie wir im Abschnitt 1.2 bewiesen haben (Satz 1.2), 
entsprechen die Punkte der 3(S) - Bahn von ĉe Q (d.h. die zu y e G 
konjugierten Elemente) bijektiv den Restklassen von 3CG) modulo 
dem Normalisator N^ : 
Satz 1.6 Die Anzahl der zu fe G konjugierten Elemente ist gleich 

der Anzahl Restklassen von 1(G) modulo dem Normalisator Kl̂ . 
Ist die Ordnung der Gruppe KS) endlich, so folgt mit dem 

Satz von Lagrange der 
Satz 1.7 Die Anzahl der zu G konjugierten Elemente ist 

gleich | "3 (G)| : |mJ. 

Jede Bahn bezüglich der Gruppe der Transformationen einer 
Menge ist global invariant unter diesen Transformationen. Also 
bilden auch die inneren Automorphismen einer Gruppe G die 
3(G) - Bahnen auf sich selbst ab, d.h. die Klassen konjugierter 
Elemente in <j sind je global invariant unter den inneren 
Automorphismen. 

1.1.4 Konjugierte Elemente und konjugierte Untergruppen 

Sei <5 eine Transformationsgruppe der Menge M mit den Elementen 
P, Q, ..., d.h. eine Untergruppe der vollen symmetrischen Gruppe T(tl). 
Die Elemente von <5 bezeichnen wir wieder mit ̂ , y, . . . . 
Satz 1.8 1. Eine Transformation y bewirkt P^Q genau dann, wenn 

die Transformation ĉ  ̂  ^ " 
Ĉ  (P) §(Q) 

bewirkt. 
2. Ist UcM punktweise invariant bei ^ , so ist (U) 

punktweise invariant bei 
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Beweis: 1. Die Konjugierte von ^ bei oj , sendet ĉ (P) nach 
Nun ist aber = genau dann, wenn y(P) = Q. 

2. Insbesondere ist = p genau dann, wenn q y cj"1 (c<> (P)) = 
= <5 (P). 

Da der innere Automorphismus 
r G -—v G 

ein Homomorphismus ist, ist z.B. die Konjugierte von y X. hei das 
Produkt der Konjugierten ^ und 7[ bei (y , und die Konjugierte des 
Inversen ist das Inverse des Konjugierten. Dies lässt sich allerdings 
auch direkt durch Nachrechnen beweisen. 
Satz 1.9 Sei 0 ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe IH . 

Der Homomorphismus & erhält die Konjugation, d.h. ist 7L 
die Konjugierte von ^ bei , = C5 f 1 , so ist 0(3) 
die Konjugierte von & (Cf) bei Q(cf), also 

Der Beweis ist unmittelbar klar, denn ein Homomorphismus erhält 
neben dem Produkt auch das Neutralelement und das Inverse. 

Bekanntlich lässt sich eine Gruppe G in Aequivalenzklassen 
bezüglich einer Untergruppe H einteilen. Man nennt dies die 
Restklasse von G modulo W . Eine Linksrestklasse ist z.B. gege-
ben durch 

<s H = { ; € G , <4> E H 1 . 

Ist die Linksrestklasseneinteilung gleich der Rechixrestklassenein-
teilung, so heisst H ein Normalteiler. Die bekannte Definition 
lautet: 
Definition Eine Untergruppe H von G heisst ein N o r m a l -

t e i l e r in G , wenn 0> H = H ^ für alle (ß € G . 

Die Normalteiler lassen sich mit Hilfe von inneren Automorphismen 
eindeutig charakterisieren. Um dies zu zeigen, halten wir zunächst 
als unmittelbare Verallgemeinerung der Konjugation die folgende 
Definition fest: 
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Definition Die Untergruppen H und H' heissen k o n j u g i e r t 
in G , wenn ein Ü> E G existiert, sodass 

icg( H) = <5 h'-
Folgerung Konjugierte Untergruppen sind isomorph. 

Offenbar ist M ) = M für alle <3 e G genau dann, wenn 
<5 W Ĉ "1 = H , d.h. (ß H = H<3 für alle G • Also: 
Satz 1.10 Die gegenüber allen inneren Automorphismen invarianten 

Untergruppen sind genau die Normalteiler. 
Normalteiler heissen deshalb auch i n v a r i a n t e Untergruppen. 
Eine weitere eindeutige Charakterisierung der Normalteiler liefert 
der folgende 
Satz 1.11 Eine Untergruppe'ist genau dann Normalteiler, wenn sie 

zu jedem Element ye H auch alle konjugierten Elemente 
cg y mit £ G enthält. 

Beweis: Ist H Normalteiler, so gilt H cfl- (-1 für alle c^eG. 
Ist tffe H , so ist also auch ^ • Sei umgekehrt ^ W ^ c H 
für alle § e G . Dies gilt insbesondere für cg-1 , also c M 
d.h. Hc-^H^"1 und demzufolge H = 

In naheliegender Verallgemeinerung des Begriffs des Normal-
teilers als invariante Untergruppe bei allen innerer Automorphismen 
definieren wir: 
Definition Sei G eine Gruppe und X eine Teilmenge von G. 

X heisst n o r m a l oder i n v a r i a n t in G , 
wenn X bei jedem inneren Automorphismus von G global 
invariant bleibt. 
X heisst c h a r a k t e r i s t i s c h in G , wenn 
X durch jeden Automorphismus von G global invariant 
bleibt. 
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1.2 Produkte von Untergruppen 

Sei G eine Gruppe, und H , K zwei Untergruppen von G. 

Definition Die Menge 

heisst P r o d u k t der Untergruppen H, K mit 
H, Kc G. 

Definition G ist d i r e k t e s P r o d u k t der Untergruppen 
H , K mit H, Kc g, wenn 
I. G Produkt ist von N, K : G = HK. 
2. H 0 K = [t] 
3. H , K sind Normalteiler in G. 

Man kann zeigen (vgl. etwa v.d. Waerden [l]), dass G genau dann 
direktes Produkt der Untergruppen H , K ist, wenn jedes (5 € G 
eindeutig darstellbar ist als Cg = mit H und K , wobei 
die Elemente der Produkte VI sich kommutativ verhalten: = XH'• 
Definition Die Gruppe G ist s e m i d i r e k t e s Produkt 

der Untergruppen W , N mit H, N^G, wenn 
1. G Produkt ist von W, KJ : G = HN. 
2. H 0 N = { £ J 
3. KJ ist Normalteiler in G . 

Satz 1.12 Das Produkt zweier Untergruppen H , K von G ist 
genau dann eine Gruppe, wenn HK=KH. 

Beweis: Ist X eine Teilmenge von G, dann sei mit X 1 die Menge 
{ 7v 1 ; 7[ e X ] bezeichnet. Ist X nicht leer, so ist X genau dann 
eine Untergruppe, wenn XX = X und X 1 - X. Sei nun HK eine 

—1—1 —1 
Untergruppe von G . Dann ist KH = K H = (HK) ' = HK. Sei 
umgekehrt HK = KH. Dann ist 

(HK)(HK) = H(KH)K = HHKK ='HK 

und 

(HK)-1 = K - 1H _ 1 = KH = HK. 

Also ist HKeine Gruppe. 
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Satz 1.13 Sei H eine Untergruppe und Kj ein Normalteiler in G. 
Dann ist HN = NH. 

Beweis: Für jedes V6 H gilt v M = KJ y. Durch Vereinigung über alle 
(fe H erhält man HN = NH. Nach dem vorangehenden Satz ist H M eine 
Untergruppe von G. 

Sei NJ ein beliebiger Normalteiler von G und 
f G — G/N 

3t; 
[ (f N 

die kanonische (homomorphe) Projektion von G auf Q / KJ , wobei 
KernTf = N. Sei weiter M eine beliebige Untergruppe von G 
und ffdie Einschränkung von auf H. Offenbar ist 

Kern 3t |H = H o N 
Bild ^ I TT = HN/N. I n 

Da 5t ein surjektiver Homomorphismus ist, ist 
| : H — * HN/N 

ein surjektiver Homomorphismus. Dadurch sind aber die Voraussetzungen 
des Isomorphiesatzes gegeben, und wir erhalten aus dem Diagramm 

H » HN/N 

H N / N = M / W O K I , 
Schemstisch lässt sich dies etwa so darstellen (vgl. nächste Seite): 



- 19 -

N 

H 

( i £ 
1 V 

IT 

¥ 

N <f N 

HN/N 
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2 Isometrien und Ähnlichkeiten 

Eine abstrakte Gruppe G (Isomorphiekfcse von Gruppen) lässt 
verschiedene konkrete Realisierungen, Modelle genannt, zu. Soll G 
ein bestimmtes Modell zugeordnet werden, müssen erstens die Gruppen-
elemente von G mit Elementen des Modells und zweitens die Ver-
knüpfung in G mit einer (zu definierenden) Verknüpfung der Modell-
elemente identifiziert werden. 

Der Bereich, aus welchem unser Modell stammt, stand von vorne-
herein fest: die Geometrie. Das Modell selbst besteht nun aus der 

3 
Menge aller Transformationen des euklidischen Raumes E . Die Ele-
mente des Modells sind also Transformationen und die Verknüpfung 
wird mit der Zusammensetzung von Abbildungen identifiziert. Die 
Elemente des Modells (Transformationen) wirken nun ihrerseits auf 
Objekte (Teilmengen) des euklidischen Raumes E . Im Rahmen unserer 
Bezeichnungen vom Abschnnitt 1.1.2 i 

st E = M und T C H ) = T £ E*) , 
und unser Modell kann als Transformationsdarstellung der (abstrakten) 
Gruppe aller Transformationen des E betrachtet werden. Der Zusammen-
hang zwischen einer abstrakten Gruppe und einem Modell derselben Ist 
immer ein Homomorphismus, günstigstenfalls ein Isomorphismus. Die in 
diesem Kapitel verwendete symbolische Notation beruht wesentlich 
auf diesem Homomorphismus. 

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften von Isometrien 
und Aehnlichkeiten 

Wir studieren die beiden wichtigsten mit dem euklidischen 
Raum Y? verbundenen Gruppen, die euklidische Gruppe E und die 
Aehnlichkeitsgruppe S (similarity group). Dabei werden wir an 
vielen Stellen auf die Ausführung der Beweise verzichten, um schneller 
zu unserem Ziel, den kristallographischen Gruppen,zu kommen. 
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Ein fundamentaler Begriff des euklidischen Raumes (den wir 
uns z.B. durch das Axiomensystem von Hilbert definiert denken) ist 
der Distanz-Begriff. Es gibt nun zwei unmittelbar an diesen anknüp-
fende Symmetrien: solche, die eine Strecke in eine zu ihr kongruente 
abbilden, und solche, die Paare von kongruenten Strecken auf Paare 
von kongruenten Strecken abbilden. 

3 
Definition Eine Transformation des euklidischen Raumes E heisst 

eine A e h n l i c h k e i t , wenn für alle Punkte 
P, Q, R, S in E3 |PQ | = (RS| genau dann, wenn 
l<«(P)<S(Q)l =h(R)c?(S)| . 

3 
Eine Aehnlichkeit ist also eine Transformation von E , die gleiche 
Distanzen erhält. 
Definition Eine Transformation ^ des euklidischen Raumes heisst 

eine I s o m e t r i e , wenn t§ Distanzen erhält, d.h. wenn 
I PQ | = |<$(P)<s(Q)l für alle P und Q aus E3. 

Anstatt von Isometrien spricht man auch von Bewegungen oder 
Kongruenztransformationen. 

Die Gruppe S aller Aehnlichkeiten, sowie die Gruppe E aller 
Isometrien sind offenbar Untergruppen der vollen Transformationsgruppe 
T ( E s ) des euklidischen Raumes. Die Isometriegruppe E ist eine 
Untergruppe von £> . 

Man kann,ausgehend von obiger Definition, zeigen, dass Aehnlich-
keiten ebenentreu und geradentreu sind, sowie Parallelität und 
Orihogonalität erhalten (vgl. Yale [l]. S. 46ff.). Zudem sind sie 
überhaupt winkeltreu. 
Satz 2.1 Eine Transformation ĉ  des euklidischen Raumes E ist genau 

dann eine Aehnlichkeit, wenn eine positive Zahl d e 1R 
3 

existiert, sodass für alle Punkte P,Q in E gilt: 
l^(P)^(Q)l = SPQ| . 

Die Zahl <=< heisst der S t r e c k u n g s f a k t o r von ^ . 
Der Beweis ist etwas aufwendig und gibt geometrisch wenig her, wir 
wollen ihn deshalb übergehen (siehe Yale [l], S. 48f.). Ebenso ohne 
Beweis zitieren wir Satz 2.2 aus Yale [l], S. 50. Seine Begründung 
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"bedient sich, innerhalb des dort gegebenen Aufbaus der Aehnlichkeits-
gruppe, analytischen Methoden (Kontraktionssatz in vollständigen 
metrischen Räumen). 
Satz 2.2 Ist ĉ  eine Aehnlichkeit, aber keine Isometrie, so hat ĉ  

genau änen Fixpunkt. 
Satz 2.3 Ist tß eine Aehnlichkeit mit mehr als einem Fixpunkt, so 

ist ce, eine Isometrie. 
Beweis: Die Distanz zwischen den Fixpunkten wird durch cg nicht ge-
ändert. Seien P, Q zwei Fixpunkte und R, S zwei beliebige weitere 
Punkte mit |PQi = lRS 1 . Wegen Satz 2.1 ist 1̂ (R)«§(S)| = <* |RSl . 
Andererseits gilt: tPQj = )RSl <=> | (p) c§(Q)\ = |<̂ (R) <$(S)| und mit 
lPQl=h(P)ts(Q)i wird |cs(R)cs(S)l = |PQ|=|RS| ,d.h. 4 = 1 und 
ist eine Isometrie. 

2.2 Involutionen (Spiegelungen) in der Aehnlichkeitsgruppe S 

Eine Involution ist ein Element der Ordnung zwei in einer Gruppe, 
d.h. ein Element, das gleich seinem Inversen, aber nicht gleich der 
Identität ist. Die Spiegelung an einer Ebene c( , die Spiegelung 
an einer Geraden g (Halbdrehung um g) und die Spiegelung an einem 
Punkt P (Inversion an P) sind offenbar Involutionen in E .Es 
gilt sogar der 
Satz 2.4 Die einzigen Involutionen in S sind die Spiegelungen an 

Ebenen und Geraden und die Inversionen. 
Beweis: Sei eine Involution in £> . Die Streckungsfaktoren von 

i - 1 

und of sind reziprok und wegen <s, = <3 auch gleich. Also ist cg 
in E . Ist P'irgendein Punkt, dann vertauscht o> die Punkte P 
und ^(P). Also lässt entweder P oder den Mittelpunkt der Strecke 
[P,^(P)] fest. hat also mindestens einen Fixpunkt. Je nachdem 
einen, zwei oder drei Fixpunkte in allgemeiner Lage hat, Ist eine 
Inversion, eine Geraden- oder eine Ebenenspiegelung. 
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Wir betrachten nun innere Automorphismen der Aehnlichkeitsgruppe: 
Satz 2.5 Sei eine Aehnlichkeit, <o die Inversion mit dem Zent-

rum P, co die Spiegelung mit der Achse g und ^ die 
§ 

Spiegelung an der Ebene . Dann ist 
1. ic^Sp) = <3 ° «p»^ 1 die Inversion mit Zentrum cg(P), 
2. i&Cs1 ) = o> o <5 o of1 die Spiegelung mit der Achse c§(g) , g g 
3. i ^ ^ ) = die Spiegelung an der Ebene <g(=0. 

Beweis: Nach Satz 1.8 sind die Fixpunktsmengen von i^(sp), ) o 
und it^^) die Mengen a>(P), ^(g) und <5 (*) • Da i ̂  ein Automorphis-
mus von S ist, sind i^OSp), ) und i^Cc^) Involutionen in S 
und folglich wegen Satz 2.4, je nach der Anzahl Fixpunkte in allgemei-
ner Lage, Inversionen, Geraden- bzw. Ebenenspiegelungen. Satz 2.6 Keine nichttriviale Aehnlichkeit kommutiert mit jeder 

Inversion, noch mit jeder Geraden- bzw. Ebenenspiegelung. 
Also ist das Zentrum sowohl von S wie von E gleich \l] . 

Beweis: Eine Aehnlichkeit, die mit jeder Inversion vertauscht, 
erfüllt die Beziehung <> <3 = (^«^p , d.h. G = <Ujo<s-p0 , 
also ist C§(P) = P für alle P (Satz 2.5). Daraus folgt ĉ  = 1. Wenn ĉ  
mit allen Geradenspiegelungen (oder Ebenenspiegelungen) kommutiert, 
so muss ĉ  jede Gerade (jede Ebene) invariant lassen und folglich ist 
auch hier jeder Punkt Fixpunkt. 

Literatur: Yale [l]. 

2.3 Erzeugung der Isometriegruppe durch Spiegelungen 

Wir stellen hier einige~längst bekannte Tatsachen über die 
Erzeugung der Isometriegruppe E durch Ebenenspiegelungen zusammen. 
Die Isometriegruppe E ist 4-spiegelig über dem Erzeugendensystem 
der Ebenenspiegelungen. Daraus ergibt sich die folgende Klassifikation 
der Isometrien: 
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Isometrietyp 

Klasse der 1-spiegeligen 
Isometrien 
Klasse der 2-spiegeligen 
Isometrien 
Klasse der 3-spiegeligen 
Isometrien 
Klasse der 4-spiegeligen 
Isometrien 
Satz 2.7 

Ebenenspiegelung 

Translation oder Drehung 

Gleitspiegelüng oder Drehspiegelung 

Schraubung 
Eine gleichsinnige Isometrie ist entweder eine Translation, 
eine Drehung oder eine Schraubung. Eine ungleichsinnige 
Isometrie ist entweder eine Ebenenspiegelung, eine Gleit-
spiegelung oder eine Drehspiegelung. 

Unmittelbar aus obiger Klassifikation folgt auch der 
Satz 2.8 Eine Isometrie mit mindestens einem Fixpunkt ist entweder 

eine Drehung oder eine Drehspiegelung. 
Die Kristallographen ersetzen meist die Drehspiegelungen durch 

Drehinversionen. Wir wollen nun zeigen, dass jeder Drehspiegelung 
umkehrbar eindeutig eine Drehinversion entspricht. Sei 6 eine Drehung 
mit dem gerichteten Winkel cg und der Achse g. Wir betrachten zu-
sätzlich eine Ebene 4 senkrecht zu g, die mit g den Punkt P gemein-
sam hat (Figur 2.1). Setzen wir die Drehung & um die Achse g zusammen 
mit einer Spiegelung an der Achse g, so ist das Resultat wieder 
eine Drehung um g: 

c> s 
wobei eine Drehung mit dem Winkel TC + ̂  mit demselben Drehsinn 
wie % ist. Daraus folgt nun, dass die Drehspiegelung ^ äqui-

ist, denn es gilt valent zu einer Drehinversion <3. 
<3 «<§ = « = ^ ° d, P g P 
Ein etwas anderer, mehr formaler Beweis ergibt sich, wenn die 

Inversion an P als Produkt von drei Ebenenspiegelungen , , ® Y 
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• <5(X) 

x = v M x ) = sp.5-g.s(x) 

Figur 2.1 

geschrieben wird. Dabei müssen die Ebenen <* , ß , y paarweise senkrecht 
aufeinander stehen. Die Faktoren ^ , s sind in diesem Falle beliebig 
vertauschbar. Sei nun 

^ P = s < 

cS g = s - ^ Y 
ö = o G, 

wobei die' Ebenen y und t einen Winkel von - einschliessen sollen. 
Damit gilt 

- • ? 

wenn c> = gesetzt wird. Die Ebenen ß> und 2 schliessen 
offenbar einen Winkel von ^ + - ein und bestimmen folglich eine • z a 
Drehung um "jC + ^ . 

Literatur: Coxeter [2], Jeger [2], Yale [l]. 
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2.4 Geometrische Bedeutung der Konjugation in £> 

Im Abschnitt 2.2 haben wir mit Satz 2.5 gezeigt, dass die 
Konjugierten einer Inversion, einer Geraden- oder Ebenenspiegelung 
bei einer Aehnlichkeit wiederum Inversionen, Geraden- bzw. Ebenen-
spiegelungen sind. Wir verallgemeinern nun dieses Resultat und zeigen, 
dass der Typ einer Isometrie überhaupt bei der Konjugation in S 
erhalten bleibt. 
Satz 2.9 Sei 7[ eine Isometrie und ĉ  eine Aehnlichkeit mit dem 

Streckungsfaktor d. . 
1. Ist t(_ eine Schraubung mit der Achse g, so ist 

icjĈ ) = ebenfalls eine Schraubung. Darüber-
hinaus ist <̂ (g) die Achse von i^(^), der Winkel von 
i^C^O ist derselbe wie derjenige von und die Ver-
schiebung von ± ist d - mal die Verschiebung von ̂  . 

2. Ist ein Drehinversion mit dem Zentrum P und der 
Achse g, dann ist icj(̂ ) = » ° <5 1 eine Drehinversion 
mit demselben Drehwinkel um die Achse <$(g) und dem 
Zentrum c*>(p). 

3. Ist \ eine Gleitspiegelung entlang der Geraden g mit 
der Spiegelebene oL , dann ist î (/[) = eine 
Gleitspiegelung entlang ^ (g) mit der Spiegelebene (<). 

Beweis: 1. Die Schraubung X. kann in vier Ebenenspiegelungen zerlegt 
werden, sodass z.B. = 0 ° ° ̂  = ( ̂  v )0 ( ̂ n, 0 ̂  <*. ) > d. h. 7(_ 
ist die Zusammensetzung einer Drehung = 4 mit einer Translation 

o <0 y (Figur 2.2). Die Abbildung ist e i n innerer Auto-
morphismus von £ . Also ist 

iĉ X.) = icj^)* i^^y) "î  («J • 
Bei einer Aehnlichkeit bleibt die Orthogonalität erhalten, ebenso 
ist natürlich <̂ (g) die Schnittgerade von (ß (J.) und c3 (^) • Daraus 
folgt, dass eine Schraubung ist entlang <̂ (g). Da Aehnlichkeiten 
winkeltreu sind und der Abstand von (j (|) zu ^ (o) - mal dem 



Figur 2.2 

Abstand von zu <5 ist, ist der Drehwinkel von i ^ W gleich dem 
Drehwinkel von X und d i e Verschiebung ist d - mal die Verschiebung 
von X . 
2. Die Drehinversion kann in zwei Ebenenspiegelungen und eine Inver-
sion zerlegt werden, sodass z. 

P 

X = <5 . (Figur 2.3). p" ~ ß " ̂  
Weiter folgt 

Offenbar ist c§(g) wieder die 
Schnittgerade von und (5 ( n,), 
ebenso liegt <̂ (P) auf ^(g). 

al s o eine Drehinversion 
mit der Achse ^(g) und dem Zent-
rum ^(P). Da Aehnlichkeiten 
winkeltreu sind, hat i^ ()(_) den-
selben Drehwinkel wie X • 

Figur 2.3 
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3. Eine Gleitspiegelung entlang der Geraden g kann zerlegt werden in 
drei Ebenenspiegelungen, sodass z.B. =<^.<3.(3^ (Figur 2.4). 

Also ist 

icjU) = j-cĵ t) " V ^ 
Parallelität und Orthogonalität bleiben bei Aehnlichkeiten erhalten. 
Folglich ist it,(7{_) eine Gleitspiegelung entlang der Geraden ^(g) 
mit der Spiegelebene Die Verschiebung bei ist das 

- fache der Verschiebung bei 7t . 
Indem wir das oben erhaltene Resultat auch auf ausgeartete 

Schraubungen anwenden, erhalten Wir die fdgenden interessanten Eigen-
schaften von Drehungen und Translationen: 
Satz 2.10 Ist \ eine Drehung mit dem Winkel 4 , so besteht die 

Klasse der zu X konjugierten Elemente in S (oder E ) 
aus a l l e n Drehungen um den Winkel . 
Ist T eine Translation mit Vektor t t 0, so besteht die 
Klasse der zu t konjugierten Elemente in E aus allen 
Translationen um die Länge t und in S aus a l l e n 
nichttrivialen Translationen. 

Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes ist die Tatsache, dass die 
Gruppe T aller Translationen ein Normalteiler in S ist. Denn die 
Konjugierten u,r » ̂  einer Translation sind wiederum Translationen. 

Literatur: Yale [l]. 
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2.5 Homomorphismen in S . Punktgruppen. 

Der Kern jedes Homomorphismus' ist ein Normalteiler. Im 
wesentlichen sind die möglichen Typen von Homomorphismen in S 
festgelegt durch die vorhandenen Normalteiler in S oder E 
Wir wollen hier aber nicht alle Homomorphismen von S oder E bestim-
men (vgl. dazu Yale [l], S. 76ff.), sondern einen besonderen heraus-
greifen, der eng mit der mathematischen Kristallograhie zusammen-
hängt . 

Der Homomorphismus, den wir im Auge haben, kann intuitiv als 
eine Operation beschrieben werden, die die transitiven Bestandteile 
einer Aehnlichkeit unterdrückt. Präzis ausgedrückt lautet unsere 
Behauptung: 
Satz 2.11 Sei ein Punkt P vorgegeben. 

1. Jede Aehnlichkeit ^ kann eindeutig in die Form T ° 
zerlegt werden, wobei <3 p eine Aehnlichkeit, die P als 
Fixpunkt hat, und T eine Translation ist. 

2. Die Abbildung 0 : (51—v c§ ist ein Homomorphismus von S 
nach Sp, die Gruppe aller Aehnlichkeiten, die P 
festlassen: Sp = [ c§ e S ; (p) = p ] . 

3. Der Kern des Homomorphismus' 0 ist T , die Gruppe 
aller Translationen. 

4. Der Homomorhismus 9 : a>i—» ist surjektiv. 

Beweis: 1. Es sei ein Punkt P und eine Aehnlichkeit ĉ  gegeben. T sei 
die Translation, die P nach c$(P) bringt. Dann ist t"1« = ĉ  eine 
Aehnlichkeit mit dem Fixpunkt P und ^ = ~ ° ist eine Faktori-
sierung vom gewünschten Typ. Ist - T 1 - % p ebenfalls eine 
Faktorisierung von diesem Typ, dann sind f und r̂  beides Translationen, 
die P nach <^(P) schicken, d.h. t' = T . Mit ^ = t ° % = t ' 0 <3' 
folgt p = cg p, also ist die Faktorisierung auch eindeutig. 
2. Wir müssen zeigen, dass die Abbildung e •• cgi-̂ ^ ein Homomorphis-
mus von S nach S P ist, d.h. dass )p = Cg 0 y p gilt. 
Seien ^ = ^ 0 ^ p un<3- V = T ̂  ° p die Faktorisierungen der 
Aehiichkeiten und y . Dann gilt: 
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* H- = es ' . <f p 
= <3 • . es"L« ̂ . ^ p 
= ( ^ T i « ^ 1 ) ^ . ^ » y p 
= ( V^T » V p). (*) 

Dabei ist aber (g p . ̂  p eine Aehnlichkeit mit dem Fixpunkt P und, da 
T ein Normalteiler in S ist, ist ( <S ° T^ • Ĉ '1 ) ° T als Produkt 
zweier Translationen wiederum eine Translation. Also ist (*) eine 
Faktorisierung von cg» ĉ  der gewünschten Form. Da diese Faktorisierung 
eindeutig ist, ist ( ĉ »̂  )p = Cg und die Abbildung Ö : (3 o cg p 
ist ein Homomorphismus. 
3. Der Kern besteht aus allen Elementen cj in S , die auf die 
Identität in S abgebildet werden. Aus der eindeutig bestimmten 
Faktorisierung = T » und p = 1 folgt dann <s = T . Also 
besteht der Kern nur aus Translationen. 
4. Ist (ß p ein Element von S p, so existiert für jedes t e T ein 
^ := t o ĉ p, sodass © (g>) = o? d.h. die Abbildung 0 ist 
surjektiv. 

Beschränken wir unseren Homomorphismus 0 auf eine Untergruppe G 
von S , dann kann es vorkommen, dass das Bild von G unter 9, 
für jeden beliebigen Punkt P,keine Untergruppe von G ist. Mit 
anderen Worten, die möglichen Untergruppen von G haben keinen 
Fixpunkt (invarianten Punkt). So ist z.B. das Bild einer durch eine 
Schraubung mit dem Winkel — und der Schublänge 1 erzeugten Gruppe 
G eine zyklische Gruppe der Ordnung 6, während die einzigen nicht-
trivialen Untergruppen von G zyklisch von unendlicher Ordnung sind. 
(Man beachte: die Drehung um ^ und die Translation um 1 sind 
k e i n e Elemente von G ) 

Der folgende Satz, ein Korollar von Satz 2.11, beschreibt präzis 
die vorliegende Situation. Offenbar handelt es sich um einen zentralen 
Satz innerhalb der mathematischen Kristallographie (vgl. Abschnitt 
5•1 und 7.1). 
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Satz 2.12 1. Ist G eine Untergruppe von S und P ein Punkt, dann 
hat der auf G beschränkte Homomorphismus 0 : ĉ  >—> 0? p 
den Kern G n T" und bildet G auf eine Gruppe 
Gi [P], die sogenannte P u n k t g r u p p e von G 
bezüglich P, ab. 

2. Die verschiedenen Punktgruppen von G sind alle 
konjugiert in S , also isomorph. 

3. Die Gruppe (G p mit Gp = j ^ e G ^ Q>(P) = P } ist 
eine Untergruppe von G[P] und es ist G p = G [P] 
genau dann, wenn die G - Bahn von P gleich der 
(G 0 T ) - Bahn von P ist. 

Beweis: 1. Die Faktorisierung einer Aehnlichkeit in G , ^ T * ^ 
kann nur Translationen r in G enthalten, also ist der Kern des 
Homomorphismus' 0 gleich G flT . Jedes ^p in G p ist Bild eines 

= T • Uj p mit t in G n T , also ist G p eine Untergruppe von 
G [P] und somit ist G p £ <3 [P] ̂  S p. 
2. Sei r die Translation, die P nach Q bringt, t(P) = Q, und G 
eine Untergruppe von S . Der innere Automorphismus 

f S —» S 
1t ' 1<SI-» r. ̂  «t"1 

bildet G [P] auf G [Q] ab. Beweis: Sei in G [P], d.h. (§ = 
dann ist 

[iT(^)](Q) T-d(Q) 
= v " ̂  (P) 

= r (P) 

= Q 
und damit iY(c§) in G[Q]. Andererseits existiert für jedes V in 
G [ Q] ein = t'1 . y " r , sodass 4' = r • <3 - T " 1 = i (i§). 
Also gilt T ° G[P] ° t"1 = G[Q] und alle Punktgruppen sind kon-
jugiert in S (oder sogar In E , wenn G — E ), folglich isomorph. 
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3. Die G - Bahn von P sei gleich der (GnT)- Bahn von P, Nach 
Definition ist: G - Bahn von P = ^ ^ (P) ; e G ] = G(P). 
Nun lässt sich aber nach Voraussetzung jeder Punkt Cg(P) auf G(P) 
auch durch eine Translation erreichen, d.h. die Translation 
R : p i—> c$(P) liegt in G . Folglich ist cg p = T'1 « cj in G P , 
also Q[P] C G p. Die umgekehrte Inklusion haben wir unter 1. 
bewiesen; also ist G [P] = Gp-
Ist umgekehrt G [P] = G p , und ist ĉ  in G , so Impliziert 
Ĝ  = t o cg p, dass (jp in G und folglich liegt T = c§» ̂ p"1 

in G H T . Also ist wegen c$(p) = r ĉ  (p) = T (P) der Punkt cg (P) 
in der (GOT)- Bahn von P für jedes (5 in G , d.h. die G - Bahn 
von P ist enthalten in der (GnT)- Bahn von P: G(P) c. (Q n T )(P) 
Die Inklusion (G nT)(P) c G(P) ist trivial,also ist die G - Bahn 
gleich der (GnT)- Bahn von P. 
Damit ist Satz 2.12 vollständig bewiesen. 

Sämtliche Punktgruppen G[P], P beliebig, einer Untergruppe G 
von S sind isomorph; dies gilt aber i.a. nicht für die Gruppen 
G"p mit Gp = {tjeG; <§(p) = , die einen beliebigen Punkt P 
Invariant lassen. Denn, sofern Q nicht zu viele Elemente besitzt, 
lässt sich oft ein Punkt Q finden, sodass Gq = | l] (vgl. das oben 
angeführte Beispiel mit der Schraubung). Man sagt, ein solcher Punkt 
habe a l l g e m e i n e L a g e bezüglich G . Deshalb kann aus 
G p = G[P] für e i n e n bestimmten Punkt P nicht geschlossen werden, 
dass dies auch für alle übrigen Punkte gilt. 

Die Aussage 1. des Satzes 2.12 lässt sich unter Verwendung des 
(sur jektiven) Homomorphismus1 0: ĉ  1—>• ̂  p und des Isomorphiesatzes 
schreiben als 

Gl G A T = G [P] . 
Mit Satz 2.12 haben wir ein entscheidendes Resultat erhalten: Jede 
Untergruppe G von S , die keine Translationen enthält, ist eine 
Punktgruppe. Denn in diesem Falle hat der Homomorphismus © : 
die Identität als Normalteiler und folglich ist die Faktorgruppe 
von G nach diesem Normalteiler isomorph zu Gruppe G . 
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Viel mehr lässt sich an dieser Stelle über die Untergruppen 
von S nicht sagen. Um trotzdem zu einer Uebersicht zu gelangen, 
müssen wir unseren Gesichtspunkt einengen. In diesem Sinne werden 
wir im nächsten Kapitel damit beginnen, d i s k r e t e Unter-
gruppen von E zu betrachten. Auf kontinuierliche Gruppen können 
wir in dieser Arbeit nicht näher eingehen. 

Literatur: Yale [l]. 

Anmerkungen: 

- Die im Abschnitt 2.5 Herausgearbeitete Unterscheidung von "Symmet-
riegruppen mit Fixpunkt", d.h. Untergruppen G p von G c S und 
den "Punktgruppen" G [P] lässt sich etwa so noch präzisieren 3 (Gubler [l]): Punktgruppen operieren auf dem Vektorraum V und 

3 die Symmetriegruppen mit Fixpunkt auf dem affinen Raum A . 
- Im Abschnitt 2.4 haben wir gezeigt, dass die Konjugation in £ 
gleichbedeutend Ist mit der geometrischen Aehnlichkeitsäquivalenz. 
Das Herausfiltern aller Translationskomponenten einer Gruppe G 
beim Ueberg^ang zur Punktgruppe G[P] bewirkt, dass die 
Aehnlichkeitsäquivalenz für Punktgruppen gleichbedeutend ist mit 
der isometrischen Aequivalenz. Für P u n k t g r u p p e n gilt 
also: 

konjugiert in S 

ähnlichkeits-äquivalent 

isometrisch-äquivalent 
< = > 

konjugiert in E 
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3 Diskrete und endliche Gruppen 
von Isometrien 

3.1 Charakterisierungen diskreter Gruppen von Isometrien 

Definition Eine Gruppe G von Isometrien nennen wir genau 
dann d i s k r e t, wenn für 
jeden Punkt P und jede beschränkte Menge UcE die 
Menge U nur endlich viele Punkte der G - Bahn von P 
enthält. Mit anderen Worten: U A G (P) ist eine end-
liche Menge. 

Man nennt eine Teilmenge U des euklidischen Raumes beschränkt, wenn 
sie in eine Kugel mit endlichem Radius eingeschlossen werden kann. 
Unendliche beschränkte Mengen von Punkten im euklidischen Raum 
haben mindestens einen Häufungspunkt. 

Zur genauen Präzisierung des Begriffs der diskreten Gruppe 
zitieren wir ohne Beweis einige Sätze aus Yale [l], S.87f. . Sie 
klären insbesondere die Beziehung von "diskret" zu "abzählbar", 
"endlich" bzw. "voneinander entfernt". 

Satz 3.1 Jede diskrete Untergruppe von E ist abzählbar. 
Die Umkehrung ist falsch, denn z.B. ist die Gruppe aller Translationen i i ans « 
rationaler Länge* einer festen Geraden abzählbar, aber nicht diskret. 
Denn rationale Punkte einer Geraden sind abzählbar und bilden eine 
dichte Teilmenge von R. 
Satz 3.2 Ist G eine diskrete Gruppe von Isometrien und P ein Punkt, 

dann ist G| p mit Gp = { ĉ eG-, 0>(P) = P ^ eine endliche 
Untergruppe von G . 

In einer diskreten Gruppe können also nur endlich viele Elemente 
einen Punkt festlassen (Beweis von Satz 3-2: siehe Satz 3-6). 
Satz 3-3 Sei G eine Gruppe von Isometrien. G ist genau dann 

eine diskrete Gruppe, wenn für jede G - Bahn ein 5. > 0 
existiert, so dass je zwei Punkte in dieser G - Bahn 
mindestens um £ Einheiten voneinander entfernt liegen. 
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Satz 3.4 Ist G eine Gruppe von Isometrien, dann ist Q genau 
dann diskret, wenn keine G - Bahn einen Häufungspunkt 
hat. 

Im nächsten Abschnitt werden wir das Verhältnis d.er diskreten G^^en 
von Isometrien zu denjenigen diskreten Isometriegruppen, die einen 
Punkt invariant lassen, noch genauer abklären. Es wird sich heraus-
stellen, dass diese Isometriegruppen notwendig endlich sind. Als 
weiteres Resultat erhalten wir sämtliche endlichen Bewegungsgruppen des 
euklidischen Raumes, die einen Punkt festlassen, die sogenannten 
(endlichen) Punktgruppen. 

Wie wir im Abschnitt 2.5 festgestellt haben, sind die Unter-
gruppen von S , die keine Translationen enthalten, genau die Punkt-
gruppen. Im allgemeinen Fall haben Untergruppen von £ einen von der 
Identität verschiedenen Translations-Normalteiler. Beschränken wir 
uns auf diskrete Untergruppen von S , so muss notwendig auch der 
genannte Normalteller diskret sein. Mit diskreten Translationsgruppen 
werden wir uns im Kapitel 4 beschäftigen. Sie heissen Gittergruppen. 
Die mit den Gittergruppen verträglichen Punktgruppen sind die 
kristallographischen Punktgruppen, die wir im Kapitel 5 ableiten 
werden. Die mit den Gittergruppen verträglichen diskreten Unter-
gruppen der Gruppe der Isometrien des euklidischen Raumes sind die 
kristallographischen Raumgruppen. Wir werden darauf im Kapitel 7, 
insbesondere Abschnitt 7.1, zurückkommen. 

Literatur: Yale [l]. 

3.2 Endliche Gruppen von Isometrien 

3.2.1 Charakterisierung endlicher Gruppen von Isometrien 

Um alle möglichen Symmetriegruppen des euklidischen Raumes 
zu finden, wäre es notwendig, alle Untergruppen der euklidischen 
Gruppe E zu klassifizieren. Dies ist ein schwieriges Problem! 
Wir werden auch nicht versuchen, alle diskreten Symmetriegruppen 
von E aufzuzählen, sondern zunächst das immer noch genügend 
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komplizierte Problem behandeln, alle endlichen Gruppen von Isometrien 
zu konstruieren. Ganz offenbar können solche Gruppen keine nicht-
trivialen Translationen, Schraubungen oder Gleitspiegelungen enthalten, 
denn diese Transformationen führen nicht auf endliche Untergruppen 
von E . 

Nehmen wir einen mehr physikalisch bzw. kristallographisch 
motivierten Ausgangspunkt, so fragen wir nach den diskreten Symmetrie-
gruppen von Objekten beschränkter Grösse ("endliche Objekte"), d.h. 

3 
von Teilmengen des E , die sich in eine genügend grosse Kugel mit 
endlichem Radius einschliessen lassen. Nichttriviale Translationen, 
Schraubungen und Gleitspiegelungen kommen als Elemente der gesuchten 
Gruppen wiederum nicht in Betracht, denn diese Transformationen 
würden das Objekt aus jeder noch so grossen Kugel "wegabbilden". 
Es bleiben als erlaubte Transformationen bloss die Ebenenspiegelungen, 
Drehungen und Drehinversionen übrig. Daraus folgt, dass jede Symmetrie 
eines endlichen Objekts mindestens einen Fixpunkt hat. Dies wollen 
wir nun exakt beweisen. Wir zeigen aber gleich noch etwas mehr, näm-
lich, dass das Problem, alle diskreten Symmetriegruppen eines end-
lichen Objekts zu klassifizieren, äquivalent ist mit der Aufgabe, alle 
endlichen Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes aufzuzählen. 

3 
Satz 3.5 Sei U eine nichtleere Teilmenge von E mit endlicher 

Ausdehnung und sei G eine diskrete Symmetriegruppe von 
U. Dann gibt es mindestens einen Punkt P, der bei allen 
Symmetrien fest bleibt. 

3 
Beweis: Da die Menge UcE beschränkt ist, kann sie in eine Kugel K 
eingeschlossen werden. Sei der Punkt QeU. Wir betrachten die G - Bahn 
von Q, d.h. die Menge { ̂  (Q) • Cs> e G ] • Alle Punkte dieser G - Bahn 
liegen in U, also in K . Da G diskret ist, hat die Bahn von Q nur 
endlich viele Punkte. SeiRirgendein Element der G - Bahn von Q 
und y e G , dann liegt ^ (R) auf derselben Bahn. Denn zu R existiert 
ein je G mit 9(0) = R, also mit C5 ist (Q) = H^(R) 
auf der Bahn von Q. Diese wird also durch alle Symmetrien aus G 
auf sich selbst abgebildet. Sei P der Schwerpunkt der Bahn von Q. 
Da die Elemente der G - Bahn von Q durch die Operationen aus G 
nur permutiert werden, ist P ein Fixpunkt bei allen cj e G • 
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Folgerung Die Elemente einer endlichen Untergruppe von E haben 
einen gemeinsamen Fixpunkt. 

Satz 3-6 Sei G eine diskrete Untergruppe von E , deren Elemente 
einen gemeinsamen Fixpunkt haben. Dann ist G eine end-

t>e s iß Ue «öl 
liehe Untergruppe der Gruppe aus Spiegelungen, Drehungen 
und Drehinversionen. 

Beweis: Seien P-̂ , P^, P^ und P^ vier nichtkoplanare Punkte, die in 
einer Kugel K^ mit dem Zentrum in P liegen. Da die Abstände der Punkt e 
P^ bei den Isometrien aus G fest bleiben, liegen die Bahnen G (Pj_) 
alle in K . Da G diskret ist, gibt es nur endlich viele Punkte auf 
diesen G - Bahnen. Nun ist aber jede Isometrie G eindeutig be-
stimmt durch vier sich entsprechende Punktepaare, z.B. die P^ und die 
cj (P^), i = 1, 2, 3, 4. Es gibt aber nur endlich viele Anordnungen 
der Cg(P^), also ist G eine endliche Gruppe. Da nur Spiegelungen, 
Drehungen und Drehinversionen mindestens einen Fixpunkt haben, ist 
Satz 3-6 bewiesen. 

Folglich ist jede diskrete Symmetriegruppe (die wir hier still-
schweigend als Untergruppe von E aufgefasst haben) eines 
endlichen Objekts immer eine endliche Gruppe aus Ebenenspiegelungen, 
Drehungen und Drehinversionen. 

Umgekehrt ist zunächst jede endliche Untergruppe von E- eine 
Untergruppe bestehend aus Ebenenspiegelungen, Drehungen und Dreh-
inversionen. Nun besteht aber jede G - Bahn eines beliebigen Punktes 
bezüglich einer endlichen Gruppe G von Isometrien nur aus endlich 
vielen Punkten, ist also eine endliche Menge und folglich sicher be-
schränkt. Damit ist aber die weiter oben behauptete Aequivalenz der 
diskreten Isometriegruppen eines endlichen Körpers mit den endlichen 
Untergruppen von E. bewiesen. 

Literatur: Miller [l], Yale [l]. 
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3.2.2 Klassifizierung endlicher Gruppen von Isomtrien 

Die endlichen Untergruppen von E nach Isomorphieklassen 
einzuteilen, wäre nicht besonders interessant. Dabei stünde die 
algebraische Struktur dieser Gruppen im Vordergrund, und ihr Verhält-
nis zur Geometrie würde im Dunkeln bleiben. Die Klassifikation, die 
wir hier vorstellen, ist eine Einteilung der endlichen Isometrie-
gruppen in Klassen konjugierter Untergruppen in der Aehnlichkeits-
gruppe S • 
Definition Die Untergruppen G und H von E nennen wir ä q u i -

v a l e n t (genauer: ähnlichkeitsäquivalent) genau 
dann, wenn sie konjugierte Untergruppen in S sind. 

Wie wir wissen (Abschnitt 1.1.4) sind konjugierte Untergruppen immer 
isomorph. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch. 

Das Problem der Aufzählung aller endlichen Gruppen von Isometrien 
ist im wesentlichen gelöst, wenn wir die endlichen Gruppen der gleich-
sinnigen Isometrien gefunden haben. Denn ist I die Inversion an einem 
Punkt P, so gilt der 
Satz 3.7 Ist G eine endliche Gruppe von Isometrien, die alle den 

Punkt P festlassen, und ist G + die Gruppe aller gleich-
sinnigen Isometrien in G , dann gilt genau einer der 
folgenden drei Fälle: 

1. G = G + 

2. G = G+ u G+°I. 
D.h. G ist direktes Produkt der Untergruppen 
und : G = G + o {l, I } 

3. G / G+ und I $ G. 
Hier ist G* mit G* = G+ u { c§ • I ; <5 e G , i 
eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien, die isomorph 
ist zu G , und G enthält G als Untergruppe vom 
Index 2. 

Beweis: Fall 1. tritt genau dann ein, wenn G keine ungleichsinnigen 
Isometrien enthält. Enthält aber G ungleichsinnige Isometrien, so 
tritt entweder der 2. oder der 3. Fall ein, je nachdem, ob die Inver-
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sion I zu G gehört oder nicht. Also schliessen sich alle diese Fälle 
aus und erschöpfen zugleich die vorhandenen Möglichkeiten. 
Im 3. Fall lässt sich eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien 
konstruieren, die zu G isomorph ist. Um dies zu zeigen, betrachten 
wir den Homomorphismus X : G — v \ -1, , der jedem cg e G , je 
nach dem ob c§ gleichsinnig oder ungleichsinnig ist , die Zahl +1 oder 
-1 zuweist. Der Kern von A. ist offenbar gleich G . Nach dem Iso-
morphiesatz ist \ -1, 1$ = G / G + ; die Restklasseneinteilung von G 
modulo G + besteht also aus genau zwei Klassen, die je die gleiche 
Anzahl Elemente enthalten. D.h. es gibt genau so viele Elemente c^eG 
mit G + wie es Elemente in G + hat. Nun betrachten wir die Menge 
{ cj o I ; k? £ <3 ̂  15 4 . Sie besteht nur aus gleichsinnigen Isometrien, 
d.h. aus Drehungen. Da I nicht zu G* gehört, ist der Durchschnitt 
von G+ mit dieser Menge sicher leer. Andererseits enthält sie genau 
so viele Elemente wie G+. Folglich enthält 

G* : = G+ u { cg. i ; cse Q , ĉ  4 
genau so viele Elemente wie G. Da <3 und I beide ungleichsinnig sind, 

* 

ist ihr Produkt sicher gleichsinnig, also ist G eine Menge gleich-
sinniger Isometrien. Zum Nachweis der Isomorphie G = G * betrach-* + 

ten wir eine Abbildung 0 : G 1 — G , die auf G identisch wirkt und 
einem c§ 4 G+ ein ° I £ G+ zuordnet. Sie ist sicher bijektiv; 
weiter ist sie homomorph, da I mit allen Gruppenelementen * r 

kommutiert. Denn beschreiben wir die Elemente von G mit Cß a (I; , 
wobei £ = 0 für ĉ  e G+ und £ = 1 sonst. Dann ist 

e © ( %) = (%°(DU ) 
= (Dfi+ 

= © ( V ^ ' also muss unsere Abbildung ein Homomorphismus sein. 
Satz 3.7 sagt uns, wie wir alle endlichen Gruppen von Isometrien 

v̂ Gycx.ppck aus 

auffinden können. Dazu müssen wir zuerst allei gleichsinnigen Iso-
metrien bestimmen, dann die direkten Produkte dieser Gruppen mit 
der durch die Inversion I erzeugten Gruppe bilden und zuletzt die-
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jenigen gleichsinnigen Gruppen von Isometrien aufsuchen, die einen 
Normalteiler vom Index 2 enthalten. In den folgenden beiden Abschnit-
ten wollen wir dieses Vorgehen bis in die Details hinein verfolgen. 

Literatur: Yale [l]. 

3.2.3 Endliche Gruppen gleichsinniger Isometrien. 
Endliche Drehgruppen. 

Eine endliche Gruppe G von gleichsinnigen Isometrien hat 
sicher einen Fixpunkt, d.h. es gibt einen Punkt P, der bei allen 
Operationen von G festbleibt. Da es sich bei G um eine Isometrie-
gruppe handelt, bleibt bd diesen Operationen auch jede Sphäre S (P) 
mit dem Zentrum in P global invariant. Wir können folglich jede end-
liche Gruppe von Isometrien als Transformationen einer solchen 
Sphäre auffassen. 
Definition Sei G eine Gruppe von gleichsinnigen Isometrien, die 

alle den Punkt P festlassen und sei S (P) eine Sphäre 
mit Zentrum P. Einen Punkt Q auf S (P) nennen wir einen 
P o l , wenn es eine nichttriviale Drehung in G gibt, 
die Q festlässt. 

Jede von der Identität verschiedene Drehung aus G lässt genau zwei 
Punkte fest, nämlich die Pole, in denen die Drehachse die Sphäre 
schneidet. Ein Pol heisst p-zählig, p>2, wenn er.zu einer Drehung 
der Periode p gehört. Die p Drehungen um Q um die verschiedenen ' 

/ Gj Vielfachen von 2T/P sind diejenigen Drehungen ausf die Q festlassen. 
Jede andere Drehung aus G führt Q in einen gleichwertigen Pol Q' 
über, der ebenfalls p-zählig ist. Denn ist t <s G die Drehung um 2t/p 
mit dem Pol Q und ist c§ e G« , mit (Q) = Q', so ist die Transfor-
mierte cj o ̂  o C£_1 von H' bei ^ ebenfalls eine Drehung um 2lt/p mit 
dem Pol <5(Q) (Satz 2.10). Somit zerfallen alle Pole in Klassen 
gleichzähliger Pole. Alle Pole derselben Klasse haben diesselbe 
Periode p. 
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Wir gehen nun über zu einer genaueren Betrachtung der G - Bahnen 
der Pole einer Sphäre S (P). Nach den vorangegangenen Ueberlegungen 
ist klar, dass die Operationen von G die Pole innerhalb der Bahnen 
permutieren, sodass die Menge der Pole in verschiedene G - Bahnen 
unterteilt wird (dies entspricht den Klassen konjugierter Elemente 
von G bezüglich den inneren Automorphismen von G ). Es treten 
allerdings nur Zerlegungen in zwei oder drei Klassen auf, wie wir 
nun zeigen wollen. 

Satz 3-8 Ist G eine nichttriviale, endliche Gruppe von gleich-
sinnigen Isometrien, die alle den Punkt P festlassen, und 
ist S (P) eine Sphäre mit dem Zentrum in P, so ist die 
Zahl der G - Bahnen der Pole auf S (P) entweder 2 oder 3. 

Beweis: Aus jeder G - Bahn von Polen auf S (P) sei genau ein Pol 
ausgewählt. Die so entstehende Menge der Pole sei Q^, Q^, ... , Q^. 
Wir haben zu zeigen: k = 2 oder k = 3- Dazu betrachten wir den 
Stabilisator des Punktes GL: H^ - { ^(Q^) = Qj_ ] ; er besteht 
aus allen jenen Isometrien, die den Pol Q. fest lassen. Demzufolge 
ist a. := 1H„ i > 2. Sei b. := |G (Q.)1 , b.> 1, die Anzahl der Punkte 1 Q i 1 . ' 1 ' 
(d.h. Pole) auf der i-ten Bahn und n = IGI . Dann ist a.b. = n für ' 1 1 
i = 1, 2, 3> ••• f k. Denn die Anzahl der Punkte auf einer Bahn 
entspricht bijektiv den Restklassen von G modulo dem Stabilisator 
(Satz 1.2). Jede dieser Restklassen enthält aber gleichviele Elemente 
und ist zugleich elementfremd mit den übrigen; also muss die Anzahl 
der Elemente von Hn mal die Anzahl der Punkte einer Bahn gleich der i 
Gruppenordnung sein. 
Nun ist a^ = '̂ -q' jeden beliebigen Pol Q auf der i-ten Bahn. 
Die Anzahl der nichttrivialen Isometrien von G , die mindestens einen 
Punkt der i-ten Bahn festlassen, ist folglich b^(ai - 1), wobei b^ 
wieder die Anzahl der Punkte (Pole) auf der Bahn i bezeichnet. 
Summieren wir über alle Bahnen, so wird 

k k 
Z b (a. - 1) = £ (n - b.) 
i=l i=l 

die Anzahl der nichttrivialen Isometrien, die mindestens einen Pol 
invariant lassen; dabei zählen wir jede Isometrie genau einmal für 
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jeden Pol, den sie festlässt. Jedes nichttriviale Element von G 
ist aber eine Drehung, die genau zwei Pole festlässt, also muss 

k 
2(n - 1) = £ (n - b.) (1) 

i=l 
sein. Dividieren wir Gleichung (l) durch n und verwenden n = 
so erhalten wir 

2 - - = E (1 - - ) (2) n . .. a. • i=l I 

Da <5 nichttrivial ist, muss lGl«n>i sein, also ist 

1 « 2 - | < 2 . (3) 

Weiter ist a^ > 2 und folglich 
^ < 1 - - < 1 für i = 1, 2, ... , k. (4) 2 a. i 

Summieren wir (4) über k und verwenden (2), so wird daraus 

| < 2 - | < k (5) 

Für n > 2 ist diese Ungleichung nur sinnvoll für k = 2 oder k = 3-
Denn für k = 1 versagt die rechte Seite und für k > 4 die linke Seite 
von (5) (vgl. auch Gleichung (3)). 
Satz 3-9 Ist G eine Gruppe der Ordnung n, n > 1, die nur aus 

gleichsinnigen Isometrien besteht, welche die Sphäre 
S (P) global invariant lassen, und gibt es nur zwei 
G - Bahnen von Polen auf S (P), d.h. k = 2, dann ist G 
zyklisch, und wird erzeugt durch Drehungen um den Winkel 
2ir/n. Folglich ist G « C^. 

Beweis: Sei Q., a. und b., i = 1, 2, wie im Beweis von Satz 3-8. l' l I 
Dann wird (l) zu b^ + b^ = 2. Da b^ und ganze Zahlen ^ 1 sind, 
enthält jede der beiden Bahnen genau einen Pol. Offenbar müssen diese 
beiden inäquivalenten Pole auf einem Durchmesser von S (P) liegen, 
und folglich besteht G nur aus Drehungen um diesen Durchmesser. Sei 
R Irgendein Punkt auf S (P) der nicht mit einem der Pole zusammen-
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Figur 3.1 

c 1 <5, c^, 

fällt. Die G - Bahn von R besteht 
nur aus endlich vielen Punkten, und 
liegt auf einem Kleinkreis k senk-
recht zu Drehachse (Figur 3-l)-
Sei R^ der am nächsten bei Rliegende 
Punkt auf der G - Bahn von R und 
sei e G mit (R) = R ^ Ist p 
die Ordnung von o> , dann bestimmen 
R, cj(R), c^(R), ... , 1 (R) 
p kongruente Abschnitte auf k. Ist 
andererseits 4- & G und ist ^ / c^ 
für alle qe IM, so muss ^ (R) in 
einem dieser Abschnitte liegen, sagen 
wir zwischen ^ (R) und G^+i(R). 
Dann ist aber ° ̂  £ ̂  un<^ 

o 4> (R) ein Punkt zwischen R und 
R^, im Widerspruch zu unserer Wahl von 

r.P-1 ? R^. Also ist 
Die umgekehrte Inklusion ist trivial, somit wird G von erzeugt 
und es ist p = n. Nach Konstruktion von cg ist der Drehwinkel gleich 
2 T/n. 

Wir kommen nun zum Fall mit drei verschiedenen G - Bahnen von 
Polen auf S (P). Es treten hier die gleichsinnigen isometrischen 
Symmetriegruppen der regulären Polyeder auf. Da der Würfel und das 
Oktaeder, sowie das Pentagon - Dodekaeder und der Ikosaeder duale 
Körper sind, d.h. der eine aus dem anderen gewonnen werden kann, indem 
die Zentren der Flächen als Ecken verwendet werden, sind ihre Dreh-
gruppen offenbar äquivalent. 

Satz 3-10 Ist G eine Gruppe der Ordnung n mit n > 1, die ganz aus 
gleichsinnigen. Isometrien besteht, welche die Sphäre S (P) 
global invariant lassen, und gibt es drei verschiedene 
G - Bahnen von Polen auf S (P), dann Ist G genau 
äquivalent zu einer der folgenden Gruppen: 
1. Diedergruppe 3)^. 

J) wird erzeugt durch zwei Halbdrehungen, deren Achsen 
sich unter einem Winkel von Ii/q, q = 2, 3, 4, ... 
treffen. 
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2. Tetraedergruppe T. 
T besteht aus den gleichsinnigen isometrischen 
Symmetrien des Tetraeders. 

3. Oktaedergruppe O (oder Würfelgruppe). 
O besteht aus den gleichsinnigen isometrischen 
Symmetrien des Oktaeders oder Würfels. 

4. Ikosaedergruppe V (oder Dodekaedergruppe). 
y besteht aus den gleichsinnigen isometrischen 
Symmetrien des Ikosaeders oder Dodekaeders. 

Beweis: Auf jeder der drei G - Bahnen von Polen auf S (P) wählen 
wir genau einen Pol Q^ aus. Die Ordnung des Stabilisators Hq 
bezeichnai wir wieder mit a^ und die Menge der Pole auf der i-ten 
Bahn, i = 1, 2, 3, mit b^. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können 
wir a-, ^ a„ <: a^ annehmen. Da die Gruppen H ~ nur Q. und den 1 2 3 i 
diametralen Punkt invariant lassen, folgt aus Satz 3.9, dass H q 
zyklisch ist mit der Ordnung a^, i = 1, 2, 3, d.h. von Drehungen 
mit dem Drehwinkel 21/erzeugt wird. 
Für k = 3 werden die Gleichungen (l) und (2) zu 

bn + b„ + b^ = n + 2 (6) 1 2 3 
l + l + I = l + £ (7) a-̂  â ) ö-̂r n 

mit den Nebenbedingungen n > a.. > 2, a^ L a^ ^ a^ und = n 
für i = 1. 
dann wäre 
für i = 1, 2, 3. Ist a^ ̂  3, so gibt es keine Lösung von (7), denn 

2 , ' 1 1 1 1 + - > 1 > - + - + -n an a^ 1 2 3 
im Widerspruch zu (7). Also ist a^ = 2. Mit a2 = 2 erhalten wir 
eindeutig die Lösung 

a^ = a2 = 2 a^ = ̂  =: q mit n ganz und n \ k. 
Weiter gibt es für a^ > 4 keine Lösung, denn 

1 + I > 1 > I + \ + a, mit a3 4. 3 
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Also kann nur a^ = 3 sein, und somit 

I + n = L w o b e i n > a3 > 3-5 
Wegen n > 2 muss offenbar a^ < 6 sein. Die möglichen Lösungen sind 
zusammengestellt in der Tabelle 3.1. 

Tabelle 3.1 

al a2 a3 bl b2 b3 n 

Fall 1 2 2 q q q q 2q 
Fall 2 2 3 3 6 4 4 12 
Fall 3 2 3 4 12 8 6 24 
Fall 4 2 3 5 30 20 12 60 

a^ : Ordnung der Pole 
b. : Anzahl der Pole auf einer Bahn I 

Fall 1: H n ^s^ zyklisch von der Ordnung q. Sei ĉ  ein erzeugendes 
Element. Da a-̂  = a^ = 2 ist, sind alle Drehungen in , die nicht in 
H q liegen, Halbdrehungen (Geradenspiegelungen). Sei eine dieser 

3 
Halbdrehungen, z.B. um eine Gerade f, dann ist ° <s ̂  nicht in H g • 
Also ist cj o ̂  ~ wieder eine Halbdrehung (um eine Gerade g). ^ 
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Da es in G modulo WQ nur 2 Restklassen gibt, erzeugen S ̂  und ĉ  
ganz G , d.h. G = H„ u „ . H„ . Das erzeugende Element ĉ  von H n wiU U i I U 3 W -J 
^ = € ° ̂  r ist eine Drehung um 2f/q, also sind <o f und <o g X -L & 
Halbdrehungen, deren Achsen sich unter einem Winkel von Tt/q schneiden 
(Figur 3.2). Offenbar erzeugen <5 f und « die ganze Gruppe Q 
Da die zwei Pole von <5 in einer einzigen Bahn liegen, muss jede der 
Halbdrehungen diese Pole vertauschen. Also sind die zweizähligen 
Pole senkrecht zur Achse von ĉ  . 
Fall 2: Seien 02

 = Rl' R2' R3' R4 d i e v i e r P o l e d e r zweiten G - Bahn. 
Die Drehungen aus G permutieren diese vier Punkte untereinander. 
Jeder Pol, sagen wir R-^ ist Fixpunkt einer zyklischen Gruppe C^ der 
Ordnung 3. Also gibt es für i, j mit 2 < i <r j ^ 4 ein ĉ  e C 3 

sodass (R1) = R1 und ^(I^) = Demzufolge existiert für ver-
schiedene i, j, k g {1, 2, 3, 4] ein (3 e G , sodass c§(Hi) = Rj_ 
und G? (R.) = R, , d.h. die Strecke [R.,R.] wird durch Q auf ^ j k 1 0 J 

die Strecke [R^R^] abgebildet. Da cj eine Isometrie, insbesondere 
eine Drehung ist, sind die vier Pole R-^ R2, R^, R^ auf Sr(P) gleich 
weit voneinander entfernt und sind Ecken eines Tetraeders. G ist 
offenbar eine Untergruppe der Gruppe T der gleichsinnigen isometri-
schen Symmetrien des Tetraeders. Beide Gruppen, G und T , haben 
12 Elemente, sind also gleich. Alle Tetraeder sind zueinader ähnlich, 
ihre Gruppen von gleichsinnigen Isometrien sind folglich äquivalent. 
Fall 3." Wir betrachten die sechs Pole der dritten G - Bahn. Sie sind 
alle vierzählig, d.h. Fixpunkte von zyklischen Drehgruppen der Ordnung 
4. Jede dieser Drehungen lässt genau zwei Pole fest und permutiert 
die übrigen zyklisch. Dies gilt für alle drei möglichen Drehachsen, 
so dass die 12 die Pole verbindenden Strecken alle gleich lang sind, 
und somit die Pole die Ecken eines regulären Oktaeders bilden. G 
ist gleich der Gruppe O der gleichsinnigen isometrischen Symmetrien 
des Oktaeders, da Q sicher eine Untergruppe von 0 ist und zudem 
genau so viele Elemente besitzt. Alle Oktaeder sind zueinander ähn-
lich, also alle Gruppen von gleichsinnigen Isometrien des Oktaeders 
zueinander äquivalent. 
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Fall 4: Wir betrachten die 12 Pole der dritten G - Bahn; sie liegen 
auf sechs fünfzähligen Drehachsen. Sei & C5 irgendeine dieser 
Drehungen von der Ordnung fünf. Wir können annehmen, dass Cß den 
Nord- und Südpol von S (P) als Pole hat (Figur 3.1)• Die übrigen 
10 Pole der dritten G - Bahn teilen sich auf in zwei C 5 - Bahnen 
zu je 5 Polen. Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass nicht alle 10 
Pole auf dem Aequator liegen können. Denn nehmen wir an, sie lägen 
alle auf dem Aequator, so gäbe es eine Drehung der Ordnung fünf 
in G , die beide Pole auf dem Aequator hat und folglich die übrigen 
8 Pole auf dem Aequator in andere fünfzählige Pole abbilden würde, 
die weder auf dem Aequator, noch auf dem Nord- oder Süddpol liegen. 
Das ist aber unmöglich, da es nur 12 Pole der Ordnung fünf gibt. 
Also hat jeder Pol der Ordnung fünf fünf nächste Nachbarn, fünf weiter 
entfernte Nachbarn und einen Diametral - Pol. Da alle Pole in 
e i n e r der Bahnen von G liegen, ist der Abstand von einem 
Pol zu seinen fünf nächsten Nachbarn invariant und folglich liegen 
die 12 Pole an den Ecken eines Ikosaeders. Die Gruppe G lässt die 
Menge der 12 Pole invariant, ist also eine Untergruppe der Gruppe Y 
der gleichsinnigen Isomtrien des Ikosaeders. Die Ordnungen der Gruppen 
y und G sind gleich, also sind sie identisch. Alle Ikosaeder sind 
zueinander ähnlich, folglich sind die entsprechenden gleichsinnigen 
Isometriegruppen äquivalent.-

Damit haben wir alle endlichen Gruppen von gleichsinnigen Isomet-
rien aufgezählt. Es sind dies die Gruppen Ccj (q = 1, 2, ...), Doj 
(q = 2, 3, •••), , O und V . Keine zwei dieser Gruppen sind 
isomorph. Für die Gruppen T , O und V ist das klar, denn sie haben 
alle verschiedene Ordnung. Weiter ist ausser Ccj keine der Gruppen 
Dcj , T , O und V zyklisch, was geometrisch ohne weiteres ein-
leuchtet. Offenbar sind auch die Diedergruppen D^ mit denselben 
Ordnungen wie ~T , O und V nicht zueinander isomorph, denn T ent-
hält keine 6-zählige, O keine 12-zählige und Y keine 30-zählige 
Achse, wie das bei den entsprechenden Diedergruppen der Ordnungen 
12, 24 und 60 der Fall ist.- Man beachte, dass bei den endlichen 
Gruppen von gleichsinnigen Isometrien die Einteilung nach Isomorphie-
klassen mit derjenigen nach Aequivalenzklassen zusammenfällt. 
Literatur: Coxeter [l], [2], Miller [l], Yale [l]. 
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3.2.4 Endliche Gruppen mit ungleichsinnigen Isometrien 

Sind die endlichen Gruppen von gleichsinnigen Isometrien 
des E einmal aufgestellt, können die noch fehlenden endlichen 
Isometriegruppen, die ungleichsinnige Isomtrien enthalten, relativ 
leicht hingeschrieben werden. Aus Satz 3-7 folgt nämlich, dass jede 
endliche Gruppe von Isometrien, die die Inversion I an ihrem invarnn-
ten Punkt enthält, äquivalent ist zu einer der folgenden Gruppen: 
C^o (1, I], D^ o {1, Ij, T.'{u, I], 0.{1, I], y.{l, Ij . 
Sie sind die direkten Produkte der endlichen Gruppen gleichsinniger 
Isometrien mit der durch die Inversion I erzeugten Gruppe { 1, l \ • 
Keine Gruppe, die eine Inversion enthält kann zu einer Gruppe, die 
keine Inversion enthält, äquivalent sein. Folglich sind die bis jetzt 
gefundenen Gruppen von Isometrien alle paarweise nichtäquivalent. 
Ohne Beweis führen wir an, dass folgende Isomorphien bestehen(Yale 
[1], S. 95): C,»{l, l\ = C2c( für q ungerade, C ^ i , IJ = D 2 
und D i] = l)« für q ^ 1 ungerade, n zcj 

Die noch übrigen endlichen Gruppen von Isometrien enthalten 
ungleichsinnige Elemente, aber keine Inversionen. Dies geht eben-
falls aus Satz 3.7 hervor. Aus diesem folgt auch,dass wir Gruppen 
von gleichsinnigen Isometrien suchen müssen, die Untergruppen vom 
Index 2 enthalten. 

Eine Betrachtung der Ordnungen der Gruppen C^, , T , ö 
und y zeigt uns sofort, dass nur folgende Paare in Frage kommen: 
C^ in C2<J, C^ in , D^ in X>2ĉ  und T in O . Wie wir wissen 
ist nun eine Gruppe G von ungleichsinnigen Isometrien, die die 
Inversion nicht enthält, isomorph zu einer Gruppe G gleichsinniger 
Isometrien mit G* = G+ u { ̂  ° I ; ĉ  e G , <3 i G + ] . 
Dabei ist G 4 die Untergruppe vom Index 2 in G . 

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die Gruppe 
G in diesem Falle mit G + G * . Die zur Konstruktion dieser Gruppen 
benutzte Isomorphie G + G * = G liefert nun die Beziehungen: 
Co, C2<| = Caci , Cc, = ^ , DZCI S D 2 i , T O = O . 
Wir erhalten also keine neuen Isomorphieklassen in dieser Reihe von 
Gruppen. Allerdings gewinnen wir neue Aequivalenzklassen, denn diese 
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Gruppen, die ungleichsinnige Elemente, aber keine Inversion enthalten 
sind sicher nicht äquivalent zu einer der früheren Gruppen, Aus den 
angefahrten Isomorphien lesen wir sofort eine weitere Isomorphie 
ab, die zwischen den angeführten Gruppen besteht: 
G a«, D ac, - für q = 2, 3, • •• • Diese Gruppen sind aber nicht 
äquivalent, denn ihre Untergruppen vom Index 2 sind nichtäquivalent. 

In Tabelle 3.2 fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, d.h. 
geben eine Liste aller Klassen nichtäquivalenter endlicher Iso-
metriegruppen. Tabelle 3.3 stellt die Isomorphismen zwischen den 
Aequivalenzklassen endlicher Isometriegruppen zusammen und Tabelle 
3.4 gibt die daraus resultierenden Isomoiphieklassen an. 

Tabelle 3-2 

Aequivalenzklassen endlicher Gruppen von Isometrien 

Sinn Bezeichnung Ordnung 
Zyklische Gruppen. g C « , q 
Diedergruppen g 2q (q 
Tetraedergruppe g T 12 
Oktaedergruppe g O 24 
Ikosaedergruppe g V 60 

u Cc, o I] 2q 
u S " ! 0 J l , Ii 4q (q 
u T » |l, I] 24 
u o . Ii, I J 48 
u V -> \ 1 , 1} 120 

u C C 2q 
u C, D, 2q 
u 3 > q 3 > * , 4q 
u T O 24 
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Tabelle 3-3 

Isomorphismen unter den Aequivalenzklassen endlicher 
Isometriegruppen 

il, Ii = c „ 
{1, 1} = 

I j = 

Cq 
D s 

D q 
T O o 

q ungerade 

q ungerade, q / 1 

q 2, 3, 

Tabelle 3-4 

Isomorphieklasse 
(abstrakte Gruppe' 

Ordnung 

N 

Dh (n + 1) 

T 
O 

y 
T 1, Ii 
o Hl, iJ 
V -U, Ii 

n 

2n 

12 
24 
60 

24 
48 

120 

Aequivalenzklassen Bedingungen 
an n 

c, 

IX 

o 
V 

CÜ»LI, LL 
2 o c 

in-, 11 
Ch X>K 

~ • U , Ii 
O " {1, I] 

V • U , I] 

n ger., | ung. 
n gerade 

n 
n ger., n ung. 

T>ü D, n gerade z. " 

T O 
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3«3 Geometrische Erzeugung der endlichen Isometriegruppen 
des Raumes 

3 
Isometrien oder Bewegungen des E lassen sich rein geometrisch 

charakterisieren (vgl. Kapitel 2). Im Falle der euklidischen Gruppe E 
lässt sich sogar ein geometrisches Erzeugendensystem (die Menge aller 
Ebenenspiegelungen) finden. Man nenrt in der Kristallographie die 3 
(punktweise oder global) invarianten Punktmengen aus E unter 
einer Isometrie S y m m e t r i e e l e m e n t e . Dafür kommen 
nur Punkte, Geraden oder Ebenen in Frage. Die diesen Fix - Objekten 
entsprechenden Isometrien sind die Inversionen und Drehinversionen, 
bzw. die Drehungen und Schraubungen, bzw. die Spiegelungen und Gleit-
spiegelungen. 

Endliche Gruppen von Isometrien haben immer einen Fixpunkt. 
Sie bestehen ausserdem nur aus endlich vielen verschiedenen Iso-
metrien. Diese lassen sich alle erzeugen aus Drehungen und Ebenen-
spiegelungen. Die rein geometrische Charakterisierung einer endlichen 
Isometriegruppe wird sich auf die Beschreibung der Anordnung (und 
im Falle der Drehungen der Zähligkeit) der vorhandenen Symmetrie-
elemente beschränken können. Diese legen die möglichen Symmetrie-
operationen eindeutig fest. Andererseits fängt die rein gruppen-
theoretische Charakterisierung der erzeugenden Elemente durch deren 
Verknüpfungsregeln (definierende Relationen) nur die algebraische 
Struktur ein (liefert also nur die Isomorphieklassen) und ergibt kein 
Kriterium zu Unterscheidung isomorpher, aber nichtäquivalenter Gruppen. 
Diese lässt sich nur durch die geometrische Deutung der erzeugenden 
Elemente gewinnen. Hier spielt die Struktur unseres Modells eine 
entscheidende Rolle. 

Wir treten hier auf die algebraische Theorie (und Praxis) der 
erzeugenden Elemente und definierenden Relationen diskreter Gruppen 
nicht ein, sondern gehen direkt zur Beschreibung der geometrischen 
Erzeugung über. 

Im Abschnitt 3-2.3 wurden die endlichen Drehgruppen hinläng-
lich geometrisch beschrieben. Wir weden uns deshalb sofort den end-
lichen Gruppen von Isometrien zu, die ungleichsinnige Elemente 
enthalten. 
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Besteht eine endliche Gruppe von Isometrien nur aus Drehungen, 
dann ist sie eine der Gruppen aus dem Abschnitt 3.2.3. Anderenfalls 
enthält sie eine solche Gruppe als Untergruppe vom Index 2 (Satz 3.7), 
ist also eine Gruppe der Ordnung 2q und besteht aus q Drehungen 
<5.1, , ... , und aus gleich vielen Drehspiegelungen ••• , 

. Wären diese Anzahlen nicht gleich, so würde die Gruppe aus q 
Drehungen und etwa r Drehspiegelungen <3. bestehen. Eine Multipli-
kation aller Gruppenelemente mit cĵ  liefert diesselben q + r Iso-
metrien, die hier durch • ̂  und y. ausgedrückt werden. Die q 
Isometrien ° c^ sind als Drehspiegelungen diesselben wie die <§• , 
nur in anderer Reihenfolge, und die r Isometrien sind als Drehungen 
diesselben wie die . Also ist q = r. 

Gehört die PunktSpiegelung I zu Gruppe (3 , so lauten die q 
Drebspiegelungen einfach c5 - ° I = I » 6-( für i = 1, 2, ... , q und 
die Gruppe G ist das direkte Produkt aus der Gruppe der Drehungen 
und der durch I erzeugten Gruppe (vgl. Satz 3-7). Die hierher gehö-
renden Gruppen sind C o| 0 i 1, I } , 0, ° 11, I } , T « { 1, I } , 
O ° { 1, I ] und Y°{H, I J Cc, 0 j 1, Ii besteht aus den 
q Drehungen von G q und den q Drehspiegelungen C^ 0I . Die Symmetrie-
elemente von Cq ° { 1, i)bestehen also aus einer q-zähligen Dreh-
achse a und einer Symmetrieebene £ senkrecht zu a.-
Die Gruppe D^ 0 { 1, I] enthält, ausser den Elementen von > d.h. 
den q Halbdrehungen um q in einer Ebene t liegende Achsen, Spiege-
lungen an q Ebenen senkrecht zu £ , die alle durch eine q-zählige 
Drehachse a gehen. Diese Symmetrieebenen haben einen Zwischenwinkel 
von 3r/q und, falls q ungerade, halbieren sie die Winkel der Achsen 
der Halbdrehungen von IDcj ; anderenfalls enthalten sie diesselben.-
Die Gruppen T . {l, I] , O ° {l, I } und V • |l, l\ sind die 
v o l l e n (isometrischen)Symmetriegruppen des Tetraeders, Oktaeders 
bzw. des Ikosaeders. Sie enthalten ausser den Drehungen der gleich-
sinnnigen Untergruppen noch Drehspiegelungen, deren Spiegelebenen 
jeweils senkrecht zur entsprechenden Drehachse liegen und durch 
den invarianten Punkt der Gruppe gehen. 
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Gehört die Inversion I nicht zur Gruppe G , so bilden die 
2q Isometrien und eine Drehgruppe der Ordnung 2q mit dersel-
ben Multiplikationstafel wie die aus 6; und ĉ. bestehende Gruppe. 
Denn aus 

C> ' o Cs? . - G? , c J c k 
folgt 

Ö . o Q ° I = Cs?oI 
und mit 

° = 

wird 2 
( ° I) •( <j. • I) = <s. ° I • <3. = 6 k • 

Eine aus q Drehungen und q Drehspiegelungen bestehende Gruppe 6» , die 
I nicht enthält, ist somit isomorph zu einer Drehgruppe G der Ord-
nung 2q, die eine Untergruppe G + der Ordnung q enthält. 
Bezeichnen wir mit R die zweite Restklasse von G modulo GT , so 
setzen sich die gemischten Gruppen G +£* zusammen aus allen 
Drehungen cS» & G + und den mit I multiplizierten Drehungen ( ° l)e R 

2 ^ 
aus G * . Denn offenbar ist ° I = I =^die gesuchte Dreh-
spiegelung. 

Die Gruppe C^ L^ enthält alle q Drehungen aus Ccj und q 
Drehspiegelungen Cj^« I mit der Drehachse a und der Spiegelebene 
senkrecht zu a, deren Drehkomponenten nicht in liegen. 

Die Gruppe Coj enthält alle Drehungen von Cc| und Spie-
gelungen an den q Ebenen, die, falls q gerade, die Drehachse und die 
Halbdrehungsachsen von 1)c| enthalten und falls q ungerade, die Zwi-
schenwinkel dieser Achsen halbieren. 

Die Gruppe Doj enthält alle Drehungen aus 3)̂  und 
die Spiegelungen an den q Ebenen, die durch die Drehachse von 
und diejenigen q Halbdrehungsachsen von D a aufgespannt werden, die 
nicht zugleich in Dcj liegen. 

Die Gruppe T O wollen wir hier nicht im Detail beschreiben, 
sondern nur erwähnen, dass sie aus den Drehungen von T und denjenigen 
Drehspiegelungen O ° I besteht, deren Drehkomponenten nicht in "T" 
liegen. 

Literatur: Coxeter [2]. 
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3.4 Endliche Gruppen von Isometrien in der Ebene 

Wir leiten die endlichen Gruppen von Isometrien der Ebene 
nicht systematisch ab. Man beweist ohne weiteres analog wie im 
Räume, dass jede diskrete Gruppe von Isometrien der Ebene, die 
einen Punkt festlassen, endlich ist. Damit lässt sich jede 
solche Gruppe als Bewegungsgruppe eines Kreises auffassen. Als 
Symmetrieelemente kommen nur Geradenspiegelungen und Drehungen in 
Frage, was direkt auf Gruppen der abstrakten Struktur und Dcj 
führt. Wie im Räume besteht die zyklische Gruppe C^ aus q Drehungen, 
die durch eine Drehung um 2lt/q erzeugt werden und aus q Geraden-
spiegelungen, deren Achsen alle durch den invarianten Punkt der 
Gruppe gehen. Man beachte, dass in der Ebene Dreine Gruppe mit 
ungleichsinnigen Isometrien ist, die durch zwei Geradenspiegelungen 
mit dem Zwischenwinkel 7f/q erzeugt werden kann. 
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U Gitter und Gittergruppen 

4.1 Begriff des affinen Raumes 

Wir fassen an dieser Stelle die Axiome algebraisch, um auch 
Gebrauch von Koordinaten und der analytischen Geometrie machen zu 
könnnen. 

Die affine Geometrie des dreidimensionalen Raumes behandelt Punkt-
mengen, die zwar nicht selbst Vektorraumstruktur besitzen, aber 
mittels ihrer geordneten Punktepaare in enger Beziehung zu einem 
dreidimensionalen Vektorraum über dem Körper IR der reellen 
Zahlen stehen. Vom algebraischen Standpunkt aus ist der Vektorraum 
die fundamentalere Struktur als der affine Raum. Dies kommt in der 
folgenden Definition zum Ausdruck: 
Definition Eine Menge A, deren Elmente P, Q, R, ... Punkte genannt 

werden, heisst d r e i d i m e n s i o n a l e r 
a f f i n e r R a u m A ü b e r d e m K ö r p e r !R 
d e r r e e l l e n Z a h l e n , wenn mit A ein 
dreidimensionaler Vektorraum V über IR und eine 
Abbildung A * A >V so gegeben sind, dass mit der 
Bezeichnung (P,Q) —>v := PQ folgende Axiome gelten: 
(1) Zu jedem Punkt PG A und jedem Vektor v e. V gibt 

es genau einen Punkt Q eA mit PQ = v, geschrieben 
Q = P + v. 

(2) Für alle P, Q, R A gilt 
PQ + QR = PR, 

Axiom (l) bedeutet, dass mit A * A >1 auch eine Abbildung 
A x V v A existiert, und dadurch wird für jeden festgehaltenen 
Punkt P e A die Abbildung [F] x A > V5 bijekt.iv mit \P] x V3 A. 
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3 Ist also P fest e A, und durchläuft v den Vektorraum V , so durch-
-V 

läuft der nach (1) durch PX = v bestimmte Punkt X eA den ganzen 
affinen Raum A . Wir schreiben dafür 

P? ---- { X | X = P + V, V E V 3 J = P + V 3 . 

Man bezeichnet den festgewählten Punkt P oft bevorzugt mit 0 statt 
3 -»• 

mit P und nennt 0 den U r s p r u n g v o n A ; dann wird OX 
als O r t s v e k t o r x von X bezeichnet. Bezüglich einem fest 3 gewählten Punkt 0 wird also A zu einem Vektorraum. 

In der Beziehung A3 = X I X = P + v, v e V3 } ist P e A3 belie-
3 

big. Für einen anderen Punkt P' e A gilt P' = P + v* mit PP' = v*. 
Aus (2) folgt dann P^X = PX' - PP» = v - v* =: v'£ V3, aus (l) 
damit X = P' + v', also 

A3 = P + V3 = P' + V3 

= P + v* + V3 

= A3 + v*. 
3 Wir sehen daraus, dass der affine Raum A invariant ist unter der 

3 "Addition" eines Vektors aus V . Wir sprechen in dxesem Falle von 
3 - » 3 einer T r a n s l a t i o n von A mit dem Vektor v* aus V . 

3 Jedem Vektor v eV entspricht eine Translation des A und umgekehrt. 
3 

Translationen bilden A auf sich selbst ab: 
v : A3 > A3 

X 1' >X + v =: X' , wobei XX' = v und v eV3. 
Die Menge aller Translationen ist nach dem obigen selbst ein 3 
Vektorraum über IR, isomorph zu V , d.h. also sicher eine additive 
Abelsche Gruppe; wir bezeichnen sie mit T . 

Einer Basis ja^. a^, a ] von V3 lässt sich nach Auszeichnung 
eines Punktes 0 in A3 eine Koordinatenbasis a^, a^, a^ ] 
des affinen Raumes zuordnen. Jedem Punkt X eA3 wird dadurch genau 
ein Tripel (x, , x„, x ) mit x.€ IR zugeordnet und umgekehrt. 
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E2, 

Ein euklidischer Raum besteht dann einfach aus den Punkten 
-7. 

des reellen, affinen Raumes A (SR) und "besitzt zudem eine Abstands-
5 3 funktion d: E x E > IR, definiert durah ein positiv definites 

3 
Skalarprodukt auf dem entsprechenden Differenzenvektorraum V . Dies 
ist eine mögliche Einbettung des euklidischen Raumes in den affinen 
Raum. 3 

Haben wir in V mit Hilfe einer Basis Koordinaten einge-
führt, lässt sich auch ein Volumenbegriff definieren. Zunächst ver-
stehen wir unter einem- dreidimensionalen Parallelepiped eine Teil-

3 menge von A , definiert durch 3 
\ t ; t = X x tj_, 0 < x. ̂  1 • td , , T3 —^U. ] 

i=l 
- = > 

Dieses Parallelepiped hat 0 als Ursprung und die Vektoren t-̂ , t^, t^ 
als Erzeugende. Damit wird fogende Definition sinnvoll: 
Definition Das Volumen eines Parallelepipeds mit dem Ursprung 0 

und den erzeugenden Vektoren t^, t^, t^ ist gleich 
. ^ —y 1 s _ —V —y —y- 1 
| det(tlft2,t3)l = ([t^t,,,^]]. 

Das Volumen eines Parallelepipeds verschwindet nur dann nicht, wenn 
die Vektoren t^, t^, t^ linear unabhängig sind. Wir werden im folgen-
den auch von linear unabhängigen Punkten P. sprechen und meinen 1 —» 0 damit, dass die entsprechenden Ortsvektoren 0P1 von einem Ursprung aus 
linear unabhängig sind. 

Literatur: Schaal [l]. 
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4.2 Gitter und Gittergruppen 

Die Theorie der geometrischen Gitter ist seit langem 
erforscht worden, und hat vor allem, neben der Kristallographie, eine 
grosse Bedeutung in der Zahlentheorie. 

Die folgende Definition einer Gittergruppe ist für unsere 
Zielsetzungen besonders günstig: 
Definition Eine G i t t e r g r u p p e P ist eine nichttriviale, 

diskrete Untergruppe der GruppeTder Translationen, d.h. 
P ^ , P ist diskret und jedes Element von P ist 
eine Translation. 
Ist P eine Gittergruppe, so heisst jede P - Bahn 

•7. 

eines Punktes aus A ein (Punkt-) G i t t e r L. 
Die Gruppe P (oder eines ihrer Gitter) heisst 
k - d i m e n s i o n a l , wenn es maximal k + 1 
linear unabhängige Punkte auf jeder P - Bahn gibt. 

3 Eine Gittergruppe ist also eine Teilmenge des Vektorraumes V , 
3 

deren Elemente auf dem affinen Räume A operieren. Mit dieser 
Einsicht lässt sich auch eine zur obigen äquivalente Definition 
aufstellen: 3 

Ein k-dimensionales Punktgitter im affinen Raum A ist 
die Gesamtheit aller Punkte P + v, wo v ein Vektor aus 
einer k-dimensionalen Gittergruppe (im Vektorraum V ) 3 und P ein Punkt im affinen Raum A ist. 

Wir werden hier insbesondere dreidimensionale Gittergruppen 
studieren. Aus der oben angeführten Definition geht der an-
schauliche Gehalt eines dreidimensionalen Gitters nicht so ohne 
weiteres hervor. Um diesem Aspekt etwa näher zu kommen, 
betrachten wir die P - Bahn eines Punktes 0. L = P (0) ist eine 

3 
diskrete Punktmenge im affinen Raum A , die man ein Punktgitter, 
oder einfach Gitter nennt. Wählen wir 0 als Ursprung des affinen 
Raumes P?, so lässt sich jedem Punkt von P (0) ein (Orts-)Vektor 
zuordnen. Entscheidend ist nun, dass jedem solchen Ortsvektor 
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umkehrbar eindeutig eine Translation der Gittergruppe entspricht. 
Da der Ursprung von A beliebig gewählt werden kann, liefert 
auch jede P - Bahn eines von 0 verschiedenen Punktes 0' ein zu 
P (0) gleichwertiges Gitter P (0'), d.h. ein Gitter, dessen Orts-
vektoren bezüglich 0' umkehrbar eindeutig den Translationen von P 
entsprechen. In diesem Sinne kann man, je nach Zusammenhang den 
man gerade im Auge hat, von Gittern oder Gittergruppen sprechen; 
dabei lässt sich jede Aussage über ein Gitter als Aussage über 
eine Gittergruppe und umgekehrt formulieren. Steht der Transforma-
tionscharakter einer Translation t mit dem Vektor t im Vordergrund, 
so schreiben wir anstatt Q = P + t mit t« V auch f(P) = Q. 
Im Falle des Satzes 4.1 erhalten wir dann folgende äquivalente 
Formulierungen: 

Satz 4.1 1. Sei P eine dreidimensionale Gittergruppe. Dann exis-
tieren drei linear unabhängige Translationen ß-i.ßi.ßs, 
in P , sodass jedes d, e. P eindeutig dargestellt 
werden kann in der Form 

<* = ß/1"1 + ß + fi"3 mit n. e Z . 
Daraus folgt: 

P = + TF* + ß " 1 I E 

2. Sei L ein dreidimensionales Gitter. Dann existieren be-
züglich eines Ursprungs 0 drei linear unabhängige 
Vektoren b^, b^, b^ in L, sodass jeder Punkt ae L 
eindeutig dargestellt werden kann in der Form 

-=> > -n a = nn b, + n„b„ + n-.b-, v-v> > t h- e L . 1 1 2 2 5 3 
Daraus folgt: 

L = ^ + ri2°2 + ' ni e ^ ^ -

Wir beweisen den Satz in der Form 2. : Seien a^, a^, a^ drei linear 
unabhängige Vektoren in L; sie spannen ein Parallelepiped Uc P? auf. 
Wir betrachten alle Ortsvektoren mit Endpunkten in U als zu U ge-
hörig. Da U beschränkt undL diskret ist, enthält U nur eine endliche 
Anzahl von Elementen aus L. Sei b-, der kürzeste nichttriviale Vektor 
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Figur 4.1 

aus U der parallel zu a^ ist. Ein solcher existiert sicher, "schlimm-
stenfalls" ist es a-̂  seihst. Weiter sei ein Element aus L inner-
halb des durch a^, a^ erzeugten Parallelogramms, und zwar so, dass 
das durch b^, b^ aufgespannte Parallelogramm die kleinstmögliche 
Fläche ehschliesst. Endlich wird innerhalb U b in L so gewählt, 
dass das durch b , b?, b-, aufgespannte Parallelepiped V das kleinste 
Volumen hat. Wir zeigen nun, dass die Vektoren b^, b^ die im 
Satz behauptete Eigenschaft haben. Zunächst ist klar, dass b^, b^, b^ 
linear unabhängig sind. Sei & in L beliebig, dann existieren drei 
reelle Zahlen x-, , x„, X-,, sodass a = x, bn + x„b-, + x.,b-,. 1 2 3 1-L 2 3 3 3 
Ist n. die grösstejZahl kleiner öder gleich x., so ist 

1 

mit 

3 3 
a - Z n b = I y.bi =: b 

i=l i=l 

0 « y. <- 1. J1 
Der Vektor b eL liegt sicher innerhalb V. Wir wollen zeigen, dass b 
der triviale Vektor ist. Sei CWy^<:l, dann ist das Volumen des 
durch b-, , b , b erzeugten Parallelepipeds V' strikt kleiner als das 
Volumen von V. Ist b in U, so widerspricht dies unserer Wahl von b . 
Ist b nicht in U, dann gibt es ganze Zahlen m^, m^, sodass 
b'= b + fl3}®! + m2®>2 i n U u n d d a S P a r a l l e l eP iP e d erzeugt durch 
b^, b2, b! hat y^-mal das Volumen von V. Denn b' hat in der Basis 
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--> — > - > 

b.. , b , b die gleiche dritte Komponente wie b. Dies ist aber un-
möglich! Also ist y = 0 und b liegt in der durch a-̂ , a^ aufgespannten 
Ebene.-Ist 0 < y„ < 1, dann ist die Fläche des durch b-̂ , b aufgespann-
ten Parallelogramms y2~mal die Fläche des Parallelogramms b^, b^. 

— — ^ Dies widerspricht aber unserer Wahl von b„, wenn b in U liegt. Ist —> 
b nicht in U, dann gibt es eine ganze Zahl m-, , sodass b' = b + m-, a, 
in U und die Fläche des Parallelogramms b^,b' ist wieder y2~mal 
de Fläche des Parallelogramms b^, b^. Dies ist aber wieder unmög-
lich. Also ist y^ = 0 und damit 1?= y^b-^.-Ist 0<y^<l, dann ist 
—> _> b näher bei 0 als b-, . Dies ist unmöglich, also ist b = 0. 

Satz 4.1 macht deutlich, dass der dreidimensionale 
affine Raum Â (iR) mit der Translationgruppe T der geeignete Rahmen 
für die Theorie der Gitter und Gittergruppen ist. Denn eine Gitter-
gruppe ist eine Transformationsgruppe des affinen Raumes 
und umgekehrt ist jede Menge 

\ ßini + ß^1 + f^3, ; n^e Z und ßi , fu , linear unabh. ] 
eine diskrete Translationsgruppe, also eine Gittergruppe. Die Tatsache 
dass Translationen Isometrien sind, spielt in diesem Zusammenhange 
keine Rolle. Wir verzichten damit allerdings auf eine Unterscheidung 
von verschiedenen Gittertypen (vgl. Abschnitt 5.5), denn im affinen 
Raum sind alle Gitter), und damit alle Gittergruppen (affin-) 
äquivalent. 

Literatur: Miller [l], Yale [l].Gubler [l]. 
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4.3 Basisdarstellung eines Gitters 

Definition 1. Drei linear unabhängige Translationen , n. rs 
aus P bilden eine B a s i 

& P die Darstellung 
n 

von wenn für jedes 

Q * p + (i II I 3 mit n. in Z i 
eindeutig ist. 
Ein linear unabhängiges Vektortripel b-̂ , b^, b^ 
im Gitter L heisst eine B a s i s von L oder 
B a s i s v e k t o r e n von L, wenn für jedes 
a in L die Darstellung 

a = n, b-, + n„b„ + n^b, 11 2 2 ot> mit n. in £ l 
eindeutig ist. 

Definition Sei 0 ein beliebiger Punkt des affinen Raumes, den wir als 
Ursprung wählen. Wenden wir auf 0 die Translationen 

' Pi » ' fr * ßa > ( V ßi 
o p5 und ^ «, p3 an, so 

erhalten wir ein Parallel-
epiped, das E i n h. e i t s-
z e 1 1 e oder p r i -
m i t i v e Z e l l e 
genannt wird. Sie besitzt 
die Gitterpunkte 0, 

Figur 4.2 
bn 
b2 + b , 

b2, b^, b-ĵ  + b2, b^ + b , 
—5 

b b^ + b2 

Aus dieser Definition folgt sofort, dass es innerhalb einer Einheits-
zelle keine Gitterpunkte geben kann. Wenden wir alle Elemente von P1 

auf 0 an, d.h. konstruieren wir die P - Bahn von 0, erhalten wir ein 
dreidimensionales geometrisches Gitter L, das sich auch durch Auf-
einanderstapeln von Einheitszellen gewinnen lässt. Bilden die Vektoren 
V b2? b ein linear unabhängiges Tripel, aber keine Basis, so 
lassen sich aus ihnen nicht alle Punkte der P - Bahn von 0 erzeugen. 
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Definition Ein F u n d a m e n t a l b e r e i c h für die Gitter-
gruppe P ist eine Teilmenge von A , die genau einen Punkt 
aus jeder P - Bahn enthält. 

Lassen wir z.B. die obere, die rechte und die hintere Fläche einer 
Einheitszelle weg, so ist das so "beschnittene" Parallelepiped ein 
Fundamentalbereich. Jede mögliche Einheitszelle kann auf diese 
Weise auf einen Fundamentalbereich reduziert werden. Umgekehrt ist 
aber nicht jeder Fundamentalbereich ein Parallelepiped. Die Freiheit 
in der Wahl des Fundamentalbereiches ist sehr gross. Es sind auch 
krumme Begrenzungen zugelassen. 

Mit einem Gitter L ist nicht zugleich die Einheitszelle be -
stimmt. Es gibt unendlich viele' Möglichkeiten, eine Basis b^, b^, b^ 
eines Gitters L zu wählen. Bevor wir dies näher ausführen, halten 
wir als unmittelbare Folgerung von Satz 4.1 fest: 

— > 

Satz 4.2 Zu jedem linear unabhängigen Paar von Vektoren a-̂ , a^ 
in L existiert eine'Einheitszelle mit einer Seite ent-
lang a-̂  und einer Fläche in der durch a^, a^ aufgespannten 
Ebene. 

Um zu zeigen, dass alle möglichen Einheitszellen dasselbe Volumen 
haben, müssen wir erst Basistransformationen studieren. 

Wir nehmen an, das linear unabhängige Tripel b', b', b' _> 1 2 3 bilde neben b^, b^, b auch eine Basis. Dann muss gelten: 

b! = H a..b. i = l , 2 , 3 und a. . m Z 1 j=1 !J J 

b. = J ^ A.kb- j = 1, 2, 3 und A.k in ^ 

und folglich 
3 3 3 

b! = X a. .b . = I I a. . A b ; 
• -I iJ J • t i n k j=l u ü j=l k=l u ° 

also 

J 

3 
^ "ijJ*jk " "ik Z a. .A .. = o 



- 63 -

d.h. das Produkt der Matrizen (a. .) und (A., ) ist gleich der 
Einheitsmatrix. Daraus folgt sofort 

det(a. . ) det (A .. ) = 1 . ij 
Da als Variabein der Matrizen (aj_j) u nd n u r S a n z e Zahlen zu-
gelassen sind, ist diese Relation nur möglich, wenn beide Determinan-
ten den Wert 1 oder -1 haben.- Ist umgekehrt eine Matrix (a. .) i J 
mit det(a^j) = ± 1 gegeben, so ergibt sich (A^) n a ch den üblichen 
Rechenregeln als die inverse Matrix von (aj_j), und es gilt ebenfalls 
det(A^) = + 1. D.h. die eine Basis hat eine eindeutige Darstellung 
(mit ganzzahligen Koeffizienten) in der andern Basis und umgekehrt. 
Ein beliebiger Punkt, der sich in einer der Basen eindeutig darstellen 
lässt, lässt sich folglich auch in der anderen Basis" eindeutig ganz-~J> -V -=t 
zahlig darstellen. Also sind die Basen b^, b^, b^ und b£, b^, b^ 
gleichwertig und wir haben den 
Satz 4.3 Damit zwei Tripel von linear unabhängigen Vektoren 

—> —> —i -v b^, b^, b^ und b-̂ , b^, b-J, mit 

3 
b! = ^ a^b^ , i = 1, 2, 3 , e Z 

gleichwertige Basen eines Gitters L bilden, ist notwen-
dig und hinreichend, dass det(a^) = + 1. 

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Abschnitts: 
Satz 4.4 Die Volumina aller Einheitszellen eines gegebenen Gitters 

sind gleich gross. 

Beweis: Seien zwei Basen eines Gitters L gegeben wie in Satz 4.3--J» _!> -»> 
Das Volumen des durch die Vektoren b^, b^, b^ aufgespannten Parallel-
epipeds in der nämlichen Basis ist gleich 

) det(b1,b2,b3)1=1. 
— > — > — ^ 

In derselben Basis ist das Volumen der durch die Vektoren b-ĵ, b^, b^ 
aufgespannten Einheitszelle gleich. 

| det(b|,b^,b^)l = )det(ai^)l IdetCb^b^b^)) 
= 1det(a^j ) | 
= 1 . 
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Zu einem festen Punkt gibt es bei eindimensionalen Gittern 
nur genau eine Einheitszelle. In zwei und drei Dimensionen gibt es 
bereits unendlich viele Einheitszellen mit einem festen Punkt 0 als 
Ursprung. 

Definition Lineare Transformationen, deren Matrizen (a..) die ij Eigenschaften 
1. a. . in E für alle i, j 
2. det (a. .) = 1 ij 
haben, heissen u n i m o d u l a r e Substitutionen. 

Literatur: Miller [l], Yale [l]. 
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5 Kristallographische Punktgruppen 

5.1 Definition der kristallographischen Punktgruppe 

Definition Eine Untergruppe der euklidischen Gruppe E heisst 
eine k r i s t a l l o g r a p h i s c h e 
P u n k t g r u p p e , wenn sie einen Punkt P und 
irgendein Gitter L, das P enthält, auf sich selbst 
abbildet. 

(Untergruppen von 
Kristallographische'Punktgruppen sina*isometrischen Symmetrie-
gruppen von dreidimensionalen Gittern, die einen Punkt desselben 
festlassen. Die Beziehung der kristallographischen Punktgruppen zur 
vollen isometrischen Symmetriegruppe eines dreidimensionalen Gitters 
werden wir anschliessend untersuchen. Es lässt sich gleichzeitig 
zeigen, dass kristallographische Punktgruppen notwendig diskret, 
und dann wegen Satz 3-6 endlich sind. 

Sei P eine dreidimensionale Gittergruppe. Wir betrachten 
das Gitter L = P(P), das durch die P - Bahn eines Punktes P er-
zeugt wird. Als Punktmenge im euklidischen Raum besitzt dieses 
Gitter eine isometrische Symmetriegruppe G , die eine Untergruppe 
der vollen Transformationsgruppe T(L') ist. 

Zunächst ist klar, dass P eine Translationsuntergruppe 
(genauer: ein Normalteiler) von G ist, denn alle Elemente von P 
bilden das Gitter auf sich selbst ab. Wir wollen nun zeigen, dass 
der Translations-Anteil von G g e n a u die Gittergruppe P ist, 
d.h. P = G N T • Dazu genügt es nachzuweisen, dass aus Te Q N T 
folgt t & P . Ist also r e G N T , d.h. t ist eine Translation 
in G , so ist r(P) = Q sicher ein Gitterpunkt, da alle Ele-
mente von G das Gitter auf sich selbst abbilden. Ist , ßx , ß3 
eine Basis von P , so existieren eindeutig drei ganze Zahlen n^, 
so dass T = ßiUi + (ij1* + ß^i gilt. Wegen 
P - $ (i?1 + + (i?* ; n.e E ] ist r E R . 
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Da jedes^«G nach Voraussetzung das Gitter L = P (P) invariant 
lässt, ist die G - Bahn eines Punktes P identisch mit der P -
- Bahn von P. Nach Satz 2.12 ist in diesem Falle G p = GT[P], 
d.h. die Punktgruppe G [P] ist eine echte Untergruppe von G 
Ist re P wieder eine Translation mit r(P) = Q, dann ist 
T-1» cj(P) = P, d.h. C§p = t"1 Also lässt sich jedes 
Element e G eindeutig in der Form ĉ  = T ° mit r e P und 
H P e G [P] schreiben (Satz 2.11). 

Die volle Symmetriegruppe G des Gitters besteht nur aus 
Isometrien; zudem ist innerhalb jeder Kugel mit endlichem Radius 
um den Punkt P herum nur eine endliche Anzahl von Gitterpunkten 
versammelt. Also ist G[P] diskret, und folglich nach Satz 3-6 
endlich. 

Die volle Gruppe G kann nun geschrieben werden ali 
G = { V o Cg p ; T & P , <JPC G[P] ]. 

Die G - Bahn irgendeines Punktes ist gleich dem Gitter, das diesen 
Punkt enthält. Die volle (isometrische) Symmetriegruppe eines 
Gitters ist also diskret. 

Wie wir in den Abschnitten 7.1 und 7.4.3 genauer ausführen 
werden, bilden die oben betrachteten isometrischen Symmetriegruppen 
eines Gitters spezielle Typen von Raumgruppen, die sogenannten 
symmorphen Raumgruppen. 

Zwei dreidimensionale Gittergruppen sind sicher isomorph. 
Ein Isomorphismus lässt sich z.B. aus der affinen Basistransfor-
mation gewinnen, welche zwischen den Basen der jeweiligen Gitter 
existiert. Zur Klassifizierung der Gitter und Gittergruppen nach 
ihrem euklidischen Symmetrie-Typ muss also eine etwas feinere Be-
trachtungsweise verfolgt werden. Wir werden darauf im Abschnitt 5-5 
zurückkommen. 

Die oben betrachteten Gruppen G p = G [P] sind offenbar 
kristallographische Punktgruppen. Jede Gruppe G [P] ist endlich, und 
folglich äquivalent (genauer: ähnlichkeitsäquivalent) zu genau einer 
der endlichen Gruppen der Tabelle 3-1. Es ist aber nicht jede end-
liche Isometriegruppe eine kristallographische Gruppe. Die sogenannte 
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"Einschränkung der Kristallographie" wird aus den endlichen Isometrie-
gruppen die kristallographischen Gruppen auslesen. 

Literatur: Miller [l], Yale [l]. 

5.2 Die Einschränkung der Kristallographie 
Die 32 kristallographischen Punktgruppen 

Die "Einschränkung der Kristallographie" wählt aus der Gesamtheit 
der endlichen Untergruppen von E diejenigen aus, die ein Gitter in-
variant lassen, oder mit anderen Worten, die mit einer Gittergruppe 
verträglich sind. Die Einschränkung wirkt sich auf die möglichen Ord-
nungen der Drehungen aus: 
Satz 5.1 Einschränkung der Kristallographie. 

Sei eine nichttriviale Drehung oder Drehinversion 
in einer kristallographischen Punktgruppe. Dann ist 
die Ordnung von ĉ  gleich 2, 3, 4 oder 6. 

Wir geben zwei Beweise, einen geometrischen und einen analytischen. 
Wir beginnen mit dem geometrischen: Zunächst sei <3 eine eigentliche 
Drehung. Drehungen der Ordnung n sind Drehungen um den Winkel 2%/n. 
Wir müssen zeigen, dass Drehungen um 2 s/n in kristallographischen 
Punktgruppen nicht möglich sind, wenn n4 {2, 3, 4, 6 ̂  . Wir nehmen 
an, p1 sei eine zwei- oder dreidimensionale Gittergruppe und cy 
eine Drehung um 2jl/n mit n > 2. Die Drehachse a von enthalte nur 
Punkte, deren P - Bahnen (Gitter) bei ^ global invariant sind. D.h. 
P ist global invariant unter dem inneren Automorphismus 
i ̂  : r 1 > C5-'T:-C3~i> also (F1) = P . Da P nicht eindimensional 
ist, enthält P mindestens eine nichttriviale Translation r' , deren 
Richtung nicht parallel ist zu a. Da eine Drehung ist, die P 

— "1 I - i 
invariant lässt, ist f (^»t'otj )°T in P , d.h. eine 
Translation der Gittergruppe. Wegen n > 2 ist (y nichttrivial und 
die Richtung von 4- ist senkrecht zu a (Figur 5.1).- Nun sei Q> wieder 
eine Drehung der Ordnung n, n>2, in einer kristallographischen 
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Figur 5.1 

Punktgruppe. Das durch invariant gelassene Gitter sei die P - Bahn 
des Punktes P. Dann ist die Gruppe f"̂  aller zu a, der Achse von , 
senkrechten Translationen eine nichttriviale Untergruppe von P 
und folglich selbst eine Gittergruppe. Nun sei r eine Translation 
mit minimaler Länge in . Die Translation (^oT»^-1 ^t"1 ist in 
ist aber kürzer als f , wenn n>6 (Figur 5-2), im Widerspruch zu 
obiger Annahme. Ist n = 5, dann ist die Translation (ĉ .t"1-<5 ) ° r ° 
o ( cj » x auch kürzer als r und scheidet aus (Figur 5-3). Also 
sind für n > 2 n = 3, 4, 6 die einzigen Möglichkeiten, die als 
Ordnung einer Drehung in Frage kommen.- Ist nun c§ eine Drehinversion 
der Ordnung n, n> 2, dann hat cj nur einen Fixpunkt P. P muss folglich 
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zum Gitter gehören, welches durch die kristallographische Punkt-
gruppe invariant gelassen wird. Nun gilt aber 
Satz 5.2 Die Inversion an einem Punkt P eines Gitters ist eine 

Symmetrie des Gitters. 
Denn ein Gitter L mit der Basis b,, b0, b_, -*1 2 --> 3 

nlt>l + n2b2 + n3b3' 

kann beschrieben werden 
Aus b e L n. e Z, } l durch die Menge L = { 

folgt dann sofort auch -b &L.~ 
Der Drehanteil ^ <> Ip der Drehinversion Cj lässt das Gitter ebenfalls 
invariant und muss folglich der kristallographischen Einschränkung 
genügen, wie wir oben schon bewiesen haben. 

Der analytische Beweis von Satz 5.1 benützt die Invarianz 
der Spur einer orthogonalen Matrix innerhalb einer Konjugationsklasse 
(Aequivalenzklasse) ähnlicher Matrizen. Bei geeigneter Wahl einer 
orthonormierten Basis, hat die Spur einer Drehung oder Drehinversion 
G? die Form + 1 + 2cos >3 . Ist Element einer kristallographischen 
Punktgruppe, so lässt ein Gitter L invariant. Dessen Basis sei ge-
geben durch b,, b„, b . Offenbar führt nun Oj die Basisvektoren b. 
in irgendwelche ganzzahlige Linearkombinationen von b^, b^ 
über. Die diese Transformation vermittelnde Matrix hat also nur 
ganzzahlige Elemente. Aus der Invarianz der Spur schliesst man auf 
+ 1 + 2cos = ganzzahlig oder 2cos i3 = ganzzahlig. Daraus folgt: 

cos 

-1 
1 

" 2 

0 
1 
2 
1 

Drehwinkel -J 

3 
0 
1 
3 ± 

JV 
JI 

n 
5t 

Drehung 
Periode der 

Drehspiegelung 
2 

3 
1 (Identität^ 
6 
4 

2 

6 
2 (Ebenensp.) 
6 
4 

Mit der gewonnenen"Einschränkung der Kristallographie" las-
sen sich nun alle Klassen nichtäquivalenter kristallographischer 
Punktgruppen, die sogenannten K r i s t a l l k l a s s e n auf-
listen. Wir brauchen dazu nur die Tabelle 3-1 der Aequivalenzklassen 
endlicher Gruppen von Isometrien heranzuziehen und diejenigen 
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Kandidaten auszuwählen, welche der kristallographischen Bedingung 
genügen (Tabelle 5.1). Wir betonen noch einmal ausdrücklich, dass 
es sich bei den kristallographischen Punktgruppen um Aequivalenz-
klassen von Gruppen handelt. Zwei kristallographische Punktgruppen 
sind genau dann zueinander äquivalent, wenn sie innerhalb der 
Ähnlichkeitsgruppe S konjugiert sind (vgl. Abschnitt 3.2.2). 

Aufgrund der zwischen den Klassen der endlichen Isometrie-
gruppen bestehenden Isomorphismen (Tabelle 3.2) sind nicht alle 
nichtäquivalenten kristallographischen Punktgruppen nichtisomorph. 
Es gibt sogar nur 18 Isomorphieklassen von kristallographischen 
Punktgruppen (Tabelle 5-2). Man nennt sie auch die 18 abstrakten 
kristallographischen Punktgruppen. 

Für die Untergruppen-Relationen innerhalb der 32 kristallo-
graphischen Punktgruppen verweisen wir auf Yale [l], S. 106 oder 
Burzlaff/Zimmermann [l], S. 58. 

Literatur: Miller [l], Yale [l]. 

5-3 Die sieben Kristallsysteme 

Dreidimensionale Gitter werden gemäss der grössten kristal-
lographischen Punktgruppe, die das 'Gitter invariant lässt, ein-
geteilt in die sogenannten Kristallsysteme. Wir wollen zeigen, dass es 
genau sieben solche Systeme gibt. 

Definition Sei P eine dreidimensionale Gittergruppe. Die grösste 
kristallographische Punktgruppe, die den Punkt P und die 
P - Bahn von P, d.h. das Gitter L = P'(P), invariant 
lässt, heisst H o l o e d r i e des Gitters bezüglich P. 

Die Holoedrie von P1 ist also die Gruppe aller Isometrien ĉ  , sodass 
(p) = p und tj. P * = P . Ist Q e- L ein anderer Gitterpunkt und 

f(P) = Q mit fe P1 , so gilt für die Holoedrie H1 von P bezüg-
lich Q r ° H ° r-1 = H' , d.h. H und W sind äquivalent. Also sind 
die Holoedrien einer Gittergruppe bezüglich verschiedener Punkte 
im wesentlichen gleich. 
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Tabelle 5.1 

Aequivalenzklassen kristallographischer Punktgruppen 

Unsere Bezeichnung 

C, 
c„ 

C< 
Vi 
D 3 

T>t 
T 
O 

Ctj 

T)j 
cs d3 

c<, r><4 
C4 T>t 
Ha Vc 
a>j i>< 
T O 

Schönflies 

C1 

Intern. Bezeichnung Kristallsystem 

c; 
C£ 
D, 

D' 

T 
0 

'4 

4 

34 
? h 

2d 
3h 
d 

1 
2 

3 
4 
6 
222 
32 
422 
622 
23 
432 

c< • n , I) C. i 1 
c t « U , 1} C2h 

X 

c3 • n , 1} 3i 3 
Cc, • fl, Ii C4h 

4 

C 6 o {1, I] C6h £ IV! 

Ii D 2 h 
1 1 1 

t>& • Ii D3d 3m 
6 U , I l D4h 1 2. i-Vyt wt 

T>c " l\ D6h JL 1- i. 

T » |L, Ii Th m3 = M IM -> 

O • |l, Ii °h m3m = ±5 w» 

m 
4 
6 
mm2 
3m 
4mm 
6mm 
42m 
6m2 
43m 

= 2 

triklin 
monoklin 
trigonal 
tetragonal 
hexagonal 
orthorhombi sch 
trigonal 
tetragonal 
hexagonal 
kubisch 
kubisch 
triklin (Hol.) 
monoklin (Hol.) 
trigonal 
tetragonal 
hexagonal 
orthorhombisch (Ho" 
trigonal (Hol.) 
tetragonal (Hol.) 
hexagonal (Hol.) 
kubisch 
kubisch (Hol.) 
monoklin 
tetragonal 
hexagonal 
orthorhombisch 
trigonal 
tetragonal 
hexagonal 
tetragonal 
hexagonal 
kubisch 
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Tabelle 5.2 
Isomorphieklassen kristallographischer Punktgruppen 

Aequivalenzklassen (vgl. Tabelle 5.1) Isomorphieklasse 
(Abstrakte Gruppe) 

C, 

ci 
C, 
Cc 

Ds 

D et 

Ordnung 

1 
2 

3 
4 
6 

4 
6 

3>f 12 

C 4• fl, I } 8 
I] 12 

Dx 15 8 
1} 16 
I] 24 

T 12 
O 24 
"T • \l, 1} 24 

C« 
Ct 
C3 
Cm 
C c 

^x 
X>3 

Dq 

2>, 

T 
O 

c4- U , 1] C. c, 

U , Ii 

I ] 

i] 
C 4 . { 1 , I ] 

1] 
ovii. 

I] 

O 48 
T ° \ 1 , I ] 
o • {1, ii 

c ac H 

Cj ^ 

C„ Sq 

T O 
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Definition Zwei Gittergruppen (oder Gitter) > sind im selben 
K r i s t a l l s y s t e m , wenn ihre Holoedrien l-l̂, 
äquivalente Gruppen sind, d.h. wenn , konjugierte 
Untergruppen von E in der Aehnlichkeitsgruppe S sind: 
tc e ° ̂  1 = für ein 5 & S . 

Die Einteilung von Gittergruppen und Gittern in Kristallsysteme bezieht 
sich nicht auf einzelne Gittergruppen bzw. Gitter, sondern auf ganze 
Aequivalenzklassen von Gittergruppen bzw. Gittern. Dasselbe gilt für 
die weiter unten (Abschnitt 5.5) durchgeführte feinere Einteilung der 
Gitter in die Bravais-Typen. 

Die möglichen Holoedrien müssen bereits in unserer Liste 
(Tabelle 5.1) enthalten sein. Die folgenden Sätze stellen die . 
Bedingungen auf, die es uns ermöglichen, die Holoedrien aus den 
32 Kristallklassen auszuwählen. 
Satz 5.3 Die Inversion I ist Element jeder Holoedrie. 
Beweis: Die Holoedrie eines Gitters L enthält alle Symmetrien des 
Gitters, insbesondere auch die Inversion I^Vach Satz 5.2 
I eine eine Symmetrie von L ist. 

Als Holoedrien kommen folglich nur die 11 ungleichsinnigen 
Kristallklassen in Betracht, die eine Inversion enthalten (vgl. 
Tabelle 5.1). Aber nicht alle solche Kristallklassen sind Holoedrien: 
Satz 5.4 Enthält eine Holoedrie H die zyklische Untergruppe Cn, 

mit n = 3? 4, 6, dann enthält sie auch die Gruppe IV . 
Beweis: Zunächst halten wir fest, dass der gleichsinnige Anteil der 
Gruppe Cw2>* gleich C* ist. Der Rest der Gruppe enthält nur ungleich-
sinnige Isometrien, aber keine Inversionen. enthält n Spiegel-
ebenen durch die Drehachse von C w .- Es genügt zu zeigen: Enthält 
die Holoedrie H eine Drehachse a der Ordnung n, so enthält sie aus-
serdem eine Spiegelebene durch a. 
Sei eine Drehung um a mit dem Drehwinkel 25f/n unl sei eine Ebene 
senkrecht zu a durch den Punkt 0£ L, den wir ai?Ursprung des Vektor-"z 
raumes V wählen (Figur 5.4). Ist y ein Gitterpunkt von L (bezüglich 
des Ursprungs 0), der nicht auf a liegt, dann ist (y) - y ein 
Gitterpunkt in £ , d.h. eine Translation der Gittergruppe, die 
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Figur 5-4 

parallel zu £ verläuft. Die Ebene £ enthält also nichtverschwinden-
de Translationen der Gittergruppe. Sei b^ ein nichtverschwindender 
Vektor minimaler Länge aus £ n L. Nach Satz 4.2 können wir b^ in ein 
System von Basisvektoren b^, b^, b^ von L einbetten und zwar so, dass 
b^ in liegt. Wir können sogar = setzen; denn wenn a « t n L 
ein im Innern des durch b^ und aufgespannten Parallelogramms 

liegender Vektor ist, dann ist 
mindestens einer der Gittervektoren 
<3 a. c§ (b-ĵ) + bx - a, 

1 a, 
kürzer als b-, ^ dies ist aber unmög-
lich (Figur 5.5). Also muss 

Figur 5.5 b2 = (b-ĵ) sein, 
b^ liegt sicher nicht in £ wir 

können b^ aber eindeutig zerlegen In die Form (Figur 5-7) 
b, = u + v , 3 

wobei u parallel zu a ist und v in t liegt. Man beachte: u und v 
sind i. allg. keine Gitterpunkte. Nun ist aber (b ) - b^ e £n L 
und <g (u) = u, also existieren ganze Zahlen n^, n^ so, dass 

3 v = n1b1 + n2 <5 (b^. 
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Multiplizieren wir die rechte Gleichung mit 3 und subtrahieren, so 
erhalten wir 

<$(v) + <5~d(v) - 2v = n2c§(^1) - n ^ - 1 ^ ) + - n^b^. 

(*) 2(cos(23i/n) - l)v = + n2)^2 + - n 2- 2^003(2 301) )£. 
Sei <0 die Spiegelung an einer Ebene, die a enthält und die senkrecht 
ist zu b, (Figur 5-7). Natürlich ist dann s (b-, ) = - b, und <s (u) = u. 
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Wir müssen zeigen: <5 (b2) und <s (b^) sind Gittervektoren! 
Dazu machen wir eine Fallunterscheidung: 
n = 3: Drehwinkel von ĉ  ist gleich 2jt/3 (Figur 5.8(l)). 

e(b2) = t^ + b2 e L. Mit cos(2ar/3) = -1/2 wird (*) zu 

? = - | (nx + n2)b2 - | (2nx - n ^ 

6 (v) = - | (nx + n2)(b2 + t^) + ^ (2^ - n2)b-L 

v - y + + 3 ^2nl ~ n 2 ^ 1 

v + ( ^ - n2)^1< 

n = 4: Drehwinkel von c*> ist gleich 25r/4 (Figur 5.8(2)). 
<s(b ) = b2 & L. Mit cos(2r/4) = 0 wird (*) zu 

v = - | (nx + n2)b2 - | (nx - n ^ 

^ (v) = v + (n1 - n2)b>1. 

n = 6: Drehwinkel von tg ist gleich 2J/6 (Figur 5.8(3)). 
s(b2) = b2 - b^ 6 L. Mit cos(25r/6) = 1/2 wird (*) zu 

v = - (n^ + n2-,1°2 + 

«(v) = - (nx + n2)(b2 - bx) - n ^ 

t + (nx - n . 

«(b2) 

Figur 5.29 
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In allen drei Fällen gilt also 
/ —* \ —̂  / \ <S (by = u + <o (v) 

= u + v + (n^ - n2)b1 = b^ + (n^ - n2)b^ e L. 
Eine zyklische Untergruppe der Ordnung n = 3, 4 oder 6 exis-

tiert bei allen Kristallklassen, die eine Inversion enthalten, ausser 
bei den Klassen I] , C^ll, I] und 3>2°}lL, i] . Zudem ent-
halten die Klassen C^il, ij , 0 ^ 1 , l] ,'Ct°{l, l]und T«{l, i} 
keine Untergruppen der Form C^O^. Als Holoedrien erhalten wir dann 
genau diejenigen sieben kristallographischen Punktgruppen, die in 
Tabelle 5.1 als solche bezeichnet sind. 

Die kristallographischen Punktgruppen werden in die sieben 
Kristallsysteme klassifiziert gemäss der k l e i n s t e n 
Holoedrie, welche diese Punktgruppe enthält (Tabelle 5.2 und 5.3). 

Zum Schluss dieses Abschnitts erwähnen wir noch die Untergruppen-
struktur der sieben Holoedrien (vgl. Yale [l], S. Iii): 

0°{1, 1} 3 U, I] 3 D^U, 1] o C%"{1, I] 3 C/U, iJ 
n n 

T V U , I] 3 1} 

Literatur: Miller [l], Yale [l]. 

Tabelle 5.2 
Kristallographische Punktgruppen geordnet nach Kristallsystemen 

Triklin C< CA l> U 
Monoklin Cj, Cy{ 1, ij C„ Ct 

Orthorhombi sch .{1, I] c, D. 
Trigonal I] 'II, Ii "D 
Tetragonal C* cji, Ii Cxc, I] c. 
Hexagonal c 6 I] c,ct 1} C4 A 
Kubisch T i3 o O •u, Ii 7 o 
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Tabelle 5-3 (nach Buerger [ 5 ] , S. 34, 35) 

The 32 erystallographie |)oint group» (Schoenflies symbols) 

C i y s t a l 

s y s t e m Q„ 
c„ i 

Q:i h L'nh 

T y p e 

D„ c;„„ 
IX,, 
D„h Dn„ 

T r i c l i n i c Q C , 

M o n o c l i n i c C-i Q C2h 

O r l h o r h o m b i c Ds c w D2i 

" T r i g o n a l ' ' ca Qu [Qu) D 3 C V , 

T e t r a g o n a l Ci Civ lh„ nih 

H e x a g o n a l Q& C:ll, 1\ Q;r Dm D,,k 

r rd Tk 
I s o m e t r i e 0 0,, 

The 32 erystallograpliio. point groups (International gyiuboU) 
T y p e 

C r y s t a l 

System 

C r y s t a l 

System n rl n 

in 
» 2 2 11 111 m h 2 in n 111 

2 2_ 

in in 

T r k l i n i e 1 1 

M o i i o c l i i i i c 2 2 = in 9 in 
0 •7 2 

O r t h o r h o m b k 1 2 2 2 2 in in 
m ?n m 

" T r i g o n a l " 3 3 g • = * ) 
3 2 3 in 

0 
3 — 

m 

T e t r a g o n a l 4 4 
4 

m 4 2 2 4 111 in 4 2m 4 
m 

2 2 

m m 

H e x a g o n a l 6 6 
6 

III (i 2 2 ti in in <1 2 111 Ii 
in 

2 2 

in in 

2 3 4 3 „1 0 

in 
3 

I s o m e t r i e 

4 3 2 
4 

111 

„ 0 
3 - -in 
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5.4 Die kristallographischen Punktgruppen der Ebene 

5.4.1 Kristallklassen und Kristallsysteme 

Die Einschränkung der Kristallographie lässt von den endlichen 
Gruppen C„, D n von Isometrien der Ebene (Abschnitt 3.4) die 10 
Gruppen C,< , Cx , C% , , Cc und "D, , T>% , D3 , D^ , übrig. 
Dies sind die 10 Kristallklassen oder kristallographischen Punktgruppen 
der Ebene. Die Holoedrien (Kristallsysteme) sind die grössten Gruppen, 
die einen Punkt P eines Gitters und das Gitter selbst invariant lassen. 
Die Inversion an P (Halbdrehung um P) ist eine Symmetrie jedes ebenen 
Gitters, folglich kommen nur Gruppen mit geradzahliger Multiplizität 
der Achsen in Betracht. Da C n eine Untergruppe von 3>y, ist, kommen 
als Holoedrien nur die Gruppen T>% , , ̂  in Frage. Es gibt in 
der Ebene also drei Kristallsysteme. 

5.4.2 Typen von ebenen Gittern oder Netzen 

Satz 5.5 Enthält die kristallographische Punktgruppe eine Spiegelung 
an einer Geraden (Holoedrie D a ), dann muss das Netz recht-
eckig oder rhombisch sein. 

Beweis: Ist a ein Gittervektor, der nicht in Richtung der Achse a 
der Spiegelung liegt und ist b sein Spiegelbild, so sind a + b und 
a - b Gittervektoren in der Richtung der Achse a und senkrecht dazu 

b^ 

Figur 5.9 

a - b 
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(Figur 5.9). In diesen "beiden Richtungen liegen also sicher gewisse 
Gittervektoren; seien b-, und b? die kleinsten, a + b und a - b müssen 
ganzzahlige Vielfache von b^ und b2 sein, sagen wir 

a + b = mbn 
a nb 

Daraus folgt 

2 bl 

2 ' 

n £ 
2 2 

? m c b = 2 bl 
n r 
2 2 

Man beachte im folgenden, dass a ein beliebiger Gittervektor ist. Es 
sind drei Fälle zu unterscheiden: 
1. m und n gerade 

-y 

Offenbar bilden b^ und b^ eine Basis des Gitters, denn im durch 
diese Vektoren aufgespannten Rechteck liegt kein weiterer Gitter-
punkt. Es kann auch keiner auf den Seiten liegen, sonst wären b-̂  
und b2 nicht die kleinsten Vektoren. Es ergibt sich das 
re. c h t e c k i g e Gitter (Figur 5.10). 

- f 

Figur 5.10 

2. m und n ungerade 
Mit m = 2x + 1 und n = 2y + 1 können wir schreiben: 

^ 1/^ \ a = xb-, + yb9 + — (b-, + b^) 
-> ]_-> b = xb-, - yb^ + 2^1 ~ ^2'' 

2 
1 1 Daraus lesen wir ab, dass auch 2^1 + ^2^ unc^ b2) Gitter-
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vektoren sind. Also liegt im durch 
die Vektoren b-̂ , b^ aufgespannten 
Rechteck ein Gitterpunkt. Offenbar 

2' \ * bildet das Paar (̂b-, + b„) und 
bi 

Figur 5.11 

- b^) eine Basis, denn das 
durch sie aufgespannte Rhombus 
enthält keine weiteren Gitterpunkte, 
weder im Inneren noch auf den Kanten 
(sonst wären b^ und b^ nicht die 

kleinsten Vektoren gewesen). Es ergibt sich das r h o m b i s c h e 
oder z e n t r i e r t r e c h t e c k i g e Gitter der Figur 5.11. 
3. m gerade und n ungerade 

-* -* 1 -V 
Ist m = 2x + 1 und n = 2y, so wird a = xb^ + yb2 + ^ e, also ist 
auch ^ e ein Gittervektor, was unmöglich ist. Dieser Fall (ebenso 
m ungerade und n gerade) muss ausgeschlossen bleiben. 

Satz 5.6 Enthält die kristallographische Punktgruppe eine Vierer-
drehung (Holoedrie D^ ), so muss das Netz quadratisch sein. 

Sei b-̂  ein kleinster Gittervektor 
• • • • • • • un(j ̂  ĝj-, durch Viertelsdrehung aus 

ihm hervorgehende. Dann kann es in —> -> 
dem durch b^ und b^ aufgespannten 
Quadrat keine weiteren Netzpunkte 

^ | B # geben, denn sonst wäre b-̂  nicht 
kleinster Gittervektor gewesen. 

* * * * Offenbar müssen b-̂  und b0 auf 
* « # ® Spiegelachsen liegen. Es ergibt sich 

das q u a d r a t i s c h e Gitter 
* * * * der Figur 5.12. 

Figur 5-12 

b 

Satz 5.7 Wenn die Gruppe eine Dreierdrehung enthält (Holoedrie D g ), 
so ist das Netz hexagonal. 

Sei b, wiederum ein kleinster Gittervektor und b^ gehe durch eine 
Drehung um 2r/3 daraus hervor. Das durch b^ und b2 aufgespannte Paral-
lelogramm kann keinen weiteren Netzpunkt enthalten, denn sonst wäre 
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• • • • • • • 

Figur 5-13 

b^ nicht kleinster Gittervektor. Im Falle der Holoedrie Pc ergibt 
sich also das hexagonale Gitter der Figur 5.13. 

In der Ebene erhalten wir also vier verschieden Typen von 
symmetrisehen Gittern: 

Holoedrie Gittertyp 
Rechteckiges Gitter 
Rhombisches Gitter 
(Zentriert rechteckiges Gitter) 
Quadratisches Gitter 
Hexagonales Gitter 

Literatur: Burckhardt [l]. 
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5.5 Die vierzehn Gittertypen nach Bravais 

Im Abschnitt 5-3 haben wir gezeigt, dass es höchstens sieben 
Kristallsysteme, d.h. Holoedrien von Gittergruppen oder Gittern gibt. 
Mit der expliziten Konstruktion von Gittern (oder Gittergruppen) sollen 
im folgenden zwei Tatsachen verifiziert werden: 

1. Die sieben kristallographischen Punktgruppen C,°IL, i] , 
Ca°ii, i] , Da» 11, i3 , V U , > 3V* 1' > i] 
und O 1, IJ s i n d Holoedrien, d.h. maximale kristallo-
graphische Punktgruppen eines Gitters. 

2. Es gibt genau 14 Typen von Gittern (oder Gittergruppen) in Sinne 
der folgenden Definition: 

Definition Zwei Gitter (oder Gittergruppen zur selben 
Holoedrie H gehören, sind vom gleichen T y p , wenn das 
eine aus dem anderen durch eine kontinuierliche Gitter-
deformation L^, 0 4t i 1 erhalten v/erden kann, und zwar so, 
dass während des Deformationsprozesses die Holoedrie H 
von L in der Holoedrie H^ von L^ enthalten ist: H cH^ , 

Zur Vermeidung allzu subtiler Ueberlegungen werden wir für die 
Gittertypen geeignete Basisvektoren konstruieren. Zunächst seien 
einige allgemeine Sätze vorausgeschickt, die das Auffinden der 

3 
Gitterbasen vereinfachen. Nach Auszeichnung eines Ursprungs von V 
werden wir Gitterpunkte (Gittertranslationen) durch Vektoren repräsen-
tieren. Wir halten uns im wesentlichen während der ganzen Ableitung 
der vierzehn Bravais-Typen von Gittern an Miller [l]. 

5-5.1 Einführung einer Basis 

Ausser C ^ l , i] enthalten alle sieben Holoedrien eine 2-, 4-
oder 6-zählige Drehachse a sowie eine Spiegelung <s£ an einer Ebene £ 
senkrecht zu a. Sei eine Drehung um den Winkel 2or/n, n = 2, 4, 6, 
um a. Wir suchen eine Basis für ein Gitter L, das und <o£ als 
Symmetrien besitzt. Es ist immer möglich Basisvektoren b^, b^, b 
für L so zu wählen, dass b-, und b9 in e liegen. Denn zunächst gilt 
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Figur 5.14 

Satz 5.8 Jede Symmetrieebene eines Gitters, die einen Gitterpunkt 0 
enthält, ist eine Netzebene des Gitters. 

Beweis: Sei z die Symmetrieebene, die durch den Punkt OeL geht. Wir 
wählen 0 als Ursprung. Sind a^, a2 zwei Gitterpunkte, die nicht in 
einer Ebene mit a liegen, so sind a-̂  + ^(e^) und a2 + Gt(a2) linear 
unabhängige Gittervektoren in i (Figur 5-14). Mit Satz 4.2 lassen sich 
daraus Basisvektoren b^, b2 von £ n L gewinnen. 

Wir schreiben nun b^ in der Form 
b3 u + v 

mit u parallel zu a und v e t (Figur 5.15). 
Man beachte, dass das Volumen [b^To^b^] gleich ist wie 

das Volumen [b^b^b^,] mit b̂ , = b^ + n^b^ + m^B^ und m-̂ , m2 in Z. 

Figur 5.15 
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Also sind auch b^, b^, b' Basisvektoren des Gitters L. Wir wollen 
— > 

diese Freiheit in der Wahl von b^ im folgenden benützen. 
Wegen ^(u) = u folgt 

) - t) = ( v ) - v = n ^ b ^ + n ^ b ^ e eh L 
Gesucht sind hier die Variationsmöglichkeiten von v, die die möglichen 
Vektoren b^ festlegen. Wir machen eine Fallunterscheidung: 
n = 2: <3(v) = - v 

Daraus wird mit b^ = u + v 
1 1 ^ b^ = u + 2 n-̂ b-̂  + ^ n^b^ 

Die Freiheit in der Wahl von b^ erlaubt uns, beliebige ganz--> -v 5 
zahlige Vielfache von b^ und b^ zu addieren. Je nachdem,ob die 
ganzen Zahlen n^, n^ gerade, oder ob eine gerade und die andere 
ungerade oder ob beide ungerade sind, erhalten wir die vier 
Möglichkeiten: 

1. bv = u 2. b., = u + tt b, 3 3 2 1 
-J>- 1 1 .f-* 3- b̂  = u + ^ t,

2
 b3 = u +

 2
 bl +1°2 

b-̂  und b2 wurden von uns nicht eindeutig festgelegt. Deshalb 
sind diese vier Fälle nicht alle verschieden. Insbesondere ver-

— > 

tauschen sich die Fälle 2. und 3- > wenn b-, mit b vertauscht 
wird. Ersetzen wir noch b2 durch b^ + so fällt 4. mit 3. zu-
sammen. Dasselbe Gitter kann nicht eine Einheitszelle der Form 
1. und eine Einheitszelle der Form 2., 3- oder 4. haben. 
Denn es gibt keine g a n z z a h l i g e lineare Substitution 
mit Determinante + 1, welche eine solche Basistransformation 
vermittelt. 

Für die Fälle n = 4 oder n = 6 verwenden wir die Ergebnisse aus dem 
Beweis von Satz 5.4. Man kann dabei b^ als den kürzesten Vektor in 
£ D L wählen; dann wird tL, = o> (b^). 
n = 4: b^ = u + - n^b^ - §(n2 + 

Nun sind ru + n, gleichzeitig gerade oder ungerade; also liefert c- i- ^ 
die Addition von ganzzahliegen Vielfachen von b-̂  und b2 die 
beiden Normalformen 

1. b-, = u 2. bv = u + t: b, + t; b 3 3 2 1 2 2 
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n = 6: b^ = u + rub, - (n, + n0)b0 3 Z 1 1 Z. c. 
Die Addition von (n^ + - ^ b ^ reduziert dies zu 

1. b^ = u 3 
Hier kann also b^ immer senkrecht zu b^ und = ^ (b-̂ ) ge-
wählt werden. 
Mit diesen Vorbereitungen gehen wir an die Konstruktion der 

möglichen Gittertypen für eine Holoedrie. Wir werden uns auf die 
hier vorgestellte Klassifizierung der möglichen Vektoren b^ dauernd 
berufen und verwenden diesselben Bezeichnungen. Zudem bezeichnen wir 
mit a, b, c die von den Kristallographen verwendeten erzeugenden 
Vektoren für ein angepasstes Koordinatensystem (vgl. Abschnitt 5.5.9). 

5.5.2 Die kubische Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: O ° l ] , ( V o l l e Symmetriegruppe 
eines Würfels). Es gibt 2-, 3- und 4-zählige Drehachsen. 
Sei a eine vierzählige Drehachse (n = 4) der Gruppe 0«{l, lj. 
Fall 1.: b^, b^, b^ paarweise senkrecht, lb̂ l = Ib^l, b^ parallel a. 
Nun hat Oo[l, i] vier gleich weit voneinander entfernte Drehachsen 
in der Ebene e , es liegt also mindestens eine dieser Achsen, nennen 

a 
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wir sie a^,zwischen b^ und b^ (Figur 5.16). a^ ist zweizählig oder vier-
zählig. Jedenfalls muss eine Drehung um a-, mit dem Winkel yc das durch 
b-̂ , b^ aufgespannte quadratische Gitter in sich überführen. Folglich 
ist a-̂  die Winkelhalbierende von b^ und b^. Eine 7r/2-Drehung um a^ 
führt b-̂  und b^ in Punkte über, die nicht zum Gitter gehören (da nach 

-V 
Voraussetzng b^, b^, b^ eine Einheitszelle aufspannen). Also kann a^ 
nur zweizählig sein und die vierzähligen Achsen verlaufen längs b^ 
und b^. Daraus folgt sofort Ib̂ i = Ib-J und damit sind alle Basis-
vektoren gleich lang. Die Einheitszelle ist also ein Würfel. O ° {l, I} 
ist sicher eine Symmetriegruppe des so erzeugten Gitters. Man nennt es 
das p r i m i t i v e oder e i n f a c h e k u b i s c h e Gitter. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: —;> — * — > a = b, b = b0 c = b,. ± d 5 
Fall 2. b^ senkrecht b^, 
Wir setzen b. 2u 2b-

Ib-J = lb2l,b5 
- (bx + b2) 

" + I + I b2 
% _ -

Wiederum liegt in c ein quadratisches Gitter, also muss die zwei- oder 
- > —> 

vierzählige Achse a^ auf einer Winkelhalbierenden von b^ und b^ liegen. 

Figur 5.29 
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a-̂  ist eine vierzählige Achse (Figur 5.17): 
b_ liegt offenbar in der Ebene aa-, . Folglich muss eine "3T/2-
Drehung b^ in b^ oder b^ überführen, d.h. alle Basisvektoren 
sind gleich lang. Damit wird = /2 . b^ und b^ liegen 
nun auf zweizähligen Achsen. Damit sind sowohl die Basis-
vektoren, sowie alle Achsen der Gruppe i]bestimmt. Es 
bleibt zu zeigen, dass ein Gitter mit dieser Basis tatsächlich 
die volle isometrische Symmetriegruppe O'Jl, l}hat. Dies ist 
an der konstruierten Einheitszelle nicht sofort einsichtig. 
Geeigneter dafür ist eine Zelle, deren drei erzeugende Vektoren 
auf den vierzähligen Achsen liegen. Dies erreichen wir mit den 

—V —> 
Vektoren b^ + b^, b^ - b^ und b^; sie spannen einen Würfel W 
auf. Aus Figur 5.17 liest man sofort ab, dass alle Seiten-
mittelpunkte dieses Würfels Gitterpunkte sind. Das dadurch 
entstehende Gitter wird deshalb f l ä c h e n z e n t r i e r -
t e s kubisches Gitter genannt. Der das Gitter erzeugende 
Würfel W besitzt die volle isometrische Symmetriegruppe P 
ist aber keine Einheitszelle, denn er hat ein viermal so grosses 
Volumen wie eine solche: 

\[b± + b^t^ - b2,2b3 - ( ^ + b2)]| 
= \[b± + b^^ - b2,2b3]| 
= 2|[b1,b1 - b2,2b3]| + 2j[b2,b1 - b2,b3]| 

= 2|[b1,^2,b3]| + 2|[bisb2,b3]| 

= ^ b ^ b ^ J l . 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b-̂  - b2 b = b-̂  + b2 c = b^. 
II. a^ ist eine zweizählige Achse (Figur 5.18). 

Die vierzähligen Achsen liegen längs b-̂  und b2< Wir betrachten 
•weder den Gitterpunkt b^ = 2b-, - (b-̂  + b2). Es gibt keinen 
Gitterpunkt zwischen dem Ursprung 0 und b,. Folglich geht bei 
einer Ji/2-Drehung längs b^ der Punkt b^ in +b2 oder -b^ über 
(Figur 5.18). Damit ist = lb2l = Ib̂ l und somit ist 
-> -v -»• 2b3 = b-̂  + b2 + b^ bestimmt. Wiederum macht die durch b^, b^, 
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b^ aufgespannte Einheitszelle die Symmetrie des Gitters nicht 
evident. Die Symmetrie lässt sich erst durch die Einführung 
einer anderen Zelle sichtbar machen. Und zwar betrachten wir 

-> -V —» 
dazu den durch b^, b^, b^ aufgespannten Würfel. Alle seine Ecken 
und sein Mittelpunkt sind Gitterpunkte und er erzeugt dasselbe 
Gitter wie die Basis b-̂ , b^, b^. Dieses Gitter nennt man deshalb 
i n n e n z e n t r i e r t e s kubisches Gitter. Wiederum —> -V 
ist der durch b-̂ , b^, b^ erzeugte Würfel keine Einheitszelle; 
er hat das doppelte Volumen einer solchen: 

[bi;b2,b4] = - (bx + t^)] = 2[b1,b2,b3]. 

Offenbar hat unser Würfel die volle isometrische Symmetrie-
gruppe O'jl, I] . 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b^ b = b2 c = b^. 
Es gibt daher drei wesentlich verschiedene Typen von kubischen Gittern: 
das primitive, flächenzentrierte und innenzentrierte kubische Gitter. 
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5.5.3 Die hexagonale Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: 2>C°{1, i] . 
Entsprechend zum Falle n = 6 im Abschnitt 5.5.1 können wir Basis-
vektoren b, , b0, b_, finden, sodass b-, senkrecht zu b, und b„, 1 2 3 3 l z 

(b̂ ,Td£) = 3r/3 und Ib-J = lb2l ; (b ( ist beliebig (Figur 5-19). 

Es ist klar, dass ein durch diese Basis erzeugtes Gitter, das 
p r i m i t i v e h e x a g o n a l e Gitter, die volle Symmetri 
gruppe D6°{1, ijhat. Es gibt also nur ein hexagonales Gitter, d.h 
nur ein Gitter mit der Holoedrie Dc°il, i] . 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b-, b = b„ c = b-, . 

5.5.4 Die tetragonale Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: D^-Il., 
Sei a die vierzählige Drehachse von °{l, i}. 

Fall 1. "tx̂, Td2' paarweise senkrecht, Ib-jJ = lb2l, b^ parallel 
Offenbar hat ein durch diese Basis erzeugtes Gitter die volle iso-
metrische Symmetriegruppe D ^ ^ l , 1} ; man nennt es das p r i m i 
t i v e t e t r a g o n a l e Gitter. Damit die Symmetriegruppe 
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0 ° {l, Ij nicht auftreten kann, muss ^ Ib-jJ sein (Figur 5.20). 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

—i -V a = b1 b = b2 c = b^. 
Fall 2. b-̂  senkrecht b2> | b-J = I b̂ l , b^ = u + b-ĵ  + i b2. 
Wir setzen b, := 2u = 2b - (b, + b ) (vgl. Figur 5.21). 
Zwischen b^ und 0 liegt kein Gitterpunkt. Die Vektoren b-L, b2> b^ 
sind paarweise orthogonal. D^fl, I] hat vier zweizählige Drehachsen ins 
wobei offenbar je eine längs ^ und liegt, und die übrigen beiden 
die Winkelhalbierenden von t^, b2 sind. Der durch b.̂ , b2> b^ auf-
gespannte Quader enthält b^ als Mittelpunkt. Alle anderen Gitterpunkte 
liegen auf den Ecken. Das durch diesen Quader erzeugte Gitter hat 
sicher t^U, I] als volle isometrische Symmetriegruppe. Aber • {l, i] 

I a 

Figur 5.29 
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ist nur dann die Holoedrie, wenn |b4l ± IbJ; sonst ist 1} 
die grösste kristallographische Punktgruppe, die das Gitter invariant 
lässt. Es gilt wieder: [ t3 ̂, &^, £ ̂ ] = > d.h. der Quader ist 
keine Einheitszelle. Man nennt das eben konstruierte Gitter das 
i n n e n z e n t r i e r t e tetragonale Gitter. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

-V _» - » a = b^ b = b^ c = b^. 
Das Kristallsystem mit der tetragonalen Holoedrie enthält also zwei 
Typen von Gittern, das primitive oder einfache Gitter und das innen-
zentrierte Gitter. 

5.5.5 Die trigonale Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: D^il, lj 
Sei a die dreizählige Achse von D <>}l, I] und sei £ wieder eine zu 
a senkrechte Ebene. Wir müssen nun für dreizählige Achsen diesselbe 
Analyse machen, wie für die 2-, 4- und 6-zähligen Achsen im Abschnitt 
5.5.1. Sei eine Drehung mit dem Winkel 23T/3 um a. Aus den Ueber-

Figur 5.29 
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legungen im Beweis von Satz 5.4 schliessen wir zusammen mit Satz 4.2, 
dass wir Basisvektoren b 
Länge hat in h. und b. 

1' :>2» "b̂  so wählen können, dass b-̂  minimale 
<5<V Es sei wieder b^ = u + v mit u 3 

parallel a und v<£ £ . Sei <f <= l] eine Drehung um den Winkel 
3T/3 um die Achse a, gefolgt von einer Spiegelung 6 £ an e . Natür-
lich ist 

H'(ü) = - u 
Weiter muss gelten: 

<f (£-,_) = b1 + 4- (b. - b-, 

+ b_, = (v) + v = n 3 + n2b2 e £ n L, 

wobei n-̂ , n2 ganze Zahlen sind. Wenden wir auf diese Gleichung 
an, so erhalten wir 

(n. n1)b1 + n2b2. v + H7 -
Die Addition der beiden Gleichungen liefert 

V(v) +Vi(v) + 2v (n^ + n2)b1 + (2n2 - n1)b2-
Nun ist (Figur 5.23) 
V ( v ) + ^ _ t ( v ) = V 

und damit 
b 

v 
3 

1 u + 3 'nl + n2)bl + 3(2n2 nl)*>2 
Wiederum dürfen wir beliebige ganz-
zahlige VMfache von b-̂  und b2 addie-
ren. Es gibt zwei Fälle: 

Figur 5.23 

1. n^ und n2 sind durch 3 teilbar: 
= u 5 

2. Mindestens ein n. ist nicht durch 3 teilbar (i l 1, 2) 
£ 1 tZ b^ = u + — n, (b-, 5 5 1 1 

-+ . i -> . 
b2; + - n^b-^ + 2b . 

Durch Addition von -n^b^ geht dies über in 
-> 1/ * \ b^ = u + - 2n2J(b1 - b2). 
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Nach Voraussetzung ist 
(n^ - 2n^) = + 1 (mod 3). 

Man kann also immer erreichen, dass 
-> 1 / ^ » b-, = u + —(bn - b„) 3 — 3 1 2 

Da die Orientierung von b^ und b2 willkürlich ist, sind die beiden 
Vorzeichen äquivalent. 

Wir gehen zur Konstruktion der Gitter über: 
—V —* —• —> 

Fall 1. Wählen wir b^, b^ + b^ und b^ = u als erzeugende Vektoren 
der Einheitszelle, so ist sofort klar, dass das Gitter die volle 
isometrische Symmetriegruppe "D^il, ijhat. Dies darf aber nicht sein, 
also ist ^ / u. und Fall 1. scheidet aus. 
Fall 2. Offenbar gibt es zwischen 3u = 3b^ + b1 — h^ und dem Ursprung 0 
keine weiteren Gitterpunkte. D3°{_L, l] hat drei gleichmässig verteilte 
zweizählige Achsen in E . Mindestens eine davon muss also zwischen b-̂  
und b2 liegen. Sie muss sogar Winkelhalbierende dieser beiden Richtungen 

—> 

sein, denn sonst würden b^ und b^ nicht auf Gittervektoren abgebildet 
werden. Die beiden übrigen Achsen liegen folglich entlang b^ und und 
die drei senkrechten Spiegelebenen halbieren die Winkel zweier aneinander-
liegender zweizähliger Achsen. Ein durch die Basisvektoren b^, b^, b^ 
erzeugtes Gitter, das sogenannte p r i m i t i v e t r i g o n a l e 
Gitter, hat tatsächlich E>3°{l, ij als volle isometrische Symmetrie-
gruppe (Figur 5.22). 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

—> —V a = b^ b = -b^ c = 3u. 

5.5.6 Die orthorhombische Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: £>2°{l, 1} 
Sei a eine zweizählige Symmetrieachse von D2°{l, ij . Wegen Satz 4.2 
können wir minimale Basisvektoren b^, b2 in einer Ebene £ senkrecht 
zu a konstruieren. Gemäss Abschnitt 5.5.1 haben wir zwei Fälle zu 
unterscheiden: 
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a 

Fall 1. t>3 ist parallel zu a. 
Wir erinnern daran, dass "D^il, i] zwei senkrecht aufeinander stehen-
de zweizählige Achsen a^, a^ in der Ebene £ hat, sowie zwei Spiegel-
ebenen, die die Winkelhalbierenden Ebenen von a^, a^ sind und durch 
a gehen. Die möglichen ebenen Gitter mit den obigen Symmetrien sind 
nach Satz 5.5 das ebene rechtwinklige Gitter (Figur 5.10) und das 
ebene rhombische oder zentriert rechtwinklige Gitter (Figur 5.11). Im 
ersten Fall entsteht das p r i m i t i v e o r t h o r h o m b i -
s c h e Gitter (Figur 5.24) und im zweiten Fall das b a s i s -
z e n t r i e r t e orthorhombische Gitter (Figur 5.25). Die basis-
zentrierte Zelle des letzteren ist zweimal so gross wie die Einheits-
zelle. Man beachte, dass D2c{l, ij nur dann die volle isometrische 
Symmetriegruppe des primitiven orthorhombischen Gitters ist, wenn 

Figur 5.29 
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b-̂ , b^ und b^ alle verschiedene Länge haben. Der Zwischenwinkel von 
b^ und b2 im Falle des basiszentrierten orthorhombischen Gitters darf 
nicht T/2 oder ir/3 sein, sonst ist D^0!1-» ^ nicht die volle iso-
metrische Symmetriegruppe. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

b-, b = b, b_ 

Fall 2. b 3 

J1 "2 ~ 3' 
ist nicht parallel zu a. 

Wir haben drei äquivalente Möglichkeiten zur Wahl von b^ (vgl. Abschnitt 
5.5.1). Wir setzen 

-». 1 -+ 1 -+• b̂  = u + 2 ̂  + 2 
Als ebene Gitter kommen wieder nur die zwei schon oben erwähnten Typen 
in Frage: 
I. In £• liegt ein rechtwinkliges Gitter (Figur 5.26). 

Die Vektoren b^, b2 und 2u = 2b^ - (b-, + bQ) sind paarweise senk-1 " 2 
recht aufeinaüer stehende Gittervektoren, die einen Quader auf-

spannen. Er enthält, ausser den Eckpunkten, nur noch den Mittelpunkt 
als Gitterpunkt. Das Gitter heisst deshalb das i n n e n -
z e n t r i e r t e orthorhombi sehe Gitter. Damit £>a°flL, l} die 
volle isometrische Symmetriegruppe dieses Gitters ist, muss |b-J ^ Ib̂ l 
sein, sonst wäre ijdie volle Symmetriegruppe. Das Volumen des 
das Gitter erzeugenden innenzentrierten Quaders ist zweimal so gross 
wie die Einheitszelle. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b 1 b = b, c = 2u. 

Figur 5.29 
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a 

Figur 5.27 

II. In £ liegt ein rhombisches Gitter (Figur 5-27). 
Die Vektoren "b, + b„, bn - b0 und 2u = 2b^ - (bn + 'S"«) stehen 1 2 1 2 5 1 2 
paarweise senkrecht aufeinander und erzeugen wieder einen Quader. 

Er hat das vierfache Volumen der Einhatszelle. Dieser Quader enthält 
offenbar Gitterpunkte in allen sinen Flächenmitten und Ecken. Deshalb 
heisst das durch ihn erzeugte Gitter das f l ä c h e n z e n t r i e r -
t e orthorhombische Gitter. D 2°{l, i] ist nur dann die volle iso-
metrische Symmetriegruppe dieses Gitters, wenn b^ und b^ kein Quadrat 
aufspannen. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b^ b = b^ c = 2u. 
Das Kristallsystem mit der Holoedrie D °JlL, 1$ enthält also vier ver-
schiedene Typen von Gittern, das primitive, das basiszentrierte, das 
innenzentrierte und das flächenzentrierte orthorhombische Gitter. 

5.5.7 Die monokline Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: C^-fl, IJ. 
Sei a die zweizählige Symmetrieachse von Ca°{l, ij . Die Basisvektoren 
b^ und b^ können so gewählt werden, dass beide In einer Ebene £ senk-
recht zu a liegen und minimale Länge haben (Satz 4.2), 
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Figur 5.28 

Fall i. b^ ist parallel zu a (Figur 5.28). 
b^ ist also senkrecht zu b^ und b^ und erzeugt mit diesen zusammen die 
Einheitszelle des p r i m i t i v e n m o n o k l i n e n Gitters. 
C2°{lL, Ij ist natürlich nur dann eine Holoedrie dieses Gitters, wenn 
die Einheitszelle nicht mit der Einheitszelle des primitiven ortho-
rhombischen, tetragonalen, trigonalen, hexagonalen oder kubischen 
Gitters zusmmenfällt. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

-> —V —» a = b-, b = b„ c = b-,. 

Figur 5.29 
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basiszentriertes monoklines Gitter. Ausser den Eckpunkten enthält diese 
Zelle noch b^ und b^ + b^ als Mittelpunkte zweier gegenüberliegender 
Flächen als Gitterpunkte. C2"{l, l] ist nur dann eine Holoedrie 
dieses Gitters, des sogenannten b a s i s z e n t r i e r t e n 
monoklinen Gitters, wenn b-̂  nicht auf senkrecht steht. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: 

a = b, b = b„ c = 2u. 
-• ^ 1 1 

Wählen wir dagegen ^ = u + 2 + 2 so eIrtsteht eine innenzentrier-
te Zelle (Figur 5.30). 

5.5.8 Die trikline Holoedrie 

Kristallographische Punktgruppe: C _,»{!> I]« 
Da jedes Gitter die Gruppe i} = |l, I] als Symmetriegruppe be-
sitzt, ist I] die Holoedrie aller jener Gitter, die nicht einer 
der oben erwähnten 13 Typen angehören. Wir können eindeutig drei 
Basisvektoren b-̂ , b angeben, die alle minimale Länge haben 
(Figur 5.31). Diese erzeugen eine Einheitszelle des p r i m i t i v e n 
t r i k l i n e n Gitters. 
Erzeugende Vektoren des kristallographischen Koordinatensystems: —> -V —>• —» —V a = bn b = b„ c = b... 
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5.5.9 Zusammenfassung 
Kr astallographische Koordinatensysteme 

Mit der expliziten Konstruktion der Bravais-Gitter-Typen 
in den obigen Abschnitten haben wir einerseits gezeigt, dass die 
sieben Kristallsysteme tatsächlich Holoedrien gewisser Gitter sind, 
und andererseits festgestellt, dass es genau vierzehn Typen von 
symmetrischen Gittern, eben die vierzehn Bravais-Gitter-Typen, gibt. 

Jede Gruppe in einer der 32 im Abschnitt 5.2 aufgestellten 
Klassen von Gruppen (Kristallklassen), sind tatsächlich kristallo-
graphische Punktgruppen. Beweis: Ist G eine Gruppe in einer der 32 
Klassen, dann ist G Untergruppe mindestens einer der sieben Holoedrie-
Klassen. Ist L das primitive Gitter dieser Holoedrie, dann lässt G 
sicher das Gitter L invariant, ist also eine kristallographische 
Punktgruppe. 

In Tabelle 5.5 haben wir die vierzehn Typen von Bravais-Gittern 
mit ihren notwendigen Bestimmungsstücken und der Anzahl der freien 
Parameter zusammengestellt. Die am Anfang des Abschnitts 5.5 gegebene 
Definition des Gittertyps mit Hilfe eines Deformationsprozesses 
kann nun etwas anschaulicher gefasst werden. Unter einer kontinuier-
lichen Gitterdeformation verstehen wir die kontinuierliche Aenderung 
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eines oder mehrerer Bestimmungsstücke (vgl. Tabelle 5-5) des Gitters. 
Dabei kann die Symmetrie nie abnehmen, wie das auch in der Definition 
gefordert wurde. 

Zur bequemen Beschreibung von Kristallstrukuren verwenden die 
Kristallographen für jede Holoedrie ein eigenes Koordinatensystem. 
Dieses wird charakterisiert durch die erzeugenden Vektoren a, b, c 
und deren Zwischenwinkel ^ = ^ (b,c), ß = (a,c), Y = (a,b). 
Wir haben jeweils bei der Konstruktion der Bravais-Gitter-Typen die 
erzeugenden Vektoren des Koordinatensystems kurz angedeutet. Tabelle 
5.6 fasst die Ergebnisse zusammen und Tabelle 5.7 zeigt die ent-

-y —̂  —y 

sprechenden Zellen, die durch die Vektoren a, b, c aufgespannt werden, 
samt den darin vorkommenden Gitterpunkten. 

Für späteren Gebrauch (Abschnitt 6.3) notieren wir noch zwei 
Sätze, die sich als unmittelbare Folge aus den Ueberlegungen 
im Zusammenhange mit der Ableitung der vierzehn Typen von symmetri-
schen Gittern ergeben. 
Satz 5.9 Jede Symmetrieachse eines Gitters durch einen Gitterpunkt 0 

ist eine Punktreihe des Gitters. 
Jedes Gitter besitzt als volle isometrische Symmetriegruppe die Holo-
edrie des entsprechenden Kristallsystems. Betrachten wir die geome-
trische Anordnung der Symmetrieelemente in einer Holoedrie, so folgt 
unmittelbar der 
Satz 5-10 Besitzt ein Gitter eine Symmetrieachse von gerader Ordnung 

(n = 2, 4, 6), so besitzt es auch eine Symmetrieebene senk-
recht zu dieser Achse, und umgekehrt. 

Einen direkten Beweis dieser Sätze aus den allgemeinen Eigenschaften 
von symmetrischen Gittern, zusammen mit vieLen v/eiteren schönen Sätzen, 
findet man in Bravais [l]. 
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Kristallsystem 

Triklin 

Monoklin 

Orthorhombisch 

Tetragonal 

Trigonal 
Hexagonal 
Kubisch 

Tabelle 5-5 
Die vierzehn Bravais-Gitter-Typen 
Notwendige Gitter-Typ 
Bestimmungsstücke 

, \t2\ , Ib3l 
alle drei Zwischenw. Primitiv 

Anzahl der 
Parameter 

IbJ , |b2l , |b | 

ß, b. Iß 4' 
¥ (BlfB2) 

Primitiv 
Primitiv 

Basiszentriert 
Primitiv 1^1 , ib2| , 1^1 

IĤ I , |b2l , (b^,b2) Basiszentriert 
1^1 , |H2| , |u| 
l^+^l , IS -b2| 

1^1 , is3I 

IS r u 
Ib̂ l , |b3l 
ity 
i ^ i 
lb1+b2l 

Innenzentriert 
|u| Flächenzentriert 

Primitiv 
Innenzentriert 
Primitiv 
Primitiv 
Primitiv 
Innenzentriert 
Flächenzentriert 

4 

4 

3 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
2 

1 
1 
1 

Tabelle 5.6 
Erzeugende Vektoren der kristallographischen Koordinatensysteme 
Kristallsystem Holoedrie Länge der erzeu-

genden Vektoren 
Triklin a, b, c versch. 
Monoklin Cz' >u, ii a, b, c versch. 
Orthorhombi sch Da' i) a, b, c versch. 
Tetragonal I V i] a = b c 
Trigonal D3< »u. ii a = b c 
Hexagonal I V ii a = b + c 
Kubisch O < ii a = b = c 

Zwischenwinkel 

2 
°< , fi , / versch. 
= d = ß + r 

js — T = 2" 
- = ß = t = f 

= °< = ß ± t = 

d = ß = 

wie trigonal 
= ß = r IL 2• 
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Tabelle 5.7 
Die Koordinatenzellen der vierzehn Bravais-Gitter 

Triklin 

Monoklin 'ti 
—J 

V-: 

Orthorhombisch 

Tetragonal 

Trigonal 

Hexagonal 

Kubisch 
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6 Geometrie der Gitter 

Wir studieren die geometrischen Eigenschaften von Punktgittern 
im Räume. Wie wir wissen, gibt es zu jedem Gitter L eine Basis b^, h^, 
b^, deren Vektoren eine Einheitszelle aufspannen: [b-pb^,^] = !• 
Ein beliebiger Punkt X des Gitters L kann dann - sofern ein Ursprung 0 
festgelegt wurde - in der Form (die Exponenten bezeichnen hier Indi-
zes) -*-* 1-* 2-* i x = OX = x bn + x b„ + x b_, mit x e Z 
dargestellt werden und umgekehrt gehört jeder Punkt mit dieser Dar-
stellung zu L. Wir bemerken noch, dass natürlich jeder Punkt des Gitters 
als Ursprung gewählt werden kann. 

6.1 Rationale Ebenen (Affine Geometrie der Gitter) 

Wir gehen aus von einem Parallelkoordinatensystem, dessen 
Ursprung 0 wir das Zahlentripel (0,0,0) zuordnen. Die Einheitsvektoren 
des Koordinatensystems seien gegeben durch die Basisvektoren b^, b , 
b^ eines Gitters L. Ein Punkt X mit 3 

^tr 2.r» 3c* • i .T? x = OX = x b, + x b„ + x b, mit x e £ 1 2 3 
1 2 3 

erhält dann die Koordinaten (x ,x ,x ), die gleichzeitig die Komponenten 
des Ortsvektors x = OX von X darstellen. 

Die Verbindungsgerade je zweier Gitterpunkte enthält unendlich 
viele Gitterpunkte; sie bilden ein eindimensionales Teilgitter (Punkt-
reihe) des dreidimensionalen Gitters L. Denn die Gerade durch (0,0,0) 1 2 3 1 2 3 und (x ,x , x ) enthält alle Punkte mit (nx ,nx ,nx ), wobei n ganz-1 2 3 zahlig. Ist d der grösste gemeinsame Teiler von x , x , x , so liegt 

1 2 3 der Gitterpunkt (x /d, x /d, x /d) ebenfalls auf obiger Geraden und der 
entsprechende Vektor erzeugt die Translationsgruppe des eindimensionalen 

1 2 3 Gitters. Man nennt einen Gitterpunkt ( x , x , x ) s i c h t b a r (vom 
1 2 3 Ursprung 0 aus), wenn x , x , x teilerfremd sind. 
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Drei beliebige nichtkollineare Punkte aus L bestimmen eine 
Ebene, die ein zweidimensionales Teilgitter enthält. Denn aus drei 
Gitterpunkten können zwei Vektoren u und v mit ganzzahligen Kompo-
nenten gebildet werden: 

1-+ u = u b, + u b„ + u b-, 1 2 3 -» 1-* v = v b, + v b„ + v b,. 1 2 3 
Sind r und s ebenfalls ganzzahlig, so ist jeder Vektor der Form 
ru + sv ebenfalls ein Vektor des Gitters. Eine Parallelebene durch 
einen belS)igen Gitterpunkt enthält ein kongruentes Teilgitter. Dies 
ist unmittelbar klar aus den Eigenschaften des Gitters und der Gitter-
gruppe. Wir können uns also alle Gitterpunkte auf eine unendliche 
Folge paralleler Ebenen, den sogenannten r a t i o n a l e n 
E b e n e n , verteilt denken. 

Als Verbindungsebene dreier Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 
kann eine rationale Ebene auch durch eine Gleichung der Form 

Ax1 + Bx2 + Cx3 = D mit A, B, C, De L 
repräsentiert werden. Sie schneidet die Koordinatenachsen in den Ab-
schnitten D/A, D/B, D/C, woraus die Bezeichnung "rationale Ebene" 
entsprungen ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir anneh-
men, dass der grösste gemeinsame Teiler von A, B und C gleich 1 ist. 
Denn wäre er gleich d, so müsste auch D durch d teilbar sein, und somit 
wären beide Seiten der Geradengleichung durch d teilbar. 

Es gilt sogar die Umkehrung: Jede Gleichung der Form 
Ax1 + Bx2 + Cx3 = N mit A, B, C, NeZ (l) 

mit A, B, C teilerfremd, stellt eine Ebene dar, die ein zweidimensio-
nales Teilgitter enthält. 
Beweis: Wir zeigen zunächst die Existenz einer ganzzahligen Lösung von 
(1); daraus lässt sich dann eine lineare Parameterdarstellung aller 
Lösungen ableiten. Der grösste gemeinsame Teiler von A, B, C sei 1. 

2 3 
Ist A = 1, so können wir x und x beliebige ganzzahlige Werte erteilen 
und (l) nach x"̂  auflösen. Für diesen Fall ist nichts mehr zu beweisen. 
Sei jetzt A>1; wir betrachten die Menge 

J = \ Ax1 + Bx2 + Cx3 ; x1, x2, x3e Z } . 
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Wegen JZ, = ZJ c J ist J ein Ideal in Z. J ist In Z auch Haupt-
ideal (wie übrigens jedes Ideal in Z), d.h. J besteht aus den Viel-
fachen eines einzigen Elementes. Denn sei d das kleinste positive 
Element in J und N ein beliebiges weiteres Element aus J. Dann gibt 
es ganze Zahlen q, r so, dass N = qd + r mit red. Nun enthält J zu 
zwei Elementen offenbar auch immer deren Differenz, also ist 
N - qd = re J. Wegen r d steht dies im Widerspruch zu unserer 
Annahme; es muss also r = 0 und N = qd sein. Somit ist jedes Element 
der Menge J ein Vielfaches von d. Da A, B, C auch in J liegen, muss d, 
als gemeinsamer Teiler, gleich 1 sein. Damit ist J = Z und (l) hat für 
jedes NeZ mindestens eine Lösung in Z. 
Wir kommen zur linearen Parameterdasteilung aller Lösungen von (l). 
Obwohl eine Verallgemeinerung unserer Ueberlegungen auf n Dimensionen 
unproblematisch ist, wollen wir uns der Anschaulichkeit halber auf drei 

i 1 2 3 i 1 2 3 Dimensionen beschränken. Sind u := (u , u , u ) und v (v , v , v ) 
Lösungen von (l), so ist die Differenz u1 - v1 eine Lösung der homogenen 
Gleichung. Umgekehrt liefert die Addition einer beliebigen Lösung der 
homogenen Gleichung zu einer Lösung u1 von (l) eine neue Lösung der 
inhomogenen Gleichung (l). Folglich ergeben sich aus einer vollstän-
digen Erfassung aller Lösungen der homogenen Gleichung 

Ax1 + Bx2 + Cx3 = 0 (2) 
sämtliche Lösungen der inhomogenen Gleichung. Nun ist die inhomogene 
Gleichung 

1 2 3 Ax + Bx = - Cx 
nur lösbar, falls (A,B) / Cx3. Mit (A,B,C) = 1 folgt (A,B) / C und 

3 3 1 1 (A,B) / x , d.h. x = (A,B)t für ein t e Z. Analog lässt sich herleiten 
2 2 2 dass x =(A,C)t für ein t e Z gelten muss. Damit wird 
Ax1 + (A,C)Bt2 + (A,B)Ct1 - 0. 

Gesucht ist noch eine Parameterdarstellung von Sind A, B, C teiler-
fremd, d.h. (A,B) = x, (B,C) = y und (A,C) = z mit x, y, z £ Z alle 
verschieden, so gilt die Darstellung 

A = zx B = xy A = xz 
B = yx C = zy C = yz. 
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Daraus folgt nun sofort 
(A,C)B = A(C,B) und (A,B)C=A(B,C) 

1 1 2 Setzen wir dementsprechend x = - (B,C)(t + t ), so ist durch 

x1 = - (B,C)(t1 + t2) 
x 2 = (A,C) t2 

x3 = (A,B) t1 

eine lineare Parameterdarstellung aller Lösungen von (2) gegeben. 
Denn ist x^ eine Lösung von (2), d.h. Ax + Bx + Cx3 = 0, so folgt 
aus obiger Konstruktion sofort die behauptete Form der Lösung. Um-

1 2 3 
gekehrt ist jedes Tripel (x ,x ,x ) der obigen Form sicher eine 
Lösung von (2).- Die lineare Parameterdarstellung aller Lösungen von 
(l) erhält also die Gestalt 

x1 = u1 - (B,C)(t1 + t2) p p p 
x = u + (A,C) t 
x 3 = u3 + (A,B) t1, 
1 2 3 wobei (u ,u ,u ) eine beliebig vorgegebene Lösung von (l) ist. 

1 2 3 
Eine vektorielle Parameterdarstellung der Ebene Ax + Bx + Cx = 0 
ist z.B. gegeben durch 

/ X u f-(B,C)) f- (B, C)' 
2 

X = 
2 u + 0 t1

 + (A, C) 
U3, lu'l (A,B)J 0 

woraus man sofort sieht, dass durch (l) ein Netz mit der Basis 

/-(B,C)| f-(B,C)\ 
0 > (A,C) 

, (A,B)j o 
definiert wird. Damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 

Zu jedem Tripel ganzer Zahlen A, B, C mit (A,B,C) = 1 gibt es 
1 2 3 

eine Folge paralleler Ebenen Ax + Bx + Cx = N, wobei zu jedem N genau 
eine Ebene gehört. Diese haben alle denselben Abstand untereinander. 
Da jeder Gitterpunkt in einer dieser Ebenen liegt, enthält der Raum 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ebenen keinen solchen. Die Ebene, 
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die zu N = 0 gehört, geht durch den Ursprung. Die beiden ihr benach-
barten Ebenen, für die N = + 1 ist, heissen die e r s t e n r a t i o -
n a l e n E b e n e n (dieser Ebenenschar). Wir werden ihnen im Ab-
schnitt 6.2 wieder begegnen. 

Die Kristallographen charakterisieren die an Kristallen auftre-
tenden Ebenen durch die sogenannten (Miller'sehen) I n d i z e s . Das 
sind genau die Zahlen A, B, C. Eine Parallelebenenschar ist dann ein-
deutig charakterisiert durch das Tripel (ABC) wofür die Kristallographen 
meist die Bezeichnung (hk/) verwenden. Schreiben wir die Ebenengleichung 

hx^ + kx^ + /x^ = 1 
in der Achsenabschnittsform 

1 2 3 X X X 
1 + 1 + 1 
h k 7 

so sehen wir, dass die erste rationale Ebene die Achsen in den Punkten 
l/h, l/k und l// schneidet. 

Die Indizes einer Ebene transformieren sich gleich wie 
die Basisvektoren (kontragrediente Transformation). D.h. wenn 

3 
b! = L a. .b i = 1, 2, 3 
x j—1 

die Transformation einer Basis b^, b^, b^ in die Basis b^, b^, b^ 
ist, so gilt für das neue Tripel (h',k',/') 

h' = a^h + a12k + a-^/, k' = ..., / = ... 

Wir bemerken noch, dass es unendlich viele verschiedene Parallelscharen 
von rationalen Ebenen gibt, denn bereits die Tripel (j,j + l,j + 2) 
mit je Z legen eine unendliche Menge davon fest. 

Literatur: Coxeter [2], Rieger [l]. 
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6.2 Reziproke Gitter : Formale Definition 

Die Theorie des reziproken Gitters lässt sich präzis und 
übersichtlich mit Hilfe der Schreibweise von Ricci-Curbastro for-
mulieren (Coxeter [2]). Wir gehen nun zur euklidischen Geometrie über: 

Die Basis des direkten Gitters sei gegeben durch b, , b , b . 
-»•1 •+2 Die d u a l e B a s i s b , b , b ist definiert durch die Glei-

chungen 
bJ b. = 6 1 . J J 

Damit ist z.B. b auf der Ebene b?b„ senkrecht und seine Länge ist derar" 
dass b • b^ = 1. Deswgen gilt auch 

b1 = j(b2x b3) 
-•2 i b = y ->•3 1 -v . 

wobei wegen bJ 

J = [b1?b2,b3] 

wird. Da die b^, b^, b^ eine Basis bilden, ist J t 0 und folglich wird 
mit 

[ b ^ b 3 ] ^ ^ ] 
b • — > 

bl b1- - > 

b2 b1- -y b3 
b • -> bl b2- b2 b2- S3 
b • b3- b2 b3- S3 

6 = l 

[ b 1 ^ 3 ] = i L j ) J j 
Deshalb sind auch die dualen Basisvektoren linear unabhängig. 

Man bezeichnet die Basis b, , b„, b~, zusammen mit der dualen 
-+1 ->2 

Basis b. , b , b auch als r e z i p r o k e V e k t o r t r i p e l . 
Jeder Vektor x = (x^x^x^) bzw. x = (x^",x2,x3) kann als , i , 1 ,2 ,3 x.b ;= x, b + x„b + x-,b i 1 2 3 

bzw. als 
1-, 2, 3-K x b. x b, + x b„ + x b_. l 1 2 3 

geschrieben werden. Dabei sind die kovarianten Komponenten x^ und die 
kontravarianten Komponenten x1 einfach die innerer Produkte 

x. i x • b-, = x . bJ 

denn 
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-V . -+i . -»• r i x • b. = (x.b)-b. = x.o°. - x. 1 j l j l l 
x • b = (xub . ) • b = xü <3 . = x , 

3 J 
Also ist 

x = (x • b. )b = (x • b )b. 
Bevor wir das reziproke Gitter definieren, betrachten wir noch 

eine geometrische Eigenschaft der hier vorgestellten kovarianten und 
kontravarianten Koordinaten. Seien u und v Ortsvektoren von Punkten 

1 2 3 
mit den kontravarianten Koordinaten (u ,u ,u ) bzw. den kovarianten 
Koordinaten * festes u und variables v definieren die 
beiden Gleichungen — — V u • v = 0 und u • v = 1 
eine Ebene durch den Ursprung senkrecht zu u, bzw. eine Parallelebene, 
deren Abstand vom Ursprung (als Projektion von v auf den Einheitsvektor 
u /|ul ) 

U 1 v = 
IUJ IUI 

/ 1 2 3 n beträgt. Dabei geht die Ebene u • v = 1 offenbar durch den zu (u ,u ,u ) 
bezüglich der Einheitskugel v • v = 1 inversen Punkt, ist also die 

1 2 3 Polarebene von (u ,u ,u ). 

Nach diesen Vorbereitungen lässt sich das reziproke Gitter 
wie folgt definieren: 
Definition Besteht ein (direktes ) Gitter aus den Punkten, deren 

kontravariante Koordinaten ganzzahlig sind, dann besteht 
den-

das r e z i p r o k e G i t t e r aus Punkten mit 
kovarianten ganzzahligen Koordinaten. 

Die Ortsvektoren u und v mit den kontravarianten bzw. kovarianten 
1 2 3 Komponenten (u ,u ,u ) bzw. lauten dann 

u = u b . v = v . b , l i 
i , j wobei u und v. ganze Zahlen sind und b • b. = o . ist. Eine Gleichung 0 J 

der Form 
X 2 u • v = 1 oder u v, + u v„ + u v, = 1 (3) 1 2 3 



- 111 -

1 2 3 bedingt, dass sowohl u , u , u wie auch v-, , vp, zueinander teiler-
1 2 3 

fremd sind. Für jeden sichtbaren (festen) Punkt (u ,u ,u ) des direkten 
Gitters stellt die Gleichung (3) mit den Variabein v2, v^ eine 
erste rationale Ebene des reziproken Gitters dar. Diese Ebene ist senk-
recht zu u und hat vom Ursprung den Abstand l/|ul . Aus unserem 
Formalismus geht ohne weiteres hervor, dass der Unterschied zwischen 
kovariant und kontravariant willkürlich ist, die Beziehung zwischen dem 
direkten und reziproken Gitter ist also symmetrisch: 
Satz 6.1 Die ersten rationalen Ebenen des einen Gitters sind die 

Polarebenen (bezüglich der Einheitskugel) der sichtbaren 
Punkte des anderen Gitters. 

Satz 6.2 Das reziproke Gitter eines reziproken Gitters ist das 
ursprüngliche (direkte) Gitter. 

Satz 6.2 ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 6.1. Er lässt sich 
natürlich auch formal mit Hilfe unseres Kalküls ableiten, was wir aber 
übergehen wollen. 

Wie konstruiert man nun konkret das reziprokes Gitter zu 
einem gegebenenGitter ? Wir gehen aus von einem Gitter L und betrachten 

1 2 3 eine beliebige erste rationale Ebene (u u u ) mit der Gleichung 
-1 v 1 2 3 u • v = 1 bzw. u vn + u v„ + u v^ = 1 1 2 3 

Ihr Abstand d/ 1 2 3\ vom Ursprung (und damit der Abstand aller u u ) 1 2 3 nebeneinaxlerliegenden Ebenen der Schar (u u u ) ) ist 

d, 1 2 3^ = — (u u u ) jü| 

Folglich ist der Ortsvektor des Pols bezüglich der Einheitskugel v • v = ] 
der Ebene u • v = 1 kollinear zu u und hat die Länge l/d^l.^2^^, 
ist also identisch mit u. Also erhält man sämtliche sichtbaren (und 
damit mit Hilfe der dadurch definierten Translationen auch alle übrigen) 
Punkte eines reziproken Gitters, indem alle zu den ersten rationalen 
Ebenen senkrechten Ortsvektoren gebildet werden, deren Länge reziprok 
ist zum Abstand der entsprechenden Ebenenschar. Einer Ebenenschar ent-
spricht damit genau ein Punkt des reziproken Gitters. 

Die Gestalt der Einheitszellen der beiden Gitter werden durch —v "i die inneren Produkte b^• b^ und b • bu bestimmt. Die Kantenlängen 
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dieser Parallelepipede sind dann gegeben durch IbJ und Ib1! . 
Das von M. A. Bravais seinerzeit (Bavais [l]) eingeführte polare 

Gitter unterscheidet sich vom hier vorgestellten reziproken Gitter nur 
durch die Normierung der reziproken Vektoren (vgl. dazu Ewald [l]). 

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir noch, dass die oben 
angeführte Definition des reziproken Gitters sinnvoll ist, d.h. unab-
hängig von einer Basis ist. Anders ausgedrückt heisst dies: Das re-
ziproke Gitter eines direkten Gitters ist eindeutig bestimmt, wenn wir 
je einen Punkt der beiden Gitter zusammenfallen lassen. Dieser Punkt 

-> -V -> wird natürlich als Ursprung gewählt. Sei b-, , b„, b^ die Basis des 
-1 -> 2 3 <L D direkten Gitters und b , b , b die Basis des reziproken Gitters. 

Wir studieren den Einfuss einer Basistransformation des direkten Gitters 

F a u a12 
H = a21 a22 

la31 a32 

\\\ 
b2 

. 3 

13 
i23 

auf die Basis des reziproken Gitters. Die Basis des reziproken des 
transformierten Gitters ergibt sich aus 

-+1 - * b ' = bi x bl 2 3 a„b-,)x(a-.-lB-l + a_,0b0 + a^^b ) 33 3 31 1 32 2 33 3 
21a32 

(a22a33 

a22a31 

a07a,n)b 23 32 

+ (a23a31 
Nt2 a21&33 + 

1 

21 

b2 

22 

3 

23 
31 32 33 

Analog erhält man 
-»1 b b2 b3 

II 

b1 •*2 b b 
b2' = - all a12 a13 

II all a12 a13 
a31 a32 hOi 

CÖ a21 a22 a23 
Bezeichnen wir mit A d i e Adjunkte von a i k bezüglich der Matrix (aik)> 
d.h. 

A. i -ik -1) i + k [Unterdeterminante von a ^ ] 

so wird z.\ 



- 113 -

b1' 
a22 a23 
a32 a33 

A11 ^ 

b1 
a21 a23 

a31 a33 
A12 b 

b2
 + 

a21 a23 
a31 a32 

A-, , b' 13 

-*3 

und folglich 
->•1 ' b ' 1 A A11 A 12 
b2< 
i^'l 

A21 A 22 b2< 
i^'l A 31 A32 

Â  

A_ 

fb1 
b2 

b 
<Aik> 

b1 

b2 

Pi 
Nun gilt aber 

1 T 
det(a., ) ^ik-1 

und nach Voraussetzung ist (Satz 4.3) det(a^) = + 1. Also gilt auch 
det[(Aik) X] - det(Aik) = + 1 
->-2 ">3 und b b ' b ' ist ebenfalls eine Basis des reziproken Gitters, das 

-+1 -+2 ^3 definiert ist durch die Vektoren b , b , b . 

Literatur: Coxeter [2] 

6.3 Geometrische Beziehungen zwischen dem direkten und dem 
reziproken Gitter. Reziproke Zellen. 

Zur übersichtlicheren Gestaltung der weiter unten aufgestellten 
Beziehungen des reziproken zum direkten Gitter, führen wir die folgen-
den Bezeichnungen ein: 

Reziprokes Gitter Direktes Gitter 

Punkt P (h-^h^h ) (h\h2,h3) 
Punktreihe durch P 

(h-^h^h ) 

[hXh2h3] und den Ursprung [hXh2h3] 
Netzebene mit der 
Gleichung 
h-̂ x1 = h^x. = 0 1 i (h2h2h3) (hxh2h3) 
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Wir bezeichnen die Achsenrichtungen der Basisvektoren b,, b„, b 
1 2 3 ^ mit x -Achse, x -Achse, x -Achse. Sie erhalten dann die symbolische 

1 2 2 3 Notierung [100], [010], [001], und die x x -Ebene,die x x -Ebene, die 
x^-Ebene die Notierung (001), (010) , (100). 

Wir betrachten die Netzebene (h-,h„ĥ ) 1 2 3 
V, 1 V, 2 V, 3 h-,x + h„x + 1 2 3 0 

eines direkten Gitters (Figur 6.1). Sie schneidet die Achsen in den 
£ Punkten (l/h-^0,0), (0,l/h2,0) und 

(0,0,l/h^) und ihr Normalenvektor 
ist gleich (h^h^h^). Diesen 
Normälenvektor erhält man auch aus 
dem Vektorprodukt der beiden erzeu-
genden Vektoren der Ebene (h-,h„h_,): l 2 3 

1 i? a = h2
b2 

]_ -> 
h = T: b^ 

3 3 

1 i? h1 1! 

1 i? IT ' h l 1 

Figur 6.1 
1 

Damit wird: 

h2h-L ( b2 X bl } " hjh a * b = hj^ ( V V 
^ "•'l ~*2 ->3 = n—ir - (h-,b + h„b + hvb ). h-, h^hu v 1 2 3 

1 3 
(b1x b3) 

1 2 3 
Daraus ergibt sich der 
Satz 6.3 Die Punktreihe [h^t^h^] des reziproken Gitters steht 

senkrecht auf der Netzebene (h^h2h^) des direkten Gitters. 
Im vorangegangenen Abschnitt haben wir bewiesen, dass das reziproke 
Gitter eines reziproken Gitters wieder das ursprüngliche Gitter ist 
(Satz 6.2). Vertauschen wir nun in unserer Betrachtung einfach das 

GitUi..; reziproke'mit dem direkten Gitter, so erhalten wir den 
1 2 3 Satz 6.4 Die Punktreihe [h h h ] des direkten Gitters steht senkrecht 

1 2 3 auf der Netzebene (h h h ) des reziproke»} Gitters. 
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Wir kommen nun zum interessantesten Satz dieses Abschnitts. Er 
besagt, dass das reziproke Gitter in derselben Holoedrie liegt wie 
das direkte Gitter: 
Satz 6.5 Das reziproke Gitter hat dieselben Symmetrieachsen und 

-ebenen wie das direkte Gitter. 
Beweis: Wir betrachten zunächst die Symmetrieachsen (Figur 6.2). Sei 
0 der gemeinsame Punkt der beiden Gitter und zugleich der Ursprung der 

beiden Gitterbasen. Sei a eine Sym-
metrieachse des direkten Gitters und 
OX eine Punktreihe des reziproken 
Gitters, und zwar so, dass zwischen 
den Punkten 0 und X kein weiterer Punkl 
des reziproken Gitters liegt (d.h. X 
ist ein sichtbarer Punkt). Nach Satz 
6.3 ist die zu OX senkrechte Ebene i 
durch 0 eine Netzeberxe des direkten 
Gitters. Ist n die Ordnung der Sym-
metrieachse a, so sind die durch eine 
Drehung um die Winkel 2ir/n, 2(2Jr/n), 
... , (n - l)(23f/n) aus £ erzeugten 
Ebenen e', ebenfalls Netzebenen, 
und zwar von der gleichen Art wie £, . 
Es gibt insgesamt n solche Ebenen, 
deren Normalen nach Satz 6.3 Punkt-
reihen des reziproken Gitters sind. 

Diese Normalen ergeben sich, indem X um a mit den Winkeln 25i/n, 2(25r/n), 
... , (n - l)(2x/n) gedreht wird (Figur 6.2). Die n - 1 so erzeugten 
Punkte X', X", ... liegen alle symmetrisch bezüglich der Achse a, d.h. 
a ist tatsächlich eine Symmetrieachse für diese Punkte.- Wir wenden uns 
nun den Symmetrieebenen zu. Zu jeder Symmetrieebene U eines Gitters 
gibt es eine zu ihr senkrechte Symmetrieachse desselben Gitters von 
gerader Ordnung (Satz 5.10). Jede Symmetrieebene durch einen Gitterpunkt 
ist eine Netzebene (Satz 5.8), ihre Normale folglich eine Punktreihe des 
reziproken Gitters (Satz 6.3). Nach dem weiter oben schon bewiesenen, 

Figur 6.2 
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ist die Trägergerade dieser Punktreihe des reziproken Gitters eine 
Symmetrieachse derselben Ordnung, wie diejenige des direkten Gitters. 
Eine nochmalige Anwendung von Satz 5-10 zeigt, dass die Symmetrieebene 
cA des direkten Gitters auch eine Symmetrieebene des reziproken Gitters 
ist. 

Zur Festlegung des Typs des reziproken Gitters eines direkten 
Gitters L genügt es also , innerhalb derselben Holoedrie, zu der auch 
der Typ von L gehört, zu suchen. Damit sind die trikline, trigonale und 
hexagonale Holoedrie bereits erledigt (Tabelle 5.2). Denn diese enthal-
ten jeweils nur einen Gittertyp. Folglich hat das reziproke Gitter den-
selben Typ. Zur Erledigung der übrigen Fälle ziehen wir die Basisdar-
stellung eines Gitters herbei. 

Satz 6.6 Sei b-, , b„, iL die Basis eines direkten Gitters und b^, 1 ^ J 
b die Basis des entsprechenden reziproken Gitters. Wird 
das Parallelepiped [b-^b^b^] innenzentriert, so erzeugt 
es ein Gitter, dessen reziprokes Gitter flächenzentriert 
ist. D.h. die Innenzentrierung des Parallelepipeds 
[b-,,b„,tL] bewirkt eine Flächenzentrierung des Parallelepi-r-*l -»2 
peds |_b ,b ,b J: das reziproke Gitter eines innenzentrierten 
Gitters ist flächenzentriert. 

Beweis: Die Basis eines durch die innenzentrierte Zelle jb-,,b„,b_J 1 2 3 
erzeugten Gitters ist etwa durch 

b^ = + b2 + b^) 
b2 = |( ^ - b2 + b3) J' = [b^b-] = Itb^b^] = | J 
-V 1 / \ b^ = 2( b-ĵ  + b2 - b^) 

gegeben (Figur 6.3). Die reziproke Basis des aus b^, b^, b^ erzeugten 
Gitters ist gegeben durch (wir verwenden J = [b-̂ b̂ b̂ ] = l) 

b = L x b7 b = b7 x b, b^ = bn x b0; 2 3 5 1 -L 2 
die Basis des reziproken Gitters des durch b£, b^, b^ erzeugten Gitters 
erhält man mit 

b1' = 2(b^xb^) b2'= 2(b^*bp b3, = 2(b£xbp. 
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Figur 6.3 

Nun ist 
-*1 b ' = 2(b£ xb') = - b2 + 

= + b + 

-*2 b ' = b3
 + b1 

11 b1
 + b2 

; aber eine Basis 

3" 
:3 

2 b5) 

C2 + b + b - b = b 

für ein flächenzentriertes 
Gitter (Figur 6.4). Dieses 
Gitter kann man auch er-
halten, indem sämtliche 
Flächen des ursprünglichen 

-+1 -+2 ^3 
durch b , b , b erzeug-
ten reziproken Gitters zen-
triert werden und anschlies-
send das Gitter in allen drei 
Dimensionen mit dem Faktor 2 
gestreckt wird. 

•* 1 TD 

P 

Figur 6.4 
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Satz 6.7 Das reziproke Gitter eines flächenzentrierten Gitters ist 
innenzentriert. 

Beweis: Ausgehend von der Basis b^, b^, b^ definieren wir die Basis 
des flächenzentrierten Gitters durch 

B I 2(b2 + b3) b- 2(b3 + b1) b^ = (̂b-ĵ  + b2) 

wobei 
1 r -i ]_ J' = 4[b1)b2,b3J = ^ 

Das reziproke Gitter erhält dann die Basis 

b1' = 4(b' x bi) = (b, + bn)x(b_. + b„) 2 3 5 i 1 2 
tl i2 £3 -b + b + b 
b b 

b3, = 4(b.[ x b p £2 b + b b-

Dies ist die Basis eines innenzentrioten Gitters. Man erhält dieses 
-*1 -»2 ->3 

Gitter auch, wenn man alle durch b , b , b erzeugten Zellen zentriert 
und anschliessend alle Lineardimensionen mit dem Faktor 2 streckt. 
Satz 6.8 Das reziproke Gitter eines basiszentrierten Gitters ist 

basiszentriert. 
Beweis: Wir gehen wieder aus von einer Basis b^, b2> b3 und definieren 
die Basis des neuen basiszentrierten Gitters durch(Figur 6.5) 

B I 2 ^ 1 ~ b2^ b2 = 2^bl + b2') S3 b. 

wobei J' = 2[b^b2)b3J. Das reziproke Gitter erhält dann die Basis 

b. 
Figur 5.29 
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b ' = 2(b' x bi) = (b-, + b„) x b, = b - b 2 3 1 2 3 
-»2 -"1 ->2 b ' = 2(b' x b' ) = b + b 3 l 
b3, = 2(b.[ x b^) = b3 

->1 -+2 -+3 Auch hier geht das durch b ', b 1 b 1 erzeugte reziproke Gitter aus dem 
-»l -»2 -*3 

durch die Parallelepipede b , b , b aufgebauten Gitter hervor, indem 
alle diese Zellen in den Basisflächen zentriert werden und anschlies-
send alle Lineardimensionen des Gitters mit dem Faktor 2 gestreckt 
werden. 

Wir fassen das Resultat unserer Untersuchungen in einer Tabelle 
zusammen: 

Tabelle 6.1 
Kristallsystem Holoedrie Direktes Gitter Reziprokes Gitter 
Triklin cvfi, i] Primitiv Primitiv 
Monoklin i} Primitiv Primitiv 

Basiszentriert Basiszentriert 
Orthorhombisch i] Primitiv Primitiv 

Basiszentriert Basiszentriert 
Innenzentriert Flächenzentriert 
Flächenzentriert Innenzentriert 

Tetragonal IV* 1' i] Primitiv Primitiv 
Innenzentriert Flächenzentriert 

Trigonal i] Primitiv Primitiv 
Hexagonal a v u , i] Primitiv Primitiv 
Kubisch 0 -tl, ij Primitiv Primitiv 

Innenzentriert Flächenzentriert 
Flächenzentriert Innenzentriert 

Literatur: Bravais [l], Hermann/Preppernau [l]. 
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6.4 Symmetrische Dirichlet - Bereiche 

Wir wenden uns zum Schluss dieses Kapitels noch einem 
besonderen Aspekt der Theorie der Fundamentalbereiche von Gitter-
gruppen zu. Wir geben nur eine Uebersicht und beweisen wenig. 
Definition Der D i r i c h l e t - B e r e i c h eines Punktes P 

bezüglich einer Gittergruppe P , besteht aus sämtlichen 
Punkten des Raumes, die näher sind bei P als bei irgend-
einem der Gitterpunkte P(P). 

Zur geometrischen Konstruktion des Dirichlet-Bereiches eines Punktes P 
bezüglich der Gittergruppe P betrachten wir sämtliche Punktepaare P, 
r1 (P) (P fest) und die Mittelnormalebenen deren Verbindungsstrecken. 
Diese hüllen den Dirichlet-Bereich ein. Offenbar brauchen wir nicht 
alle Ebenen zu berücksichtigen, denn die weiter aussen liegenden tragen 
nichts mehr zur Berandung des Dirichlet-Bereiches bei.- Aus dieser 
Konstruktion lässt sich sofort ablesen, dass die Dirichlet-Bereiche 
einer Gittergruppe r spezielle Fundamentalbereiche dieser Gruppen 
sind. 

Die Dirichlet-Bereiche induzieren eine lückenlose Teilung 
des Raumes in kongruente Pdyeder. Eine lückenlose Teilung des Raumes 
heisst n o r m a l , wenn die Polyeder konvex sind und sich längs 
ganzer Flächen berühren; sie heisst r e g u l ä r (oder isoedral), 
wenn alle beteiligten Polyeder äquivalent sind unter der diskreten 
Bewegungsgruppe des euklidischen Raumes. Konvexe Polyeder, die eine 
normale und reguläre Teilung des Raumes induzieren, nennt man 
S t e r e o e d e r (vgl. Engel [l], [2]). Dirichlet-Bereiche einer 
Gittergruppe sind spezielle Typen von Stereoedern. 

Die Dirichlet-Bereiche von Gittergruppen nennt man symmetrisch, 
wenn sie, als Riyeder aufgefasst, mindestens die Holoedrie des Gitter-
typs als ihre isometrische Symmetriegruppe haben. Die oben angegebene 
Konstruktion liefert offenbar symmetrische Dirichlet-Bereiche.Die 
Polyeder der dadurch definierten Teilung des Raumes gehen durch 
Parallelverschiebung auseinander hervor. Solche speziellen Stereoeder 
nennt man P a r a l l e l o e d e r . Es gibt 24 Sorten von symmetrische* 
Dirichlet-Polyedern (Paralleloeder). Zur Ableitung dieses Resultates 
vergleiche man Burzlaff/Zimmermann [l], S. 120 ff.. 
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Andere Bezeichnungen für DiricHet-Bereiche (nach L. Dirichlet) 
sind "Voronoi-Bereich" (nach G. Voronoi), "Wigner-Seitz-Zelle" (nach 
E. Wigner und F. Seitz) und "Wirkungsbereich". Letzterer Terminus 
ist insbesondere in der Kristallographie üblich. Physiker verwenden 
vor allem den Ausdruck "Wigner-Seitz-Zelle"; Wigner und Seitz waren 
die ersten, die versuchten, das Konzept des Dirichlet-Bereiches für die 
theoretische Festkörperphysik fruchtbar zu machen (vgl. E. Wigner 
F. Seitz: On the Constitution of Metallic Sodium, Phys. Rev. 43 (1933) 
804-810). 

Im Rahmen der geometrischen Beugungstheorie werden die sym-
metrischen Dirichlet-Bereiche von reziproken Gittern wichtig. Man 
nennt sie dort "erste Brillouin-Zonen". 

Die symmetrischen Dirichlet-Bereiche sind im Raum noch gut über-
blickbar. Wird die Bedingung der Symmetrie fallengelassen, so ist dies 
nicht mehr der Fall. Einige Bemerkungen dazu machen wir im Abschnitt 
7.7. 
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7 Kristallographische Raumgruppen 

7.1 Kristallographische Raumgruppen und Punktgruppen 

Zwei verschiedene Typen von diskreten Gruppen von euklidischen 
Bewegungen haben wir bisher genauer kennengelernt: die endlichen Unter-
gruppen von E und die Gittergruppen P . In diesem Kapitel wollen wir 
Gruppen kennenlernen, die sich aus einer Zusammmensetzung dieser zwei 
Typen von Gruppen ergeben. 
Definition Eine Untergruppe G von E heisst eine k r i s t a l l o -

g r a p h i s c h e R a u m g r u p p e (auch einfach 
R a u m g r u p p e oder k r i s t a l l o g r a p h i -
s c h e Gruppe), wenn sie eine diskrete Gruppe ist und 
die Untergruppe G rYT" aller Translationen in Q. eine 
dreidimensionale Gittergruppe P ist. 

Zwei Raumgruppen sind vom gleichen T y p , wenn sie 
isomorph sind (als abstrakte Gruppen). 

Die Untersuchung der Raumgruppen hängt wesentlich ab von den im Ab-
schnitt 2.5 bewiesenen Sätzen 2.11 und 2.12. Im Satz 2.11 zeigten wir, 
dass für jeden Punkt P und jede Isometrie C3 eine eindeutige Fakto-
risierung der Form = T « ĉ  existiert, in der ĉ  p eine Isometrie 
ist, die P festlässt, und T eine Translation ist, die P nach ^(P) 
bringt. Die Abbildung Q : Cj i ĉ  erwies sich als surjektiver 
Homomorphismus 0 •. E > E p = {cs-J'i(P) = P j. 
Satz 2.12 zeigte, dass dieser Homomorphismus eine Untergruppe G von E 
auf eine Gruppe G[P], die sogenannte Punktgruppe von G , abbildet. 
Dabei ist die Gruppe G p eine Untergruppe der Punktgruppe G[P]. 
Der Kern von 0 ist der Normalteiler G flT , wobei T die Translations-
gruppe in E ist. Die Klassifikation der Raumgruppen in Kristallklassen 
ergibt sich mit Hilfe des Homomorphismus 0 aus folgendem 
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Satz 7.1 Ist G eine Raumgruppe und P ein Punkt, dann ist G[P]S die 
Punktgruppe von G , eine der 32 Typen von kristallographi-
schen Punktgruppen. Darüberhinaus ist dieser Typ unab-
hängig vom gewählten Punkt P. 

Beweis: Die Translations-Untergruppe G C\~T der Raumgruppe G ist ein 
Normalteiler in G , d.h. für jedes <3 e G gilt 

° ( G n T ) « = G n T . 
Nun ist aber für ein beliebiges T e Q n T , zusammen mit der eindeu-
tigen Faktorisierung ĉ  = f ̂ » ̂  p 

ĉ  0 T o c^ 1 = o ( ĉ p . r . ^ p-1) . T,-'1 . 

Da Translationen vertauschbar sind, ist weiter 

" " i = S P 0 T ° ^ p ^ 1 

wobei (ß p o t « t̂ p1 eine Translation um <jp(t) ist,wenn t eine Translation 
um ist. Daraus folgt nun p * ( G oT)°^pi:= G n T , d.h. die 
Punktgruppe G[P] lässt die Gittergruppe G n T (bzw. das Gitter 
[G OT](P) invariant. Folglich ist G [P] äquivalent zu einer der 32 
kristallographischen Punktgruppen. Da die verschiedenen Punktgruppen 
für G alle äquivalent, d.h. konjugiert sind in S , ist dieser Typ 
unabhängig von P. 

Wir wollen nun die Unabhängigkeit des Typs (oder Klasse) einer 
kristallographischen Punktgruppe vom Bezugspunkt P durch neue Bezeich-
nungen hervorheben. Zu jeder Raumgruppe G gehört nach Satz 7-1 
eindeutig eine Punktgruppe l< := G [P] und nach Definition eindeutig 
eine Gittergruppe P :- G 0 T" . Der Typ der Punktgruppe K bestimmt 
die Kristallklasse und der Typ der Gittergruppe die Bravaisklasse 
einer Raumgruppe G • Anschaulich erhält man die Kristallklasse, indem 
alle translativen Anteile aus den Elementen von G "ausgelöscht" 
werden. 

Allgemein gilt nach den obigen Ausführungen (vgl auch 
Abschnitt 2.5): 

K = G / r 
Literatur: Yale [l]. 
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7.2 Affine Aequivalenz und Isomorphie 

Die gemäss Abschnitt 7.1 definierten Raumgruppen lassen sich 
in Isomorphieklassen aufspalten. Es stellt sich die Frage, warum wir 
hier zur gröberen Einteilung in Isomorphieklassen übergehen, während 
wir doch bei den Punktgruppen Konjugationsklassen (Aequivalenzklassen) 
bezüglich S betrachtet haben. Der Grund ist praktischer Natur. Denn 
bereits die diskrete Translationsgruppe (Gittergruppe) besitzt in der 
Aehnlichkeitsgruppe unendlich, d.h. kontinuierlich viele Konjugations-
klassen (Satz 2.10). Andererseits liegen sämtliche Typen von Gitter-
gruppen in einer Isomorphieklasse. Weiter sehen wir, dass die Gitter-
gruppen auch bezüglich der Konjugation in der Gruppe der Affinitäten 
(d.h. linearen Abbildungen des E ) in einer Aequivalenzklasse liegen. 
Dies motiviert uns zur 

Definition Zwei Raumgruppen G^ und G % gehören zum selben R a u m -
g r u p p e n t y p G > wenn eine affine Abbildung ^ in 
E existiert, sodass gilt 

ot~L° Gd« cA = • 
Diese Definition liefert eine Klassifikation aller 3-dimensionalen 
Raumgruppen in eine endliche Anzahl von Klassen. Den Endlichkeits-
beweis für beliebige Dimensionen findet man in Frobenius [l] und 
Bieberbach [2]. Ein Raumgruppentyp besteht aus allen Raumgruppen, die 
in der Gruppe der affinen Abbildungen des E konjugiert zueinander 
sind, ist also eine Konjugationsklasse in dieser Gruppe. 

Ohne Beweis zitieren wir einen für unsere Betrachtungen zentra-
len Satz aus der Gruppentheorie (vgl. etwa Ascher/Janner [l]), der 
es uns erlaubt,die Einteilung der Raumgruppen in Isomorphieklassen in 
den Vordergrund zu stellen. Zudem ist damit gezeigt, dass es nur end-
lich viele solche Isomorphieklassen gibt. 

Satz 7.2 Zwei Raumgruppen sind genau dann affin äquivalent, wenn 
sie isomorph sind (als abstrakte Gruppen). 

Literatur: Brown et al. [l]. 
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7.3 Die Rolle der Raumgruppen in der Theorie der diskreten 
Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes 

Wie wir im Abschnitt 2.5 gezeigt haben, enthält jede Unter-
gruppe G der Gruppe E der Bewegungen des euklidischen Raumes einen 
Normalteiler G fiT , der nur aus TrarsLationen besteht. Ist die 
Untergruppe G diskret, so ist notwendig auch G"rvT diskret, d.h. 
G N T ist eine Gittergruppe P . Nach unserer Definition im 
Abschnitt 7.1 ist eine diskrete Untergruppe G von EL genau dann 
eine Raumgruppe, wenn G n T eine d r e i dimensionale Gittergruppe Ist. 
Im allgemeinen kann aber G a"T" die Dimensionen 0, 1, 2 oder 3 anneh-
men, d.h. G P)T kann keine, eine, zwei oder drei linear unabhängige 
Translationen enthalten. Im ersten Fall ist G offenbar endlich und 
damit äquivalent zu einer der 32 kristallographischen Punktgruppen. 
Diskrete Bewegungsgruppen mit einer ein- oder zweidimensionalen Gitter-
gruppe als Normalteiler haben wir nicht betrachtet. Dies sind Gruppen, 
die eine Punktreihe (eindimensionales Gitter) bzw. ein ebenes Gitter 
(Netz) invariant lassen. 

Es stellt sich die Frage, wie die Raumgruppen sonst noch 
charakterisiert werden können, unabhängig vom Gitterbegriff. Es zeigt 
sich, dass hier der Begriff des Fundamentalbereiches eine zentrale 
Rolle spielt. Ein Resultat in diesem Zusammenhange ist z.B. der 

3 
Satz 7.3 Jede diskrete Bewegungsgruppe des E mit endlichem Funda-

mentalbereich besitzt drei linear unabhängige Translationen, 
ist also eine Raumgruppe. 

Für einen Beweis vergleiche man Bierberbach [l], [2] und Frobenius [l]. 
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7.4 Zur Methode der Ableitung der Raumgruppen 

7.4.1 Raumgruppen als Erweiterungen 

In diesem Abschnitt soll referierend eine mehr in moderner 
Zeit gepflegte Methode zur Analyse der algebraischen Struktur der 
kristallographischen Gruppen vorgestellt werden. Die Untersuchungen 
sind meist unabhängig von der Dimension. Wir halten uns an Ascher/ 
Janner [l]. 

Definition Eine Gruppe G heisst eine E r w e i t e r u n g einer 
Gruppe P\ durch eine Gruppe 3 , wenn 
1. G einen Normalteiler A1 in G besitzt, der isomorph 

ist zu A - P\ ' J 
2. die Faktorgruppe von G modulo dem Normalteiler ft' 

isomorph ist zu 3 , d.h. G / f-V = 3 . 
Wir wissen, dass die Gittergruppe P ein Normalteiler einer Raumgruppe 
G ist und dass die Faktorgruppe G / P isomorph ist zu einer 
kristallographischen Punktgruppe K . Also ist die Gruppe G wegen 
G / P = K eine Erweiterung der Gruppe P durch eine Gruppe 1< . 
Jede Raumgruppe ist eine Erweiterung der Gruppe der Translationen 
(Gittergruppe) durch eine kristallographische Punktgruppe K• Bemerkens-
wert ist allerdings, dass die Umkehrung ebenfalls richtig ist: jede 
solche Erweiterung ist eine Raumgruppe. 

7-4.2 Arithmetische Theorie der Raumgruppen 

Die arithmetische Theorie der Raumgruppen arbeitet ganz 
wesentlich mit der arithmetischen Theorie der Gitter. Letztere hängt 
wieder eng zusammen mit der arithmetischen Theorie der quadratischen 
Formen (Reduktionstheorie der quadratischen Formen), mit deren Hilfe 
z.B. auch die Kristallgitter klassifiziert werden können. 

Wie wir im Kapitel 4 gezeigt haben, hat die Matrix einer 
Basistransformation eines gegebenen Gitters nur ganzzahlige Komponenten 
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und zugleich die Determinante + 1. Solche Matrizen nennt man unimodular. 
Zur Klassifizierung der diskreten Bewegungsgruppen G des euklidischen 
Raumes, die eine dreidimensionale Gittergruppe als Normalteiler "besit-
zen, d.h. der Raumgruppen, betrachtet man nun die Matrixdarstellungen 
dieser Symmetriegruppen des E . Bezüglich einer kartesischen Basis 

3 3 für den dem euklidischen Punktraum E zugeordneten Vektorraum V hat 
der rotative Bestandteil ĉ  einer allgemeinen Bewegung ĉ  € G des E ̂  

<S = ^ • % 3 
eine orthogonale Matrix, d.h. die Determinante + 1. Zudem ist unter 
allen Operationen ^p» d.h. unter der Punktgruppe G[P], ein Gitter L 
invariant, folglich hat diese Matrix nur ganzzahlige Komponenten, ist 
also unimodular. Die Klassifikation der Raumgruppen läuft also darauf 
hinaus, die unimodularen Matrizen zu klassifizieren. Zentrales Hilfs-
mittel in dieser Klassifikation ist die Definition des Raumgruppentyps 
vom Abschnitt 7.2. 

Die Theorie der unimodularen Matrizen erlaubt noch weitere 
Klassifikationen der Raumgruppen, z.B. in die sogenannten 73 arithme-
tischen Kristallklassen. Auf jede solche Klasse entfallen dann durch-
schnittlich etwa drei Raumgruppen. Für die genauen Zusammenhänge, und 
vor allem die genauen Formulierungen der Definitionen und Behauptungen 
siehe man Burckhardt [l] und Brown et al. [l]. 

7.4.3 Geometrische Ableitung der Raumgruppen 

Die Ableitung der Raumgruppen, die wir hier vorstellen werden, 
ist nicht rein geometrischer Natur, in dem Sinne, dass wir ins n u r 
geometrischer Methoden bedienen werden (solche Ableitungen findet man 
etwa in Buerger [l], [5] und Belov [l]). Vielmehr werden wir uns 
der Methoden der Gruppentheorie bedienen, dabei aber auch die geomet-
rische Interpretation der verwendeten gruppentheoretischen Strukturen 
zu Hilfe nehmen. Dies geschieht im Gegensatz zu den Methoden, die in 
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den Abschnitten 7.4.1 und 7.4.2 kurz angedeutet wurden. Dort wird die 
Geometrie so weit wie möglich aus der Analyse herausgehalten und die 
algebraischen Methoden stehen im Vordergrund. Der Zusammenhang mit 
der Geometrie beschränkt sich dabei im wesentlichen auf die grundlegen-
den Definitionen, wie z.B. die Aequivalenz von Gruppen. 

Die geometrische Theorie der Raumgruppen nimmt ihren Ausgangs-
punkt in der Theorie der kristallographischen Punktgruppen. 
Für jede diskrete Untergruppen G von E ist es möglich, einen Punkt 
P in allgemeiner Lage zu finden, d.h. sodass G P = II]. 
Möglicherweise existiert aber ein Punkt P, sodass G P = G[P]. Ist 
dies der Fall, so heisst die Gruppe eine s y m m o r p h e Gruppe. 
Wie man zeigen kann, gibt es 73 Isomorphieklassen von symmorphen 
Raumgruppen. Diese Gruppen sind relativ leich zu beschreiben*. 

Nach Voraussetzung sind die Punktgruppe kf = G[P] j sowie die 
Gittergruppe P einer Raumgruppe G Untergruppen von G • Ausserdem 
ist die Gittergruppe P ein Normalteiler von G . Wir betrachten nun 
das Produkt KP = { > » T ; > e e K ) f e P ] 
der Untergruppen K und P .von G . Nach Abschnitt 1.2 ist K P 
tatsächlich eine Gruppe, und es gilt K P / P = W/ Kr>P . Nun 
ist aber nach Definition K O T = il] , denn die Punktgruppe K ent-
hält keine Translationen. Daraus folgt K R / P = K . 
K P ist folglich eine Gruppe, deren Untergruppe von Translationen 
gleich P und deren Punktgruppe gleich (isomorph) K ist. Also ist 
K P eine Raumgruppe. Sie ist das s e m i d i r e k t e P r o -
d u k t aus der Punktgruppe K und der Gittergruppe P . 

Eine Raumgruppe G ist genau dann symmorph, wenn ihre Punkt-
gruppe K eine Untergruppe von G ist. Dies ist genau dann der Fall, 
wenn die G - Bahn eines Punktes P gleich der ( G N T ) - Bahn ( P - Bahn' 
von P ist (Satz 2.12). Nach den Ausführungen im Abschnitt 5.1 ist eine 
Raumgruppe genau dann symmorph, wenn sie Symmetriegruppe eines Gitters 
ist. 

Die nichtsymmorphen Raumgruppen entstehen aus speziellen Kom-
binationen von Schraubungen und Gleitspiegelungen und haben Punkt-
gruppen, die keine Untergruppen sind. Ist ĉ  ein Element einer solchen 
Raumgruppe G mit der Gittergruppe P , so hat die Faktorisierung 
GJ = f « ĉ  p mit ĉ  p e G [P] für jeden Punkt P einen nichtverschwin-
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denden translativen Anteil T , wobei x 4 P (sonst liesse sich r ab-
spalten) und cg p ̂  G . 

Schraubungen und GleitSpiegelungen mit Translationskomponenten 
t (£ P" sind offenbar nicht Symmetrien eines Gitters. Die Aussage, dass 
jede isometrische Symmetriegruppe eines Gitters eine Raumgruppe ist, 
lässt sich also nicht umkehren. Jede Raumgruppe enthält wohl eine 
Gittergruppe, aber nicht jede Raumgruppe lässt ein Gitter invariant ! 
Nichtsymmorphe Raumgruppen sind aber auch Symmetrien von gewissen 
diskreten Punktsystemen. Wir kommen darauf im Abschnitt 7.6 zurück. 

Zur Bestimmung der möglichen translativen Anteile T der 
Schraubungen und Gleitspiegelungen haben wir zu beachten, dass diese 
Translationen mit den entsprechenden Elementen der Gittergruppe P 
verträglich sein, d.h. sie erzeugen müssen. Ist t der der Translation 
zugehörige Schubvektor einer Schraubung und b^ der Einheitstranslations-
vektor von L = P(0) längs dieser Achse und 2-jr/n der Drehwinkel, so gilt 

nt = qb^ mit qe Z, 0 4 ̂  und ne il, 2, 3, 4, 6 } . 
Wir können aber immer erreichen, dass 0 ̂  ^ < 1 wird, denn innerhalb 
der Raumgruppe dürfen wir die Gittertranslationen beliebig oft mit der 
Schraubung verknüpfen. Dadurch erhalten wir eine endliche Anzahl 
von Normalformen (auch reduzierte Formen genannt) von Schraubungen 
(vgl. Figur 7.1). Sie sind bestimmt durch die möglichen reduzierten 
Werte von q/n (vgl. Tabelle 7.1). 

Ist t die dem Vektor = ̂  t^ zugeordnete Translation, so 
drückt sich unsere Reduktion der möglichen translativen Anteile von 

n+1 
Schraubungen aus in der Relation T = r . Damit ist z.B. 
n-1 -1 T = T Daraus ergibt sich eine wichtige Konsequenz: Der 

2 2 - 1 translative Anteil der Schraubung 32 ist T ; wegen x = t 
haben dann die Schraubungen 3-̂  und 32 verschiedenen Windungssinn. Ent-
sprechendes gilt für die Schraubungen 4^ und 4^, und 6^ sowie 
62 und 6^.-
Wir kommen zu den Gleitspiegelebenen. Eine Gleitspiegelung setzt sich 
zusammen aus einer Spiegelung an einer Gitterebene und aus einer 
Gittertranslation t parallel zu dieser Ebene. Eine zweimalige 
Anwendung derselben Gleitspiegelung liefert ein ganzzahliges Viel-
faches einer Gittertranslation parrallel zu t. Innerhalb der 
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n 

Tabelle 7.1 
Kristallographische Schraubachsen: Drehwinkel 2J/n 

~t 1 Schubvektor t = — b, n 3 

Symbol Relation 

1 0 
2 0 

3 0 

4 
T 
— — 

% l 
4 Z i 4 4-, 4^ 4 

1 
2 21 
3 31 32 
4 41 42 
6 61 62 

3 

T 2
 = r 

II T 

II T 
T 5 = t 

r* --J II T 6 o 7- 4 t 7 4 6 6 6„ 6 6, 6,_ 6 » £ « (, 1 2 3 4 5 

Figur 7•1 
Bahn eines Punktes unter den möglichen kristallographischen Schraubachse] 

«1 

r 2i 
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Raumgruppe lässt sich dies aber wiederum reduzieren auf genau eine 
Translation in Richtung t. Ist a die Periode des Gitters in dieser 
Richtung, so muss also gelten: 21; = a. Die reduzierte Gleitkomponente 
einer Gleitspiegelung ist immer halb so gross wie die dazu parallele 
Gittertranslation. Daraus lesen wir sofort die überhaupt möglichen 
inäquivalenten Gleitspiegelungen ab. Dazu betrachten wir die mit der 
jeweiligen Punktgruppen-Symmetrie begabten Grundzellen der vierzehn 
Bravais-Gitter-Typen (Tabelle 5.7). Wir bezeichnen mit a, Td, c die 
erzeugenden Vektoren dieser Zellen; dies sind genau die erzeugenden 
Vektoren der angepassten kristallographischen Koordinatensysteme 
(vgl. Abschnitt 5.5.9). Ist die von a, b, c aufgespannte Zelle primitiv, 

d.h. eine Einheitszelle, so kom-
-). men als reduzierte Gleitkomponenten c 

nur die Vektoren 
a 
2 

(a + b) 

b 
2 

. /-V 
r (a + c ) 

c 
2 

|(b + c) 

in Betracht. Ist die Zelle innen-
zentriert, so kann 

1, 
4 (a + b + c) 

Figur 7•2 

zusätzlich auftreten, und bei basis-
zentrierten Zellen sind auch die 
Komponenten 

2j-(a + b) + c) ^(b + c) 
möglich. Die jeweiligen tatsächlichen Spiegelebenen sind senkrecht zu 
den vorhandenen Drehachsen gerader Ordnung (Satz 5.10). Die vorhandenen 
Gleitspiegelebenen setzen sich dann zusammen aus diesen Spiegelungen 
und den oben aufgezählten, zu den Spiegelebenen parallelen Translationen, 

Zur endültigen Charakterisierung einer Raumgruppe muss die 
Punktgruppe K und die Gittergruppe P* , d.h. der Punktgruppentyp 
und der Bravais-Gitter-Typ angegeben werden, sowie die vorhandenen 
Schraubungen und/oder Gleitspiegelungen. Konkrete Ableitungen der Raum-
gruppen zweier Kristallklassen führen wir im Abschnitt 7.5 durch. 
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Tabelle 7.2 

Verteilung der Raumgruppen 
Kristallsystem Kristallklasse Anzahl Raumgruppen in 

Kristallklasse Kristallsystem 
O '{l, 1] 10 
T O 6 

Kubisch T Ii, I] 7 36 
0 8 
T 5 

1} 4 
*>3 T>c 4 

1 
Hexagonal 4 27 

I V * 1 ' I] 2 
6 
6 

Di - jl, Ii 6 
c3 d3 6 

Trigonal C3 -{1, Ii 2 25 
7 
4 

° j i, I] 20 
12 

C«, Dt, 12 
Tetragonal C c - u , 1} 6 68 

2 
3>« 10 

6 

I] 28 
Orthorhombisch c2 Da 22 59 

J>x 9 

C4.{1, 1} 6 
Monoklin C. cx 4 13 

3 
Triklin C, 1 } 1 2 

c. 1 
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Es gibt 73 Isomorphieklassen von symmorphen Raumgruppen und 
146 Isomorphieklassen von nichtsymmorphen Raumgruppen. Somit gibt es 
219 Isomorphieklassen von Raumgruppen. Dabei spalten sich noch 11 
Raumgruppen auf, wenn die Orientierung der vorhandenen Schraubung 
mit berüchksichtigt wird. Man nennt die entstehenden 11 Paare von 
Raumgruppen e n a n t i o m o r p h e P a a r e von Raumgruppen. 
Die Kristallographen sprechen deshalb von 230 Raumgruppen, obwohl 
dies vom gruppentheoretischen Standpunkt aus nicht gerechtfertigt ist. 

Die Verteilung der 230 Raumgruppen auf die 32 Kristallklassen 
und 7 Kristallsysteme haben wir in Tabelle 7.2 dargestellt (nach 
Buerger [l]). 

Literatur: Miller [l], Schoenflies [l], Yale [l]. 

7.5 Geometrische Ableitung aller Raumgruppen zweier Kristallklassen 

Wir haben nicht die Absicht, eine bis in alle Details gehende 
geometrische Ableitung und Analyse der Raumgruppen zu geben. Wir 
müssten zu diesem Zwecke zu viele Vorbereitungen geometrischer Natur 
vorausschicken. Man findet die entsprechenden Details alle bei 
Schoenflies [l]. Insbesondere werden wir nicht systematisch auf das 
präzise geometrische Aequivalent zur gruppentheoretischen Isomorphie 
eingehen können. Zwei durch geometrische Operationen erzeugte Raum-
gruppen sind isomorph als abstrakte Gruppen, wenn sie diesselbe 
Verteilung der Symmetrieelemente (Inversionszentren, Drehachsen, 
Drehspiegelachsen, Schraubachsen, Spiegelebenen, Gleitspiegelebenen) 
haben. Dies für zwei Gruppen nachzuweisen ist nicht immer ganz einfach. 

Wir werden die Raumgruppen durch Symbole und Figuren repräsen-
tieren wie sie auch bei den Kristallographen üblich sind. Eine Erläu-
terung dieser Bezeichnungen findet man etwa in Buerger [l]. 
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7.5.1 Die Raumgruppen der Kristallklasse C< 

Die Kristallklasse Ct, gehört zum tetragonalen Kristall-
system. Die möglichen Gittertypen sind primitiv und innenzentriert 
(Tabelle 5.5). Zur Bezeichnung der Raumgruppen verwenden wir die 
Symbole der Kristallographen. 

Primitives tetragonales Gitter P: 
Die Basis hat die Form bn a, b. b, 

'1 ~ 2 

paarweise senkrecht sind und |a| = Jb| 
geht in Richtung von c . 

b-, = c 3 wobei a , b , c 
die Symmetrieachse a 

1. Symmorphe Raumgruppe: 
Zur Gittergruppe tritt bloss eine Drehung <5 um die Achse a 
mit dem Drehwinkel 2X/4 hinzu: 
Raumgruppe P4 (Figur 7.3). 

• 

II 

-f 

II Ii 

• 

I 

f 
Figur 7.3 Figur 7.4 

2. Nichtsymmorphe Raumgruppen: 
Hier muss es Schraubungen geben, denn Gleitspiegelungen kommen 
nicht in Betracht, da keine Spiegelungen in C^ vorhanden sind. 

-v i 5 
Sei t = bj und damit t = r und cg wie oben. Gemäss Ab-
schnitt 7.4.3 sind dann nur die Schraubungen t • ĉ  , und 
t3 - <3 erlaubt, t ̂  o c§ ist keine echte Schraubung mehr. Wir er-
halten damit die Raumgruppen , T?^ und PA-̂  (Tabelle 7-3 und 
Figur 7.4, 7.5, 7.6). 
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Raumgruppe 

P4 

P4, 

P42 

P4_ 

Tabelle 7-3 
Die Raumgruppen der Kristallklasse C^ 

Erzeugende Elemente 

, ̂  > 

-r« ̂  a 
) ' <L 

Erzeugende Elemente der 
Gittergruppe 

l . 
Ii. 

= <s 0 !}a * ̂  

ßd 

ß, 

-1 

C f. cs) <• -
(r»cs)<t 

= ( o Cj ) c o CX1 i 

ßi 
- 1 . cj). pi. cti ° (ßy 

|13 - ( t * o Cg ̂  

1 

14 

14, 

r4. 

14, 

'CoCs3 ßi , ß, 

, ß 

.'1 PS 
Pl 
(io 

Cj « ß • <s - i 

C f <5 •) ° o ( To CjV 

ß-

Cr2» Cj ) O ßd c, ( L3 O Cß ) 1 
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Man beachte, dass sich die Raumgruppen P4j und P4j nur durch den 
Windungssinn der Schrauben 4-, und 4, unterscheiden. Dies folgt sofort 

—1 3 
aus der Relation t = t . Man betrachtet und obwohl sie 
abstrakt isomorph sind, als verschiedene Raumgruppen. Es sind dies 
Beispiele von sogenannten o r i e n t i e r t e n Raumgruppen. 
Paare von orientierten Raumgruppen nennt man enantiomorph. Wie bereits 
erwähnt, gibt es 11 solche Paare. 

Figur 7.5 Figur 7.6 

II. Innenzentriertes tetragonales Gitter: 
Die Basis hat die Form b^ = a, b0 = t>, = —(a + b + c) wobei 2 ' 3 ~ 2 

und a, b, c paarweise senkrecht sind: die Symmetrie-
achse geht in Richtung von c. Sei ĉ  wieder wie oben, und t 
1. Symmorphe Raumgruppe: 

Zur Gittergruppe gesellt sich hier nur die Drehung c£ 
Raumgruppe 14 (Tabelle 7.3 und Figur 7.7). 

1 
4 

2. Nichtsymmorphe Raumgruppen: 
14-^ T42, 14^ (Tabelle 7-3 und Figur 7. 

Di ie Raumgruppen T4, 14.. , 34« und 14, sind nicht alle verschieden. Die 
Projektion von b^ = -̂(a + b + c) auf die Achse der Schraubung ist 
gleich ~ c, d.h. kleiner als eine Gittertranslation. Die Zusammen-
setzung der Schraubungen 4, 4^, 4^ mit der Translation (?>3 liefert 
Schraubungen mit Translationskomponenten, die sich um ^ c unterscheiden. 
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Figur 7-7 Figur 7.8 

Daraus folgt, dass die Schraubungen 4 und 4^, 4^ und 4^ auf isomorphe 
Raumgruppen führen, denn sie erzeugen diesselbe Verteilung der Achsen 
(ausführlicher in Schönflies [l], Zweiter Abschnitt, X. Kapitel): 

14 = I4,> 
14. 14-, 

7.5.2 Die Raumgruppen der Kristallklasse C 3 T)̂  

Die Kristallklasse C 3 T>3 gehört zum trigonalen Kristallsys-
tem. Dort gibt es das primitive trigonale Gitter (vgl. Tabelle 5.4) 
mit der Basis b^ = a, ^ = = + b + c), und |a| - Ibj, sowie 
4. = 2JT/3. 

Ebenso besitzt auch das primitive hexagonale Gitter mit der Basis 
b^ = a, ̂  = b^ = c, wobei |a| = jt) | und (a,b) = B 3 

als Symmetriegruppe (wenn auch nicht als Holoedrie). Die Punktgruppe 
C, T). enthält ausser der dreizähligen Drehachse a drei durch dieselbe i 2 
gehende Symmetrieebenen, die Winkel von T/3 miteinander bilden und 
deren eine den Winkel zwischen a und b halbiert. 
I. Primitives trigonales Gitter: 

Das primitive trigonale Gitter lässt sich auch durch die Vektoren 
a, b, c' erzeugen. In diesem Fall liegen in der durch a, To, c bestimm-
ten Zelle zwei Gitterpunkte vgl Tabelle 5.7). Dieses Gitter wird 
mit R bezeichnet. 
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A 

Ä 
/; 

\ s 

1. Symmorphe Raumgruppe 
Zur Gittergruppe tritt 
die Spiegelung an den 
Symmetrieebenen hinzu. 
Raumgruppe R3m (Figur 
7.9). 

•xT 
-1 •. 

i A . 

• A i 

A. I / v. . 
% 

2. Nichtsymmorphe Raumgruppe: 
Als Translationskomponen-
te einer Gleitspiegelebene 
kommt hier nur ^ c in Be-
tracht: Raumgruppe R3c 
(Figur 7.10). 
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II. Primitives hexagonales Gitter: 
1. Symmorphe Raumgruppen: 

Die drei Ebenen der Spiegelungen der Punktgruppe C s X>ä können 
bezüglich des primitiven hexagonalen Gitters zwei Stellungen 
einnehmen: 

Dies liefert die beiden symmorphen Raumgruppen P3ml und 
P31cn (Figur 7.11 und 7.12). 

Figur 7.11 Figur 7.12 
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2. Nichtsymmorphe Raumgruppen: 
Werden die Spiegelungen der symmorphen Raumgruppen mit Trans-
lationen der Form ^ c verknüpft, so entstehen daraus die Raum-
gruppen P3cl und P31c (Figur 7.13 und 7.14). 

s 
\ ! 

/ \ 

/ f / i 
\ X 

I 
i 

i 
i 

/ 

y 
s 

7 

• • 

> 4 A-

/ / \ / \ 
\ / A \ 
\ / \ . 

\ / \ / 

\ / 

Figur 7.13 Figur 7.14 

Wir müssten noch einsehen, dass die weiteren möglichen Gleit-
komponenten der Gleitspiegelungen auf diesselbenRaumgruppen, d.h. 
auf diesselbe Verteilung der Symmetrieelemente (3-zählige 
Achsen und Gleitspiegelebenen) führen. Wir übergehen dies aber 
hier und verweisen auf Schoenflies [l], Zweiter Abschnitt, 
Kapitel IX. 

Die Konstruktion der Raumgruppen zu einer bestimmten Kristallklasse 
führt also offenbar auf Isomorphie-Probleme. Diesselbe Gruppe kann 
mehrfach auftreten. 
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7.6 Einfache und mehrfache Gitter 

In diesem Abschnitt berachten wir G - Bahnen von Punkten 
aus E3, wenn G eine Raumgruppe ist. Die G - Bahn eines Punktes P, 
die wir mit G(P) bezeichnet haben, bildet eine Punktmenge, die 
dreifach periodisch ist. D.h. die Punktmenge G(P) ist invariant 
unter den Operationen der Gittergruppe P von G . Daraus wollen wir 
nun einige Folgerungen ziehen. 

Dazu betrachten wir zwei Punkte P und Q, wobei wir auf P nur 
die Gittergruppe P und auf Q die ganze Raumgruppe G ausüben. Wir 
erhalten so ein Gitter P(P) und eine Punktmenge G(Q). Wir 
nehmen nun an, dass Q nicht auf der P - Bahn von P liegt. Weiter 
betrachten wir eine beliebige Einheitszelle Z des Gitters P(P). 
In ihr liegen gewisse Punkte der Menge G(Q). Nennen wir diese 
Punkte Q, , Q„, ... , Q . Werden auf die Punkte Q., i = l, 2, ... , n, 1 2 n l 
sämtliche Operationen der Gittergruppe P angewendet, so entsteht 
die Punktmenge G(Q). Also ist 

G(Q) = P(Q1) U r(Q2)U U P(Qn). 

Definition Sei G eine Untergruppe der Bewegungen des euklidischen 
Raumes E . Zwei Punkte I, Y £ E heissen äquivalent 
bezüglich G , wenn X und Y auf derselben G - Bahn 
liegen. D.h. wenn ex. g? e G , sodass cg (X) = Y. 

Die Punkte Q^, G^, ... , Qn in der Einheitszelle Z sind alle nicht-
äquivalent bezüglich der Gittergruppe P . Deswegen sind die Gitter 
PCQ^), P(02), ... , r(Q n) alle verschieden. Die G - Bahn des 
Punktes Q ist identisch mit der Menge der kongruenten, ineinander-
gestellten Gitter P(Q^), P(Q2), ... , ^ (0) kann demnach 
als mehrfaches oder zusammengesetztes Gitter bezeichnet werden 
(Kristallographen verwenden hierfür den Ausdruck "Gitterkomplex"). 
Die Anzahl n der Punkte Q. in einer Einheitszelle des Gitters r(P) I 
ist immer endlich (vgl. Definition der diskreten Gruppe !). Die Zahl 
n hat nun für jede Raumgruppe einen charakteristischen Wert, der zu-
sätzlich von der Lage von Q bezüglich des Gitters P(P) abhängt. 
Denn liegt z.B. Q auf einer Symmetrieebene oder -achse, so ist die 
Anzahl n sicher kleiner, als wenn Q auf keinem Symmetrieelement liegt. 
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Der grösste Wert, den n für eine Raumgruppe G mit der Gittergruppe P 
annehmen kann, ist gleich dem Index von P in fi : n = IG I / I P I . ' max 

Das mehrfache Gitter (j (Q) kann durch beliebig viele weitere 
G - Bahnen von Punkten Q', Q", ... ergänzt werden. Die so entstehen-
den diskreten Punktgruppen sind invariant unter den Operationen von G , 
d.h. G ist Symmetriegruppe aller derartigen Punktsysteme. Man nennt 
G in diesem Falle auch eine k r i s t a l l o g r a p h i s c h e 
S y m m e t r i e g r u p p e . Dies ist die Gruppe aller isometrischen 
Symmetrien einer "Kristallstruktur", die etwa so definiert werden kann: 

"5 Definition Ein Objekt U im dreidimensionalen Raum E heisst eine 
K r i s t a l l s t r u k t u r , wenn 

3 
1. unter den Transformationen von E , die U invariant 

lassen, drei linear unabhängige Translationen existie-
ren, 

2. es eine reelle Zahl £ > 0 gibt, sodass jede Translation 
von E , die U auf sich selbst abbildet, mindestens die 
Länge £ hat. 

Will man direkt die Raumgruppen ableiten unter Umgehung der Punktgrup-
pen, ist es sinnvoll, geradezu von dieser Definition einer Kristall-
struktur auszugehen und die Raumgruppe von U als die Gruppe a l l e r 
Isometrischen Symmetrieoperationen von U zu definieren (vgl. Brown 
et al. [l]). Man beachte, dass man hier aus mathematischen Gründen 
eine Kristallstruktur als unendlich ausgedehnt betrachten muss. 

Gehen wir von P - Bahnen einer beliebigen Gittergruppe P 
aus, so bestimmen die Bahnen P (Q-̂ ), P(Q,-,), ... , v o n m 

beliebig gewählten Punkten Q-̂ , Q^, ... , Qm im allgemeinen keine 
Bahn einer Raumgruppe G mit der Gittergruppe P . Man muss sogar 
sagen, dass die Raumgruppe ganz einschneidende Bedingungen an die 
Anordnung der Punkte Q-̂ , Q . . . , stellt. Denn das Vorhandensein 
gewisser Punkte in einer Einheitszelle verlangt das Vorhandensein 
aller übrigen zu diesen Punkten (bezüglich P ) nichtäquivalenten 
Punkten. 

Offenbar lässt sich auf mehrfache Gitter die Idee des rezipro-
ken Gitters nicht so einfach verallgemeinern. Wie sich zeigen wird 
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(vgl. Kapitel 8), muss ein sogenannter gewichteter reziproker Raum 
eingeführt werden, der sich als Fouriertransformation des mehrfachen 
Gitters erweisen wird. 

7-7 Verallgemeinerte symmetrische Dirichlet-Bereiche 

Das Problem, alle möglichen Dirichlet-Bereiche eines Punktes P 
bezüglich einer Gittergruppe r zu finden, hängt eng zusammen mit dem 
Problem, alle regulären und normalen Teilungen des Raumes aufzuzählen 
(vgl. Abschnitt 6.4). In voller Allgemeinheit ist dieses Problem bis 
anhin (1981) nicht gelöst. Einen guten Ueberblick bis zum heutigen 
Stand gibt Engel [l], [2]. 

Die symmetrischen Dirichlet-Bereiche sind wohlbekannt (vgl. 
Abschnitt 6.4). Lassen wir die Bedingung der Symmetrie fallen, so 
eröffnet sich gleichsam ein Abgrund: allein in dem kubischen Kristall-
system fand E. Koch [l] 117 verschiedene Typen von Dirichlet-Bereichen. 
Und dies scheinen noch lange nicht alle zu sein. P. Engel fand 172 
neue Typen innerhalb einer einzigen Raumgruppe (Engel [3]). Diese 
Ergebnisse wurden u. a. dadurch erzielt, indem die Bahnen verschie-
dener Punkte unter einer Raumgruppe (a genauer untersucht wurden. 

In der Ebene ist die Sachlage besser überblickbar. Es gibt 
nur vier Typen von Dirichlet-Bereichen: Dreieck, Rechteck, Quadrat 
und Sechseck (Coxeter [2], Engel [l], [2]). Darüberhinaus wurden auch 
die regulären Teilungen der Ebene bereits intensiv untersucht 
(vgl. Grünbaum [l]). Im Räume ist in dieser Hinsicht noch sehr wenig 
bekannt. 
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8 Der reziproke Raum 

8.1 Gitterperiodische Funktionen 

Funktionen f(r), die physikalische Eigenschaften eines 
Kristalls beschreiben sollen, müssen die räumliche Anordnung und 
Verteilung der Kristallbausteine wiederspiegeln, d.h. sie müssen 
bezüglich den Operationen der Gittergruppe P einer Raumgruppe 
invariant sein. Ist b^, b^, b^ eine Basis des Gitters L und a der 
Vektor einer Translation in P , so gilt 

-»• ->• . , a = n, bn + n0b0 + n^b, mit n_, , n_, nv e Z. 11 d Z j j l ^ J ) 

Es muss gefordert werden: 
f(r + a) = f(r) 

Die Funktion f(r) nimmt an bezüglich der Gittergruppe P äquivalenten 
Punkten denselben Wert an. Erfüllt f(r) diese Bedingung, so nennt 
man f(r) g i t t e r p e r i o d i s c h . 

Periodische Funktionen lassen sich in eine Fourierreihe 
entwickeln. Mit geeigneter Normierung kann man erreichen, dass 

f(?) = Z AS e23ri , (1) 

wobei 

-» b 

Aß = J L J f(?) e"2*1 W dr . (2) 

V0 
Denn 

/ f(?) e-23ri dr = / Z 

V0 V0 
= r 

b* 

-> b» 

Ab-

. 25Ti b.r -23ti b-r , A^. e e dr b' 

[ j e2*1 d? ] 

V0 
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wobei das Integral in der Klammer nur für b! = b nicht verschwindet: 

j u -m _-23ti b-r r) e dr = A^ VQ 

V0 
VQ = Volumen v o n Basisvektoren aufgespannten 
(primitiven) Hnheitszelle des Gitters. Das Integral geht also jeweils 
über das ganze Volumen der Einheitszelle. 

In der Summe (l) ist über alle möglichen Vektoren b zu summie-
-V 

ren. Die entsprechenden Bedingungen an b ergeben sich aus der Perio-
dizitätsforderung: 

2jfi w-» V a 2jfi b«(r + a) f(r + a) = 2_ Af e 
b 

- X Ag e2*1 e2r,i (3) 
b 

wobei 
1 Act " ir b VQ /

„/•+ -23ti l3-r -27\i b«a /, \ 
f ( r + a ) e e dr, (4) 

V0 
Die Ausdrücke (l) und (3) bzw. (2) und (4) erfüllen nur dann die 
Periodizitätsbedingung 

f(r + a) = f(r), 
wenn 

25ii b-a e = 1 
ist. Dies ist äquivalent mit 

2jl b.a = = 25Vn, d.h. b-a = n mit ncZ. 
Eine solche Bedingung erfüllt jeder Vektor 

-*1 -*3 b = mnb + m„b + nub , m-,, m„, au e Z, 1 2 3 -l 2 3 
wenn die Beziehung 

C l b • b. = o . mit i, j = 1, 2, 3 J 0 
gilt. 
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Beweis: Mit 
-»]_ ->-2 3 b = m, b + m0b + m,b 1 2 3 

- > a = n-, b., + n0b0 + 1 1 2 2 5 3 
ergibt sich das Skalarprodukt zu 

b-a = b »t»̂ ) + m2n2(b + 

= nun, + m0n0 + m.,n, I I 2 2 5 5 
= n mit n e E 

->1 ->-2 -»3 
Durch unsere Bezeichnung der neuen Basis mit b , b , b haben wir 
schon darauf hingewiesen, dass hier offenbar eine reziproke Basis 
bezüglich der Basis b^, b2? b^ vorliegt. Die erlaubten Vektoren b, 
d.h. diejenigen Vektoren, über die in der Summe (l) summiert werden 
darf, sind also die Vektoren des reziproken Gitters ! 

Die eben angestellten Ueberlegungen lassen erkennen, wie der 
Begriff der Reziprozität auf zusammengesetzte oder mehrfache Gitter 
angewendet werden kann. Die allgemeinsten diskreten Punktgebilde, 
die in drei nichtkoplanaren Richtungen translationsinvariant sind, 
sind die Bahnen von einem oder mehreren Punkten unter einer Raumgruppe 
G . Beschreiben wir diese Punktverteilungen durch eine Funktion f 
als ein Integral über eine Summe von Dirac'sehen & - Funktionen (für 
jeden Punkt der Bahn eine), so ist klar, dass f gitterperiodisch ist. 
Mit anderen Worten, die Funktion f ist bekannt, wenn wir die Verteilung 
der Punkte in einer Einheitszelle eines der Raumgruppe zugeordneten 
Gitters (aufgefasst als I"1 - Bahn eines Punktes P) kennen. Die 
Funktion f kann nun .in der Form 

f(r) = X. e (!) 

dargestellt werden, d.h. als eine gewichtete Summe (Fourierreihe) über 
die Punkte r* des reziproken Gitters. Die Gewichte oder Amplituden sind 
dann gegeben durch 

1 / f(?) e" 2^ dr (2) 

V0 

A?* - VQ 
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Die Kristallographen schreiben dafür auch 
Fhk/ = Z e~23fi(hx^ + ky + /Z.) 

J 
j 

und nennen die komplexe Zahl F^kl S t r k t u r f a k t o r . 
Aus der Darstellung (l) sehen wir, dass sich die gesamte 

Information über unser diskretes Punktgebilde wie in den Punkten 
des reziproken Gitters sammelt. Kennen wir also die (im allgemeinen 
komplexen) Amplituden A ^ in sämtlichen Punkten r* des reziproken 
Gitters, so kennen wir die Funktion f. Es besteht also eine umkehr-
bar eindeutige Beziehung zwischen dem translationsinvarianten diskreten 
Punktgebilde uM dem mit den Amplituden Agewichteten reziproken 
Gitter. Es ist in diesem Zusammenhange nicht mehr zulässig, von einem 
Gitter zu sprechen, da im allgemeinen jedem Punkt r* des reziproken 
Gitters ein anderes Gewicht zugeordnet wird und folglich keine 
Translationsinvarianz mehr vorliegt. Man spricht deshalb von der 
r e z i p r o k e n S t r u k t u r , vom r e z i p r o k e n 
R a u m oder vom F o u r i e r - R a u m. 

Intuitiv lässt sich das gewonnene Resultat auch noch auf 
folgendem Wege einsichtig machen (vgl, Ewald [l], S. 139ff.)» Die 
gewöhnliche Beschreibung eines Gitters charakterisiert dieses durch die 
Angabe der Punktlagen r, währen die reziproke Beschreibung (mittels 
des reziproken Gitters) dasselbe Gitter durch die Angabe der Ebenen-
lagen r* schildert. Dabei ist die erste rationale Ebene des direkten 
Gitters in Richtung r* gegeben durch r-r* = 1, wobei hier r variabel 
ist. Innerhalb der einzelnen Teilgitter eines zusammengesetzten Gitters 
(wie unser diskretes Punktsystem eines ist) existieren nur die gleichen 
Ebenenrichtungen wie im einfachen Gitter. Denn werden Punkte aus ver-
schiedenen Teilgittern durch eine Ebene verbunden, so wird diese Ebene 
entweder noch durch unendlich vieLe analoge Punkte gehen, also zu den 
rationalen Ebenen gehören, die auch im einfachen Gitter schon vorhanden 
sind, oder aber die Ebene hat eine irrationale Lage, und enthält nur 
endlich viele Punkte, ist also keine Gitterebene. Wir sehen, dass in 
einem zusammengesetzten Gitter keine neuen Ebenenrichtungen auftreten, 
und somit die ihm zugeordnete reziproke Struktur geometrisch ein 
gewöhnliches reziprokes Gitter sein muss. 
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Während im einfachen Gitter die Ebenen, die einer und dersel-
ben Schar angehören, gleichwertig sind, d.h. sich in gleichen Abstän-
den folgen und gleiche Belastungen (Punktdichte pro Flächeneinheit) 
aufweisen, ist dies im zusammengesetzten Gitter nicht mehr der Fall. 
Die Beschreibung des Gitters durch seine Ebenen muss die Abstands-
folgen und die verschiedenen Belastungen innerhalb einer Ebenenschar 
erkennen lassen. Es bleibt also nur die Möglichkeit, den Punkten des 
reziproken Gitters verschiedenes Gewicht beizulegen. Es zeigt sich 
dann , dass die Gewichte des reziproken Gitters sich durch die 
Abstände und Belastungen der Netzebenen ausdrücken lassen (Ewald [l], 
S. 148). 

Die Verallgemeinerung unserer Ueberlegungen von diskreten auf 
kontinuierliche gitterperiodische Punkteverteilungen (z.B. Elektronen-
dichteverteilungen) macht nun keine begrifflichen Schwierigkeiten 
mehr. Die Funktion f ist dann eben nicht mehr diskret, sondern konti-
nuierlich von ? abhängig. Die Form der Fourierreihe (l) und ihre Um-
kehrung bleiben sich gleich. Die reziproke Struktur ist folglich 
der allgemeinste Begriff, der sich als Verallgemeinerung des Begriffs 
des reziproken Gitters im Rahmen von gitterperiodischen Funktionen 
gewinnen lässt. 

Literatur: Ewald [l], Herrmann/Preppernau [l]. 

8.2 Symmetrien des reziproken Raumes 

8.2.1 Punktgruppensymmetrie 

Die reziproke Darstellung (reziproker Raum) einer diskreten, 
gitterperiodischen Punktmenge besteht aus den Punkten des reziproken 
Gitters, von denen jeder ein idividuelles komplexes Gewicht Aj^ 
besitzt, das sich aus Betrag und Phase zusammensetzt: 

F h k / = A r * = lA?*' glCS-
Der reziproke Gitterpunkt mit den Koordinaten r* = (h,k,/) liegt auf 
der Normalen des Netzebenensatzes (hk/). Die Lagen der Normalen haben 
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offensichtlich diesselbe Symmetrie wie die Lagen der Ebenen (Satz 6,5). 
Symmetrieäquivalente Netzebenensätze haben ausserdem gleiche Abstands-
periode, weshalb auch die Abstände vom Nullpunkt der reziproken Gitter-
punkte symmetrieäquivalenter Normalen gleich sein müssen. Diese beiden 
Feststellungen garantieren dafür, dass die Positionen zweier reziproker 
Gitterpunkte, die zwei symmetrieäquivalente Netzebenensätze beschrei-
ben, zumindest über dis gleiche Symmetrie gekoppelt sind, wie die 
Netzebenen selbst (vgl. Satz 6.5). Auf jeden Fall sind Betrag und 
Phase der Darstellung symmetrisch äquivalenter Netzebenensätze mit der 
gleichen Symmetrie gekoppelt, wie die Netzebenensätze selbst. Die 
PunktgruppenSymmetrie des reziproken Raumes ist also diesselbe wie 
diejenige des ursprünglichen Raumes. 

8.2,2 Konjugierte Symmetrie 

Der reziproke Raum besitzt noch eine weitere Symmetrie: 
die konjugierte Symmetrie; sie kommt dem direkten Raum nicht zu. 
Dies hängt mit der Fourier-Darstellung des reziproken Raumes zusammen. 
Für die Amplitude einer gitterperiodischen Funktion f(r) mit r • 

w-M V a 25rl r*-r 

gilt 
r* 

. i r*. r A-*̂  = / f(r) e dr / f(?) v 
Wird der Punkt r* des reziproken Raumes am Ursprung gespiegelt, so 
ist das äquivalent einer komplexen Konjugation der Amplitude A^,: 

A = Ä-»„ 

Ä •>„ = A-+„ — 3? 
Hat die vorliegende diskrete Punktmenge ein Symmetrizentrum (Inversions-
zentrum), so gilt offenbar, wenn dieses Zentrum im Ursprung liegt: 
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A = A-»„. 

Daraus folgt 

d.h. der Strukturfaktor ist reell. Die Phase kann dabei nur die 
Werte 0 oder y annehmen. 

Literatur: Buerger [3], [6]. 
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