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EINFÜHRUNG 

1. Historische und philosophische Hin tergründe der Finsler-Mengenlehre 

Seit Georg Cantors Abhandlungen zur Mengenlehre haben viele Mathematiker versucht, 
den mathematischen Bereich der Mengen, insbesondere der transfmiten Ordinal- und 
Kardinalzahlen axiomatisch zu begründen. Ernst Zermelos Axiomensystem [1908] war 
noch im Rahmen der klassischen Tradition der Logik aufgestellt worden, das heißt ohne 
Bezug auf eine bestimmte symbolische Logik. Axiomatik für einen Bereich mathematischer 
Objekte bedeutete in diesem Zeitraum, im Sinne von David Hilberts Grundlagen der 
Geometrie von 1899, eine rein begriffliche, implizite Festlegung der für alle Begriffe und 
Theoreme notwendigen und hinreichenden Grundbeziehungen zwischen den Elementen des 
betrachteten Gegenstandsbereiches. 

Erst die Erweiterung und «Präzisierung» der Zermeloschen Axiome durch Abraham 
Fraenkel und Thoralf Skolem brachte einen expliziten Bezug auf eine symbolische 
Sprache. Damit ist der Ausgangspunkt einer Entwicklung gegeben, in der sich immer mehr 
die Auffassung durchsetzte, daß Axiomatik die begriffliche Festlegung im Rahmen einer 
symbolischen Sprache bedeutet, daß also Axiomatik immer formalsprachliche Axiomatik 
sein muß. 

Alternative, allerdings mit dem Zermelo-Fraenkel-Skolemschen System (ZF-Mengenlehre) 
äquivalente Axiomensysteme wurde von John von Neumann, Paul Bernays und Kurt Gödel 
entwickelt. Eine echte Alternative, die sich in wesentlichen Punkten von den vorangehenden 
Axiomensystemen der Mengenlehre unterschied, wurde zum Beispiel von Willard V. 0 . 
Quine in seinen New Foundcitions aufgestellt. Allen diesen Systemen ist jedoch gemeinsam, 
daß sie sich wesentlich auf eine explizit sprachlich festgelegte Logik stützen. 

Paul Finslers Ansatz zur axiomatischen Erfassung der Mengenlehre ist im Gegensatz zu 
den bisher genannten Systemen fast völlig in Vergessenheit geraten. Dies hat seinen Grund 
vor allem in der Tatsache, daß sie weder gründlich rezipiert noch weiter entwickelt worden 
ist. Große Schwierigkeiten in der Rezeption der Finsler-Mengenlehre bereitet die Tatsache, 
daß Finsler streng an der ursprünglichen rein gedanklich-begrifflichen Auffassung der 
Axiomatik im Sinne des frühen Hilbert der Jahrhundertwende festhält und damit an eine 
Auffassung der Logik anknüpft, die die meisten mathematischen Logiker in den zwanziger 
Jahren (inklusive Hilbert) bereits verlassen hatten. Im weiteren verwendet der von der 
Differentialgeometrie her kommende Finsler manchmal Methoden und Notationen, die 
nicht üblich waren. Weiter stand der Rezeption im Wege, daß er den damals ungewohnten 
und heute üblich gewordenen Unterschied von Mengen und Klassen einführte sowie von 
vornherein auch unfundierte Mengen in sein System miteinbezog. 

Eine tiefergehende Schwierigkeit für die Rezeption der Finsler-Mengenlehre war (und ist) 
Finslers philosophische Einstellung zur Mathematik, die wir mit Ideenrealismus 
(manchmal auch Piatonismus genannt) bezeichnen. In dieser auch von Cantor geteilten 
Auffassung gilt: Die mathematischen Objekte und deren Beziehungen existieren in einem 
absoluten Sinne als ideale (nicht-materielle) Objekte unabhängig von der Art und Weise, 
wie die Mathematiker sie erkennen, gedanklich erreichen oder darstellen sowie sprachlich 
ausdrücken können. 

Diese ideenrealistische Anschauung mathematischer Inhalte ist für Finsler nichts 
Hypothetisches, sondern Ergebnis der tatsächlichen mathematischen Denkerfahrung. Auf 
diesen philosophischen Hintergrund seiner Mengenlehre ist Finsler selbst nie näher 
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eingegangen, da er ihn für selbstverständlich hielt. Obwohl diese Überzeugung für das 
Verständnis der Finsler-Mengenlehre wesentlich ist - ohne sie läßt sich die Finsler-
Mengenlehre nicht nachvollziehen - soll sie an dieser Stelle nicht weiter verfolgt oder 
begründet werden, da es uns hier darauf ankommt, die innere Konsistenz dieser 
Mengenlehre selbst zu demonstrieren. Die konsistente Denkbarkeit spricht für sich selbst, 
was immer man für eine philosophische Überzeugung haben mag. 

Alle Mathematiker sind damit einverstanden, daß Existenz Widerspruchsfreiheit impliziert, 
aber Finsler hielt streng an der für viele Mathematiker immer noch selbstverständlichen 
Auffassung fest, daß auch die Umkehrung gilt: Widerspruchsfreiheit impliziert Existenz. 
Dies bedeutet, daß die (widerspruchsfreie) Denkbarkeit eines mathematischen Inhaltes mit 
dessen Existenz äquivalent ist. Jede Forderung, welche an die Existenz zusätzliche 
Bedingungen (wie Konstruierbarkeit, symbolische Ausdrückbarkeit etc.) stellt, bedeutet 
eine Einschränkung aller denkbaren Objekte, die einer philosophischen Rechtfertigung 
bedarf. 

Im weiteren ging Finsler im Rahmen seiner absoluten Auffassung der Logik von der 
universellen Gültigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, das heißt vom tertium 
non clatur aus. 

Die bisher diskutierten aus dem Ideenrealimsus entspringenden philosophischen 
Überzeugungen, die der Finsler-Mengenlehre zugrundeliegen, werden die meisten 
Mathematiker nicht überraschen, denn für sie entsprechen diese weitgehend der 
Forschungspraxis, ohne daß im allgemeinen diese Praxis dadurch konkret tangiert wäre. 
Wie sich zeigen wird, hat jedoch der Ideenrealismus weitreichende und sehr konkrete 
Konsequenzen für die Auffassung der Grundlegung der Finsler-Mengenlehre. 

Wenn Finsler zum Beispiel von allen Mengen spricht, dann meint er auch wirklich alle. Er 
beschränkt sich weder auf Darstellungen in abzählbaren oder fmiten Systemen noch auf 
Darstellungen in einer abzählbaren symbolischen Sprache wie der symbolischen 
Prädikatenlogik erster Stufe. Es sollen demzufolge auch alle diejenigen Mengen gemeint 
sein, die man (noch) nicht explizit kennt oder die nicht in irgendeinem Sinne konstruiert 
oder sprachlich dargestellt werden können. Dies bedeutet jedoch nicht, daß Finsler die 
uneingeschränkte Gültigkeit des Komprehensionsprinzips annimmt, das besagt, daß jeder 
Begriff (Prädikat) eine Menge bestimmt. Denn dieses Prinzip, in seiner uneingeschränkten 
Form, gäbe die Grundlage ab zur Ableitung von Antinomien, insbesondere der 
Russellschen «Menge» aller sich selbst nicht enthaltenden Mengen. 

Die Antinomien, die im Zusammenhang der mathematischen Logik und der Mengenlehre 
aufgetreten sind und zum Anlaß der sogenannten Grundlagenkrise der Mathematik 
geworden sind, haben viele mathematischen Logiker dazu geführt, den für die 
mathematische Praxis nach wie vor grundlegenden Standpunkt des Ideenrealismus zu 
verlassen, da er für eine präzise Erfassung der logischen und erkenntnistheoretischen 
Grundlagen der Mathematik unzureichend schien. Es ist interessant, daß obwohl auch Kurt 
Gödel eine überzeugter Ideenrealist gewesen ist, er sich in fast allen seinen Schriften, 
insbesondere in seiner bahnbrechenden Arbeit über die Unvollständigkeit der 
Prädikatenlogik erster Stufe, der gängigen Mode der Darstellung mathematischer Inhalte 
auf der Grundlage einer Logik in symbolisch-sprachlichem Gewände angepaßt hat (siehe 
dazu zum Beispiel Gödel [1995]). 

Finsler hat sich gründlich mit den im Zusammenhang mit der Grundlegung der Mathematik 
aufgetauchten Antinomien auseinandergesetzt und auf der Grundlage seiner 
ideenrealistischen Logikauffassung gelöst. Es gelang ihm zu zeigen, daß zur Beherrschung 
der Antinomien keinerlei (sprachliche oder sonstige) Einschränkungen der Logik oder der 
mathematischen Begriffe eingeführt werden müssen. 
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Andere Lösungen der Antinomien erfordern in dieser oder jener Art einschneidende 
Beschränkungen des begrifflichen oder des sprachlichen Darstellungsapparates. Bezüglich 
der Mengenlehre wurde zum Beispiel eine Beschränkung der Größe verlangt (limitation of 
size\ siehe dazu Hallett [1984]). Im Sinne Finslers muß man jedoch fragen: Warum kann es 
keine großen oder größten Mengen geben? 

Russell wollte mit seinem Zirkelfehlerprinzip alle Arten von Selbstbeziehung ausschließen, 
um damit der Konstruktion der Antinomien mit einem Streich den Boden zu entziehen. 
Aber wird hier nicht das Kind mit dem Bade ausgeschüttet? Finsler macht darauf 
aufmerksam, daß die Selbstbeziehung oder Zirkelhaftigkeit einer Begriffsbestimmung nicht 
notwendigerweise zu einem Widerspruch fuhrt. Die folgenden auf Finsler zurückgehenden 
elementaren algebraischen Beispiele für erfüllbare und nicht erfüllbare zirkelhafte 
Begriffsbestimmungen (Definitionen) demonstrieren dies anhand einer Bestimmungs-
gleichung für reelle x: 

x = a - x. 

Diese Gleichung ist erfüllbar, und zwar genau durch x = all. Dagegen ist die Gleichung 

x = a + x 

durch kein x erfüllbar, wenn a & 0; und für a = 0 ist der Wert von x unbestimmt. 

Wie auch die höhere Mathematik zeigt, kann das mathematische Denken erfolgreich mit 
selbstbezüglichen Situationen umgehen, zum Beispiel bei Fixpunktstheoremen und in der 
Eigenwerttheorie. 

Finsler ging davon aus, daß man ein alle Mengen überhaupt umfassendes Mengensystem 
ins Auge fassen müßte, bevor man durch irgendwelche Maßnahmen eingeschränkte 
Mengensysteme betrachten kann. Letztere sind dann wohldefinierte Teilsysteme des 
Systems aller Mengen. Dies bedeutet, daß man auch alle widerspruchsfreien (das heißt 
wohldefinierten) zirkelhaften Mengen in das System aller Mengen einbetten muß. 

Eine andere Beschränkung des Universums der zu betrachtenden Mengen besteht in der 
Forderung, nur in irgendeinem präzisen Sinne konstruierbare Mengen zuzulassen, damit 
man überhaupt etwas in der Hand hat, wovon man konkret sprechen kann. Für einen 
Mathematiker, der seinen Ideenrealismus wirklich ernst nimmt, kommt diese im Grunde 
pragmatische Position jedoch nicht in Frage. Was ihn interessiert sind nicht die praktisch 
oder theoretisch auffindbaren oder konstruierbaren Mengen, sondern eben alle Mengen. 

Das Bestreben, wirklich alle, oder soviele Mengen als möglich zu fassen, ist eine direkte 
Konsequenz des Ideenrealismus und kann als Maximalprinzip bezeichnet werden. Gödel 
sowie andere Mengentheoretiker und Logiker legten ebenfalls das Maximalprinzip ihren 
Untersuchungen zugrunde. Insbesondere hoffte Gödel, daß Axiome, welche die Existenz 
immer größerer Kardinalzahlen fordern, letztlich zu einem System von Mengen führen 
würden, in welchem die Kontinuumshypothese entschieden werden kann. Solche Axiome 
gibt es aber bis heute noch nicht. Finsler dagegen baute das Maximalprinzip direkt in sein 
drittes Axiom ein. Dies hat unter anderem zur Konsequenz, daß die Finsler-Mengenlehre 
prinzipiell nicht symbolisierbar ist. 
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2. Axiome der Finsler-Mengenlehre 

Die von Finsler aufgestellten Axiome lauten nun folgendermaßen: 

Axiom I (Bestimmtheit) Für jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu 
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat. 

Axiom II (Identität) Mengen sind immer dann identisch, wenn die 
Annahme ihrer Identität nicht zu einem Widerspruch führt. 

Axiom III (Vollständigkeit) Ein mathematisches Objekt ist eine 
Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu 
einem Widerspruch mit. den Axiomen I und II führt. 

Diese Axiome sind im selben Sinne wie die Euklidisch-Hilbertschen Axiome zur Grund-
legung der Geometrie aufzufassen. Man geht aus von einem Bereich von mathematischen 
Objekten, und bestimmt genau diejenigen unter ihnen als Mengen, welche die drei 
genannten Axiome erfüllen. Selbstverständlich werden nur reine Mengen betrachtet, das 
heißt solche Mengen, deren Elemente wieder Mengen sind. Die zur üblichen e-Beziehung 
inverse 3-Beziehung bedeutet, daß wenn MB N, dann ist N Element der Menge M. 

Mit diesen Axiomen gelingt es Finsler, unmittelbar die Eindeutigkeit (Monomorphie oder 
Kategorizität), Widerspruchsfreiheit und Vollständigkeit seiner Mengenlehre abzuleiten 
(Abschnitt 1.7). 

3. Vergleich der Finsler-Mengenlehre mit anderen Mengenlehren 

Für Kenner der traditionellen ZF-Mengenlehre mögen die Axiome aus Abschnitt 2 seltsam 
erscheinen. Finsler kann jedoch aufgrund einer Unterscheidung von zirkelfreien und 
zirkelhaften Mengen zeigen, daß alle Axiome von Zermelo für die Klasse aller zirkelfreien 
Mengen gelten (Abschnitt II.3). Dies bedeutet insbesondere, daß das Auswahlaxiom für 
zirkelfreie Mengen beweisbar ist; es ist jedoch falsch für den Bereich der zirkelhaften 
Mengen. Mit anderen Worten: das Auswahlaxiom ist global falsch, und lokal für den 
eingeschränkten Bereich der zirkelfreien Mengen beweisbar. (In der ZF-Mengenlehre ist 
das Auswahlaxiom unabhängig). 

Im weiteren gilt in der Finsler-Mengenlehre, wie in Aczels Mengenlehre [1988] der non-
well-founded sets, das Fundierungsaxiom nicht, das heißt es sind auch sich selbst 
enthaltende Mengen sowie nichtabbrechende «absteigende» Ketten von 
Elementbeziehungen erlaubt. 

Eine besondere Leistung Finslers besteht in dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit, das 
heißt der Existenz unendlicher Mengen, und damit in dem Beweis des 
Unendlichkeitsaxioms. Er zeigt insbesondere die Existenz der Menge der natürlichen 
Zahlmengen sowie die daraus ableitbare Existenz des Kontinuums (Abschnitt II.9). 
Vermöge des Begriffs der zirkelfreien Mengen ist dieser Beweis mit rein mathematischen 
Mitteln dem berüchtigten «philosophischen» Beweis von Dedekind wesentlich überlegen. 
Außerdem gelingt Dedekind nur der Nachweis (besser: Hinweis) auf die im Hegeischen 
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Sinne «schlechte Unendlichkeit» einer nicht abbrechenden Folge von Nachfolgern. Finsler 
weist dagegen die Existenz einer im Sinne von Dedekind unendlichen Menge, das heißt 
einer zu einer Teilmenge ihrer selbst gleichmächtigen Menge nach, nämlich die 
Unendlichkeit der Menge aller zirkelfreien Mengen (Abschnitt II.5). 

Damit scheint die Finsler-Mengenlehre in die Nähe der New Foimdcitions zu kommen, wo 
ebenfalls das Unendlichkeitsaxiom der ZF-Mengenlehre beweisbar ist und das 
Auswahlaxiom widerlegbar (allerdings im Rahmen einer symbolischen Sprache). 

In Finslers Mengenlehre gibt es, wie in den New Foundations und im Gegensatz zur ZF-
Mengenlehre eine Allmenge. Diese ist jedoch zirkelhaft, da sie Element von sich selbst sein 
muß. Es gibt weiter eine größte Kardinalzahl, sowie Kardinalzahlen, welche unerreichbar 
sind. (In der ZF-Mengenlehre ist die Existenz unerreichbarer Kardinalzahlen nicht 
beweisbar.) Es gibt jedoch wie in der ZF-Mengenlehre so auch in Finslers Mengenlehre 
keine Menge aller Ordinalzahlen (Antinomie von Burali-Forti), aber es gibt eine größte 
Ordinalzahl, nämlich die Menge aller Ordinalzahlen, welche einen Nachfolger haben. 

Der Beweis der Vollständigkeit und Widerspruchsfreiheit für das Finslersche 
Axiomensystem impliziert die Vollständigkeit und Widerspruchsfreiheit des (nicht 
symbolisierten) Zermeloschen Axiomensystems der hier so genannten Cantor-Mengenlehre 
(Abschnitt II.8). Dies ist bemerkenswert, denn gemäß Gödels zweitem Unvollständigkeits-
theorem gibt es für symbolisierte Axiomensysteme wie das Axiomensystem der ZF-
Mengenlehre nur relative Konsistenzbeweise. 

Es ist naturgemäß für einen mathematisch gebildeten Leser, der mit der ZF-Mengenlehre 
und der mathematischen Logik, daß heißt der formalen Logik im symbolischen Gewände 
groß geworden ist, sehr schwierig, Schlußweisen, die auf ideenrealistischen Überzeugungen 
ruhen, ernst zu nehmen und symbolische Gewohnheiten für eine Weile abzulegen. Wenn 
man wirklich versucht, in den gedanklich-begrifflichen Gehalt von Finslers Mengenlehre 
einzusteigen, wird man durch eine umfassende und gedanken-ästhetisch befriedigende 
Theorie belohnt, die zugleich ein Loblied an die Unerschütterlichkeit des menschlichen 
Denkens ist. Selbstverständlich sind noch viele Fragen und Probleme in der Finsler-
Mengenlehre offen, sodaß ein reiches Feld weiterer Forschung übergeben werden kann. 

4. Hinweise auf die Literatur 

Eine erste Neubearbeitung der Finsler-Mengenlehre stammt von Burckhardt [1938, 1939], 
Er hielt sich jedoch sehr eng an das Original und seine Darstellung hilft unseres Erachtens 
deshalb einem modernen Leser wenig für das tiefere Verständnis des Finslerschen 
Ansatzes. Soweit wir wissen, ist die vorliegende Neubearbeitung die erste Darstellung, die 
sich konsequent mit den entsprechenden Sachverhalten der ZF-Mengenlehre im Rahmen 
der Prädikatenlogik erster Stufe auseinandersetzt. Für Standardauffassungen der 
axiomatischen ZF-Mengenlehre verweisen wir auf Ebbinghaus [1994], Jech [1978], Kunen 
[1980] und für die naive Klassen- und Mengenlehre auf Haimos [1968], 

Das einzige uns bekannte Lehrbuch der Mengenlehre, welches überhaupt auf die Finsler-
Mengenlehre eingeht - wenn auch nur am Rande - ist Bachmann [1967], 

Unser Ansatz ist vor allem systematisch, deshalb gehen wir nur am Rande auf historische 
und philosophische Aspekte oder Parallelentwicklungen ein. Es werden hier auch nicht die 
verschiedenen Versionen innerhalb Finslers eigenen Darstellungen untersucht. Für letzteres 
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sei auf Booth [1996a] verwiesen und für Hinweise auf andere Ansätze zur Aufstellung 
nicht-fundierter Mengenlehren auf Aczel [1988], Barwise/Moss [1991] und Devlin [1993], 
Eine andere Alternative zur traditionellen Mengenlehre, die eine gewisse Verwandtschaft 
mit der Finsler-Mengenlehre hat, stammt von Ackermann [1956] und wird in Booth 
[1996a] diskutiert. In Booth [1996a] werden zudem einige Einwände diskutiert, die am 
Beginn der Rezeption der Finsler-Mengenlehre eine gewisse Rolle gespielt haben. 

Am ausführlichsten untersucht wurden bisher die kombinatorisch interessanten endlichen 
und erblich-endlichen Mengen. Für Literaturhinweise verweisen wir auf Booth [1996b, c]. 

Weitere Ausführungen und Literaturhinweise zum Ideenrealismus finden sich in Unger 
[1978] und Ziegler [1992], [1996a, c, d]. 
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I. AXIOME DER FINSLER-MENGENLEHRE 

1.1 Die Axiome 

Innerhalb des Bereichs aller mathematischen Objekte werden genau diejenigen als Mengen 
ausgezeichnet, welche die folgenden drei Axiome erfüllen: 

Axiom I (Bestimmtheit) Für jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu 
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat. 

Axiom II (Identität) Mengen sind immer dann identisch, wenn die 
Annahme ihrer Identität nicht zu einem Widerspruch führt. 

Axiom III (Vollständigkeit) Ein mathematisches Objekt ist eine 
Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu 
einem Widerspruch mit den Axiomen I und II führt. 

Wie üblich seit den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts betrachtet man nur diejenigen 
Mengen als zur Mengenlehre gehörig, deren Elemente selbst wieder Mengen sind, das heißt 
die sogenannten reinen Mengen. 

Im Sinne des Ideenrealismus ist es unproblematisch, sich auf alle mathematischen Objekte 
zu beziehen (siehe Einführung, Abschnitt 1). 

Der sachgemäße Grund, daß hier die zur üblichen e -Beziehung inverse ^-Beziehung des 
Enthaltens verwendet wird, ist, daß eine Menge ihre Elemente bestimmt, und nicht 
umgekehrt. Diese Festlegung der Grundrelation 3 wird durch die Tatsache nahegelegt, daß 
nicht zu jeder wohlbestimmten Gesamtheit von Mengen eine Menge existiert, welche alle 
diese Mengen als Elemente enthält. Das bekannteste Beispiel für diese Tatsache ist die 
Russell-Klasse der sich selbst nicht enthaltenden Mengen. 

Im Vordergrund von Finslers Mengenauffassung steht also nicht die extensionale Element-
Auffassung einer Menge («Eine Menge ist nichts anderes als die Summe ihrer Elemente»), 
sondern die Struktur-Auffassung bezüglich der a-Beziehung (siehe dazu auch Abschnitt 
1.4). Aus diesem Grund verwenden wir im Anschluß an Finsler zunächst diese inverse 
3-Beziehung, damit sich die Finsler-Mengenlehre auch in ihrer Symbolik deutlich von der 
üblichen ZF-Mengenlehre unterscheidet. - Wenn das sachgemäße Verständnis von 3 gut 
ausgebildet ist, kann man natürlich wieder e benützen. Ab Kapitel II werden wir davon 
Gebrauch machen, weil sich e einfacher und leichter lesen bzw. schreiben läßt. 

Beispiele von Mengen (Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise folgen später; die 
entsprechenden Figuren geben eine auf Finsler zurückgehende anschaulich-graphische 
Repräsentierung reiner Mengen): 

Leere Menge, Nullmenge ; 0 (Figur 1.1). 

Einsmenge: {0} (Figur 1.1). 

Natürliche Zahlmengen: 0 := 0 , 1 {0}, 2 {1}, ... ,n + 1 = {n}, ... 

(Figur 1.2). 

Endliche Ordinalzahlen: 0 = 0 , 1 {0}, 2 = {0, 1}, ... , n + 1 := {0, 1, ... , n},... 

(Figur 1.3). 
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0 = 0 {0} = 1 

Figur 1.1 Figur 1.2 

J 

Figur 1.3 Figur I. 

Man beachte, daß die in den obigen Beispielen auftretenden Definitionen der natürlichen 
Zahlmengen nicht mit der üblichen Auffassung übereinstimmen, gemäß der endliche 
Ordinalzahlen als Repräsentanten der natürlichen Zahlen gelten. Um jedoch diese beiden 
wesentlich voneinander verschiedenen Mengenfolgen deutlich zu unterscheiden, behalten 
wir die auf Finsler zurückgehende Bezeichnung bei. 

Es sind auch Mengen erlaubt, die sich selbst enthalten, da diese im allgemeinen 
unproblematisch sind, so insbesondere dieJ-Menge mit J- {J} (Figur 1.4). 

Die 3-Bezichung ist einmehrdeutig, das heißt Mengen können im allgemeinen mehr als ein 
Element enthalten. In diesem Sinne können Mengen im wesentlichen als verallgemeinerte 
natürliche Zahlmengen aufgefaßt werden mit einer mehreindeutigen Beziehung des 
Enthaltens anstatt einer eindeutigen Bestimmtheit des enthaltenen Elements. 

1.2 Mengen und Klassen 

Definition Unter einer Klasse verstehen wir eine Gesamtheit von Mengen, bei der 
eindeutig bestimmt ist, welche Mengen dazu gehören. Diese Mengen heißen die Elemente 
der Klasse. Wir schreiben K(x) oder x e K, wenn die Menge x ein Element der Klasse K 
ist. - Eine Klasse K' ist Teilklasse einer Klasse K, wenn aus K'(x) folgt K{x). Wir 
schreiben dafür: K' cz K. 
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Meistens wird eine Klasse von einem Prädikat, das heißt einem Begriff bestimmt; die 
Elemente können jedoch auch nur aufgelistet werden. Selbstverständlich kann es für eine 
Klasse verschiedene Definitionen geben. 
Obwohl wir uns der Symbolik der formalsprachlichen Prädikatenlogik bedienen, ist für uns 
die Sprache kein Bestandteil der Logik. Insbesondere beschränken wir uns nicht auf 
formalsprachliche Darstellungen der Prädikatenlogik erster Stufe oder auf eine solche im 
Rahmen einer abzählbaren Sprache. Wenn darüberhinaus von Begriffen die Rede ist, sind 
reine Begriffe gemeint, das heißt solche Begriffe, die in ihrem Inhalt nicht von der 
subjektiven Repräsentation, also nicht von der Erkennbarkeit, subjektiven Vorstellbarkeit 
oder sprachlichen Darstellbarkeit abhängen. 
Beispiele von Klassen: [0, {0}]; [0, {0}, J], Die Russell-Klasse KR aller Mengen, die 
nicht Element von sich selbst sind: 

KR := [x | -i(x 3 x)]. 

Die Russell-Klasse kann natürlich keine Menge sein, denn es ist nicht eindeutig bestimmt, 
ob KR 3 KR oder nicht KR B KR ist. 
Jede Menge kann natürlich als Klasse aufgefaßt werden. Die Hauptarbeit im Rahmen der 
Finsler-Mengenlehre richtet sich auf die Untersuchung, ob - umgekehrt - eine bestimmte 
Klasse eine Menge ist oder nicht. 

Wir stellen einige für die Finsler-Mengenlehre relevante elementare Tatsachen der 
Klassenlogik zusammen (siehe dazu zum Beispiel Haimos [1968]). Eine Klasse ist nur 
dadurch bestimmt, welche Elemente ihr angehören, sodaß Klassen mit denselben Elementen 
vom Gesichtspunkt der Klassenlogik aus als ununterscheidbar oder identisch angesehen 
werden. Dies ist der Inhalt des Extensionalitätsprinzips oder des Klassenidentitätsprinzips: 

VXVYVx (x e X o xeY)-^X=Y. 

Falls man Begriffe auch extensional auffaßt, das heißt sie als (vom Gesichtspunkt der 
extensionalen Klassenlogik) ununterscheidbar auffaßt, wenn sie auf dieselben Gegenstände 
zutreffen, so garantiert das Extensionalitätsprinzip eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
der einstelligen Prädikate mit den Klassen. Dann gehört zu jedem einstelligen Prädikat 
genau eine Klasse und zu jeder Klasse gehört genau ein einstelliges Prädikat, das genau auf 
diejenigen Gegenstände zutrifft, die Elemente der Klasse sind. 

Gemäß dem Extensionalitätsprinzips sind die Nullklasse oder leere Klasse 0 als Klasse 
der Prädikats x ^ x sowie die Allklasse A als Klasse des Prädikates x = x eindeutig 
bestimmt: 

Nullklasse: 0 := [x | x * x] = [x | -i(x = x)], 

Allklasse: A \= [x \ x = x]. 
Man kann zudem zu jedem Objekt x einen Begriff angeben, der genau auf x zutrifft, 
nämlich den Begriff «identisch sein mit x», also das Prädikat P{x) y = x. Den Umfang 
dieses Begriffes nennt man die Einerklasse von x und schreibt dafür 

[x] = [y |j, = x]. 

Es läßt sich nun die übliche Klassenalgebra entwickeln mit Durchschnitt, Vereinigung, 
Komplement etc. und daraus die entsprechenden Gesetze ableiten. 

Der Konjunktion zweier Prädikate entspricht der Durchschnitt und der Disjunktion die 
Vereinigung der entsprechenden Klassen: 

xeXnY O X(x) A 7(X), 
i e l u 7 X(x) v Y(x). 
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Nimmt man die Negation als Entsprechung der Komplementbildung (relativ zur 
Allklasse A) 

X 6 A-X O ~X(x) 

und die Neutralelemente Nullklasse 0 und Allklasse A aus A hinzu, so gelten entsprechend 
die Komplementgesetze 

xeXvj{A-X)=A o X(x)v^X(x), 
r e l n ( / t - l ) = 0 O X(x) A -nX(x), 

und die Gesetze über die Neutralelemente 
I u 0 = I , 
X^A =X. 

1.3 Axiom der Bestimmtheit 

Axiom I (Bestimmtheit) Für jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen sie 
die Beziehung s hat. 

Definition Diejenigen Mengen, zu welchen eine Menge M die Beziehung 3 hat, heißen die 
Elemente der Menge M. Wir schreiben MB N, wenn N Element von M ist. 

Im Sinne einer ersten Eingrenzung des Bereichs der zu untersuchenden Mengen beginnen 
wir mit der Gesamtheit von mathematischen Objekten, welche Axiom I erfüllen. Diese 
Gesamtheit oder Klasse soll X genannt werden, wobei allerdings jetzt noch nicht feststeht, 
ob diese Klasse X nur Mengen enthält. Wir werden uns trotzdem schon auf Mengen aus I 
und Klassen von Mengen aus X beziehen, weil nach Einfuhrung der beiden weiteren 
Axiome II und III sich zeigen wird, daß es tatsächlich eine Klasse X gibt, die I erfüllt und 
nur aus Mengen besteht. 

Definition Eine Klasse (oder Menge), welche mit jedem Element auch alle Elemente dieses 
Elementes enthält, werde transitiv genannt. 

Beispiele: Die Ordinalzahlen sind transitiv, ebenso die Klasse X und die Allklasse A des 
eben bestimmten Mengenbereichs X. Eine beliebige Menge M gehört mindestens zu einer 
transitiven Klasse, nämlich zu X. Im weiteren ist auch die ./-Menge transitiv, denn aus 
J= {J) 3X3 y folgt x = J= {./} und weiter y - J = {J] , also J 3 y. 

Definition Eine Menge X heißt in der Menge M wesentlich, wenn X jeder transitiven 
Klasse angehört, welche sämtliche Elemente von M enthält. 

Falls die Menge X in der Menge M wesentlich ist, so bedeutet dies anschaulich, daß X 
Element irgendeines Elementes des Elementes etc. der Menge M ist. Man könnte auch von 
«erblich enthalten in M» anstatt von «wesentlich in M» sprechen. Daß es Mengen M gibt, 
in denen eine Menge X wesentlich ist, folgt aus Theorem 1.1. Auf das Problem, daß X jeder 
transitiven Klasse angehören soll, welche alle Elemente von M enthält, kommen wir im 
Abschnitt 1.5 zurück, im Zusammenhang mit einer zur obigen Definition äquivalenten 
Definition von «wesentlich». 

Die Klasse der in M wesentlichen Mengen werde mit XM bezeichnet. Sie ist wohldefiniert, 
das heißt, es ist eindeutig bestimmt, welche Mengen als Elemente zu ihr gehören. Denn sei 
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N eine beliebige Menge, dann gibt es entweder eine transitive Klasse, welche alle Elemente 
von M, nicht aber die Menge N enthält, oder es gibt keine solche Klasse. Im zweiten Fall 
gehört N zu Zv/, im ersten nicht. 

Theorem 1.1 Ein Element einer Menge M ist in M wesentlich. 

Beweis: Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, daß ein Element von M jeder, also auch 
jeder transitiven Klasse angehört, welche sämtliche Elemente von M enthält. 

Theorem 1.2 Die Klasse ~LM der in einer Menge M wesentlichen Mengen ist transitiv und 
enthält alle Elemente von M. Die Klasse u {M} ist ebenfalls transitiv und enthält alle 
Elemente von M. 

Beweis: Sei X in M wesentlich und x ein Element von X. Das Element x gehört zu jeder 
transitiven Klasse, welche sämtliche Elemente von M enthält, also ist x in M wesentlich und 
damit x in ZM. Wegen Theorem 1.1 gehört auch jedes Element von M zu SA/. Daher ist ZA/ 
eine transitive Klasse, welche alle Elemente von M enthält. Auch die Klasse SM u {M} ist 
immer noch transitiv und enthält alle Elemente von M. 

Theorem 1.3 Eine transitive Klasse enthält mit jeder Menge M auch alle in der Menge 
M wesentlichen Mengen. 

Beweis: Die in einer Menge M wesentlichen Mengen gehören nach Definition jeder 
transitiven Klasse an, welche alle Elemente von M enthält, insbesondere jeder transitiven 
Klasse, die M enthält, da eine transitive Klasse mit Malle Elemente von M enthält. 

Theorem 1.4 Ist die Menge X in der Menge Y wesentlich und Y in der Menge Z 
wesentlich, so ist auch X in Z wesentlich. 

Beweis: Die Klasse Ez der in Z wesentlichen Mengen ist nach Theorem 1.2 transitiv. Sie 
enthält nach Voraussetzung die Menge 7 und folglich nach Theorem 1.3 auch die Menge X 

Es sei Kw die Klasse 

Kw := [X | X ist Element von M] u [X | X ist in einem Element von M wesentlich] 

Theorem 1.5 Die Klasse Kw ist transitiv und enthält sämtliche Elemente von M. 

Beweis: Aus der Definition von Kw ergibt sich direkt, daß Kw sämtliche Elemente von M 
enthält. Wir zeigen nun, daß Kw transitiv ist, das heißt, daß mit jeder Menge X e Kw auch 
alle 
Y e X zu Kw gehören. Wenn X ein Element von M ist, dann ist nach Theorem 1.1 XmM 
wesentlich, also ist Y als Element von X in einem Element von M wesentlich, also ist 
Y e Kw. Wenn andererseits X in einem Element von M wesentlich ist, so ist, da nach 
Voraussetzung 7 in X wesentlich ist, 7 in einem Element von M wesentlich (Theorem 1.4), 
also ist ebenfalls 7 e Kw. Also ist die Klasse Kw transitiv. 

Theorem 1.6 Wenn die Menge X in der Menge M wesentlich ist, so ist X Element von M 
oder in einem Element von M wesentlich. 

Beweis-, Wenn X in M wesentlich ist, so gehört X gemäß der Definition der Wesentlichkeit 
sowie Theorem 1.5 insbesondere zu Kw, das heißt, X ist ein Element von M oder X ist in 
einem Element von M wesentlich. 

Theorem 1.7 Die Klasse I,M der in einer Menge M wesentlichen Mengen fällt zusammen 
mit der Klasse Kw das heißt ZM = Kw. 

Beweis: Nach Theorem 1.6 gilt c Kw. Nach Theorem 1.1 ist ein Element der Menge M 
in M wesentlich und nach Theorem 1.4 ist jede in einem Element von M wesentliche Menge 
auch in M selbst wesentlich, also gilt auch Kw cz Xw. Daher ist ZM = Kw. 
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1.4 Axiom der Identität 

Axiom II (Identität) Mengen sind immer dann identisch, wenn die Annahme ihrer 
Identität nicht zu einem Widerspruch führt. 

Für die Tatsache der Identität zweier Mengen M und N schreiben wir wie üblich M = N. 
Anschaulich ist klar, daß Mengen mit derselben «Struktur» dieselben Mengen sein müssen. 
Für diese Struktur ist einzig die 9-Beziehung entscheidend. Präziser formuliert bedeutet 
dies, daß bezüglich B isomorphe Mengen identisch sein müssen. Daraus muß man 
entnehmen, daß eventuelle Widersprüche bei der Identifizierung zweier Mengen nur im 
Zusammenhang mit der Bestimmtheit, das heißt mit Axiom I auftreten können. 

Definition Zwei Mengen M und N heißen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung 

gibt, die bezüglich a homomorph ist, das heißt für beliebige Xund 7 aus Ev/ gilt 

YBX o %{Y)bk{X), 

und die Elemente von M vermöge % bijektiv auf die Elemente von JV bezogen sind. 

Man beachte, daß in der Finsler-Mengenlehre Funktionen, insbesondere Bijektionen und 
Isomorphismen, nicht von vornherein als (reine) Mengen aufgefaßt werden können. Es 
handelt sich dabei um allgemeine mathematische Objekte, welche im Sinne einer 
wohlbestimmten Zuordnung zwischen mathematischen Objekten eine selbständige, von der 
Mengenlehre unabhängige Bedeutung haben, die ihrer abfälligen mengentheoretischen 
Darstellung zugrundeliegt und nicht durch diese erst begründet oder gerechtfertigt ist 
(siehe dazu auch Rückblick und Ausblick: Mathematik und Mengenlehre). 

Wenn nichts anderes gesagt wird, sei von jetzt an £ eine Gesamtheit von Objekten, welche 
die Axiome I und II erfüllen. 

Theorem 1.8 Isomorphe Mengen sind identisch. 

Beweis: Nehmen wir an, M und N seien wohldefiniert und isomorph. Falls man M und N 
identifiziert, kann es gegebenenfalls nur Widersprüche geben, die ihre Bestimmtheit 
betreffen, also Widersprüche zu Axiom I. Die Annahme von deren Identität kann jedoch 
nicht zu einem Widerspruch mit Axiom I führen, denn wegen der Existenz der Isomorphie 
% gilt, daß die Elemente von M auf die Elemente von N bijektiv abgebildet werden und für 
alle in M wesentlichen Mengen X und Y gilt die a-Strukturerhaltung: 

YbX <-» n{Y) 3 %(X). 

Die Isomorphie ist die notwendige und hinreichende Bedingung für Mengenidentität im 
Rahmen der Axiome I und II, denn identische Mengen müssen trivialerweise isomorph 
sein, da sonst ein Widerspruch mit Axiom I unvermeidlich wäre. Aus demselben Grand 
haben identische Mengen dieselben Elemente. Auch hier kann die Umkehrung gezeigt 
werden: 

Theorem 1.9 Zwei Mengen, welche dieselben Elemente haben, sind identisch. 

Beweis-, Wenn Mund N dieselben Elemente besitzen, so gilt wegen Theorem 1.6: Wenn x in 
M wesentlich, so ist x Element von N oder in einem Element von N wesentlich und 
umgekehrt, also ist = 1N . Folglich sind M und N isomorph, weil man für 7t die Identität 
nehmen kann, und weiter nach Theorem 1.8 identisch. 

Das Axiom II bringt ein Minimalprinzip zum Ausdaick, gemäß welchem möglichst viele 
Mengen, sofern widerspruchsfrei, miteinander identifiziert werden sollen. Durch 
weitgehendste Identifikation wird demzufolge erreicht, daß möglichst wenig Mengen übrig 
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bleiben - eben nur die tatsächlich bezüglich 3 strukturell verschiedenen. In der hier 
gegebenen Formulierung stellt es darüberhinaus ein maximales Minimalprinzip dar. Diese 
strenge (oder maximale) Form des Identitätsaxioms ist sinnvoll, da vermöge der Axiome 
kein anderer Grund für die Verschiedenheit zweier Mengen bestehen kann, als die 
Inkonsistenz der Annahme ihrer Identität. 

Theorem 1.10 (a) Axiom II ist nicht äquivalent mit Theorem 1.8. 
(b) Axiom II ist nicht äquivalent mit Theorem 1.9. 

Beweis: Wir betrachten Mengen aus der Klasse X von Mengen, welche nur das Axiom I 
erfüllen, (a) Theorem 1.8 ist schwächer als Axiom II, denn für die Mengen X = {X, Y} und 
Y = {X} aus 2 gilt: Falls diese Mengen verschieden sind, so sind sie sicher nicht isomorph, 
da X zwei Elemente enthält und Y nur eins. Dagegen führt die Annahme. X und Y seien 
identisch, zu keinem Widersprach (Axiom II), woraus dann die Isomorphie von X und Y 
folgt. - (b) Auch Theorem 1.9 ist schwächer als Axiom II, denn seien,/ und K Mengen, die 
als einziges Element sich selbst enthalten, das heißtJ = {,/} und K = {K}: Solange wir 
nicht wissen, obJ = K ist oder nicht, können wir Theorem 1.9 nicht benützen und es bleibt 
möglich, daß ./ ^ K. Sobald man aber Axiom II (oder Theorem 1.8) annimmt, so wird 
./ = K, denn J und K sind isomorph, also identisch. 

Sobald wir in Abschnitt 1.6 die Existenz der Nullmenge, der Einsmenge sowie der 
natürlichen Zahlmengen und der endlichen Ordinalzahlen bewiesen haben, folgt aus 
Theorem 1.9 deren Eindeutigkeit und aus Theorem 1.8 deren jeweilige Unterschiedenheit 
sowie Verschiedenheit von der ./-Menge, da sie untereinander und mit der J-Menge nicht 
isomorph sind. 

Beispiel. Wenn die Mengen X, Y, und Z den Beziehungen X = {Y}, Y = {Z) und Z = {X} 
(Figur 1.5) genügen, so sind sie isomorph und daher nach Theorem 1.8 untereinander und 
folglich mit der J-Menge identisch. 

Für die sachgemäße Auffassung des Identitätsaxioms hat die philosophische Grundlage des 
Ideenrealismus eine weitreichende Konsequenz. Sind nämlich Mx und M2 identische 
Mengen, ist also Mx = M2, so handelt es sich bei Mx und M2 um zwei verschiedene, jedoch 
im Sinne von Axiom II identische Darstellungen ein und derselben Menge M. Dies 
bedeutet nichts anderes, als daß die Identitätsrelation als dreistellige Relation zwischen der 
Menge M und deren identischen Darstellungen Mx und M2 aufzufassen ist. Das eigentliche 
mathematische Objekt im Sinne der Axiome I, II und III ist nur M, während Mx und M2 
kontextabhängige Repräsentierungen der Menge M sind. 
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I.5 Vereinigung und Durchschnitt von Klassen 

Definition Es seien Eu beliebig viele Klassen von Mengen, welche die Axiome I und II 
erfüllen. Dann ist die Vereinigung die Klasse aller Mengen der Klassen Ea, wobei 
Mengen aus verschiedenen Klassen Ea immer dann identisch sein sollen, wenn die 
Annahme ihrer Identität widerspruchsfrei ist. 

Die Klasse W E a ist eindeutig bestimmt, denn wenn Mengen als identisch aufgefaßt werden 
können, so weisen ihre Definitionen auf ein und dasselbe mathematische Objekt hin. Also 
kann von der Vereinigung gesprochen werden. 

Theorem 1.11 (a) Es seien Ea beliebig viele Klassen, welche die Axiome I und II 
erfüllen. Dann erfüllt auch die Vereinigung diese Axiome. 
(b) Falls die Klassen Ea transitiv sind, so ist es auch die Vereinigung L^Ea. 

Beweis: (a) Axiom I ist der Definition zufolge erfüllt. Die Gültigkeit von Axiom II ergibt 
sich so: Sei M eine beliebige Menge aus O Z a . Also gehört M zu mindestens einer der 
Klassen E sagen wir zu E Es ist eindeutig bestimmt, zu welchen N e E(Xo die Menge M 
die 3-Beziehung hat. Die Menge M hat nun genau zu denjenigen Mengen in ^ E a die 
3-Beziehung, deren Identität mit einem N unter den Bedingungen N e Ea und M B N 
widerspruchsfrei angenommen werden kann. - (b) Folgt unmittelbar aus der befinition der 
Vereinigung. 

Es kann in konkreten Fällen natürlich schwierig sein, zu entscheiden, ob die Mengen 
N0 € E und N} e Ea! identisch sind, vielleicht so schwierig, wie eine Entscheidung der 
Goldbacnschen Vermutung oder des Fennatschen Theorems. Aber hier handelt es sich nur 
um prinzipielle Entscheidbarkeit. Es ist prinzipiell entschieden, ob N0 = N} oder nicht, 
unabhängig von unserem Vermögen, dies zu erkennen. 

Zum weiteren Verständnis und einer Vorwegnahme möglicher Einwände schauen wir uns 
noch einmal die Vereinigung E, u S2 zweier Klassen Ej und E2 an, welche die Axiome I 
und II erfüllen. Wir unterscheiden zuerst die folgenden Fälle: 

1 ) M e Ej u n d M e E2; 

2 ) M e E,, aberM <£ S2. 

1) Die Klassen E t und E2 sind transitiv, also enthalten sie mit der Menge M auch alle 
deren Elemente. Alle Mengen, zu denen M die 3-Beziehung hat in Ej und E2 sind daher für 
die Vereinigung Ej u E2 eindeutig bestimmt. Es kann nicht der Fall sein, daß M in E2 
andere oder mehr Elemente hat als in E b denn identische Mengen haben dieselben 
Elemente. Dies ist im absoluten Sinne zu verstehen, nicht bezüglich einer vorgegebenen 
Klasse. Dasselbe gilt für die Definition der Transitivität: eine transitive Klasse enthält mit 
jedem Elemente alle Elemente dieses Elementes. 

2) In Ej ist eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen N e E t die Menge M die 3-Beziehung 
hat. Die Menge M hat genau zu denjenigen N e E2 die 3-Beziehung, für welche die 
Annahme, sie seien identisch mit einem Element von Min E,. widerspruchsfrei ist. Dies ist 
eindeutig bestimmt wie unter 1) gezeigt wurde. 

Es könnte noch eingewendet werden, daß man das Axiom II so interpretieren muß, daß 
M = N für alle identischen Mengen M und N immer als Axiom hinzugefügt werden muß, 
wenn dies widerspruchsfrei möglich ist. Falls man diese durch die Technik der 
Symbolisierung nahegelegte Interpretation des Axioms II überhaupt betrachten will, so 
müssen noch folgende Fälle untersucht werden: 
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3)Mj e Mx =M2, M2 e S2; 

4)Mj e M, =M2, M2 & 

3) Ist es unter diesen Voraussetzungen möglich, daß zum Beispiel gilt: 

Mx 3 Nx, Mx = M2, Nx = N2, -,(M2 3 7V2) ? 

Nein, denn wenn man, wie in der Finsler-Mengenlehre der Fall, vermöge der absoluten 
Logik das Gesetz der Identität hat, so können identische Objekte für einander ersetzt oder 
substituiert werden. Dies bedeutet: Aus Mx 3 Nx und Mx = M2 folgt M2 3 Nx, und aus 
letzterem zusammen mit Nx = N2 folgt M2 3 N2. 

4) löst man wie 3). 

Die Einwände 3) und 4) lösen sich auf, sobald man von einer sprachlichen Darstellung von 
Mengen zu einer rein gedanklichen Erfassung übergeht. 

Folgende Überlegungen sollen die Tragweite der Untersuchungen dieses Kapitels noch ein 
wenig näher beleuchten. Die Elemente einer Klasse E, welche das Axiom I erfüllt, sind 
streng genommen noch keine Mengen im eigentlichen Sinne (da diese alle drei Axiome 
erfüllen müssen), sondern Mengendarstellungen. Wie bereits im vorangehenden Abschnitt 
betont wurde, ist die scharfe Unterscheidung von Mengen von ihren kontextabhängigen 
Darstellungen eine weitere Konsequenz des Ideenrealismus. Wird für die Klasse Z 
zusätzlich Axiom II gefordert, so enthält sie zwei Arten von Objekten, nämlich solche 
Mengendarstellungen, die mit keiner anderen Darstellung identisch sind, und solche 
Mengendarstellungen, die untereinander identisch sind. Bei letzteren hat man es jedoch 
wegen Axiom II nicht mehr mit diesen Darstellungen selbst zu tun, sondern mit denjenigen 
mathematischen Objekten, welche den verschiedenen Darstellungen zugrundeliegen. 

Betrachtet man nun verschiedene Klassen Ea, welche die Axiome I und II erfüllen, so 
können diese sehr verschieden «aussehen», sowohl hinsichtlich ihrer Größe wie hinsichtlich 
ihrer Struktur. Die Bestimmung der Vereinigung von beliebig vielen solchen Klassen 
Za ist ein weiterer, aber noch nicht der letzte Schritt, der von den verschiedenen 
Mengendarstellungen innerhalb der Klassen Za weg zu den diesen Darstellungen 
zugrundeliegenden mathematischen Objekten, den Mengen im eigentlichen Sinne, hinführt. 
Denn auch enthält noch zwei Arten von Elementen, nämlich Mengendarstellungen, 
die nur in einem der Ea vorkommen und mathematische Objekte, welche in mehreren 
Klassen £ a unterschiedlich dargestellt sind, deren Darstellungen jeweils aber untereinander 
identisch sind. Erst der in Abschnitt 1.7 vollzogene Schritt zur Betrachtung aller die 
Axiome I und II erfüllenden Klassen wird dazu führen, daß man es in der Klasse U l a nur 
noch mit den mathematischen Objekten selbst und nicht mehr mit ihren Darstellungen zu 
tun hat. 

Arbeitet man mit einer absoluten Logik, so muß man sich also immer wieder klar machen, 
daß Begriffe, Theoreme und ihre Beweise nicht von unserer Erkenntnis oder der 
Darstellung der Objekte und ihren Beziehungen abhängen, sondern von den Objekten und 
ihren Beziehungen selbst, das heißt von den Sachverhalten, wie sie wirklich sind. Hierin 
liegt der tiefere Grund, daß eine Menge in einer erweiterten Klasse nicht plötzlich mehr 
oder andere Elemente enthalten kann als in der ursprünglichen Klasse gewesen sind, denn 
sonst müßte sie eine andere Menge sein. 

In der symbolischen Modelltheorie liegen die Verhältnisse ganz anders. Dort gibt es zum 
Beispiel für die symbolisierten Axiomensysteme der natürlichen oder reellen Zahlen i^bzw. 
$1 Nichtstandardmodelle bzw. das heißt solche Modelle, die einerseits mehr 
Elemente als die Standardmodelle enthalten und in denen andererseits diesselben 
(symbolisierten) Theoreme gelten (elementare Äquivalenz). 
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Der Grund für diesen Unterschied zur Finsler-Mengenlehre liegt darin, daß in der 
symbolisierten Modelltheorie die sprachliche Darstellung der mathematischen Wirklichkeit 
und nicht diese selbst im Vordergrund steht. Symbole für konstante Objekte, Funktionen 
und Relationen aus der Sprache werden in jedem (elementar) erweiterten Modell neu 
interpretiert. Also kann ein Symbol R («reelle Zahlen») im Standardmodell interpretiert 
werden durch die Menge der gewöhnlichen reellen Zahlen R, und im Nichtstandardmodell 
durch die Menge der Nichtstandardzahlen *R = R[a|, wo a ein geeignet adjungiertes 
Element ist. 

Derartige Erfahrungstatsachen und Denkgewohnheiten kann der symbolisch ausgebildete 
Mathematiker oder Logiker im Rahmen der Finsler-Mengenlehre nicht zur Anwendung 
bringen. Im weiteren ist es in diesem Zusammenhang hinderlich, bei den a's in £ a 
gewohnheitsmäßig an Ordinalzahlen zu denken, denn die Klassen Ea brauchen nicht in eine 
wohlgeordnete Folge gebracht werden zu können. Die Anordnung oder die genaue Anzahl 
der Ea-Klassen ist nicht wichtig, sondern nur, daß es «beliebig viele» oder «alle» mit einer 
bestimmten Eigenschaft sind. Diese Eigenschaft braucht nicht notwendigerweise in der 
Sprache der Prädikatenlogik erster Stufe ausdrückbar zu sein. 

Ein anderer Einwand, welcher aus den formalistischen Gewohnheiten heraus aufkommen 
kann, ist der folgende. Bei identischen Mengen aus verschiedenen Klassen muß doch ein 
Repräsentant gewählt werden. Braucht man nicht ein Auswahlaxiom für Klassen? Nein. 
Obwohl identische Mengen auf verschiedene Weise repräsentiert werden können, handelt es 
sich nur um eine Menge. Es muß daher nicht irgendetwas gewählt werden, denn 
entscheidend ist die eindeutig bestimmte mathematische Wirklichkeit und nicht die in 
verschiedener Weise mögliche sprachliche Repräsentierung. 

Mit der Vereinigung von beliebig vielen Klassen Ea, welche die Axiome I und II 
erfüllen, können wir jetzt innerhalb einer solchen Vereinigungsklasse von £a 's die 
Vereinigung und den Durchschnitt von beliebigen Teilklassen definieren. 

Definition Man betrachte beliebig viele Klassen K^, die alle Teilklassen von U £ a sein 
sollen (damit identische Mengen als eine Menge behandelt werden können). Die 
Vereinigung U ^ ist die Klasse aller Mengen aus den Kß und der Durchschnitt die 
Klasse derjenigen Mengen, die in allen Klassen Kß vorkommen. 

Falls alle Kß transitiv sind, so sind auch ^JKß und H i f p transitiv. 

Auf dieser Grundlage ist es nun möglich, die Definition der Wesentlichkeit zu 
vereinfachen. 

Definition Die Klasse K heißt eine transitive Oberklasse (oder transitive Obermenge) der 
Menge M, wenn sie eine transitive Klasse (oder transitive Menge) ist, die alle Elemente von 
M enthält. Die transitive Hülle TC\M) (transitive closure) ist die kleinste transitive 
Oberklasse (Obermenge) von M, das heißt: 

TC(M) := Durchschnitt aller transitiven Oberklassen von M. 

Bemerkung: Unter welchen Umständen die transitive Hülle TC(M) einer Menge M wieder 
eine Menge ist, soll später untersucht werden (Abschnitt II.5). Zum Beispiel ist für 
transitive Mengen M die transitive Hülle TC(M) eine Menge, wobei gilt: M= TC(M). 

Jetzt können wir eine neue Definition des Wesentlich-Seins aufstellen und gleich 
anschließend zeigen, daß sie mit der in Abschnitt 1.3 eingeführten äquivalent ist. 

Definition Die Menge X heißt in der Menge M wesentlich, wenn X zu TC{M) gehört. 

Es ist klar, daß, wenn X zu jeder transitiven Klasse gehört, welche die sämtlichen Elemente 
von M enthält, sie auch zu TC{M) gehört und umgekehrt. Folglich sind beide Definitionen 
der Wesentlichkeit zueinander äquivalent. Wir können aber erst von jetzt an die zweite 
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Version benützen, da vorher der Durchschnitt beliebig vieler Klassen noch nicht streng 
definiert war. 

Aus der Äquivalenz der beiden Definitionen der Wesentlichkeit folgt unmittelbar 

Theorem 1.12 Die transitive Hülle einer Menge M ist identisch mit der Klasse der in M 
wesentlichen Mengen: TC(M) = EA/. 

Man beachte, daß im allgemeinen die Menge M nicht zu TC{M) gehört, wohl aber zu 
TC({M}). Es gilt jedoch J= TC(J) 3 J. 

1.6 Axiom der Vollständigkeit 

Axiom III (Vollständigkeit) Ein mathematisches Objekt ist eine Menge immer dann, 
wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu einem Widerspruch mit den Axiomen I 
und II führt. 

Das Axiom III ist eine Maximalforderung in dem Sinne, daß die durch die Axiome I und 
II bestimmte Klasse E vermöge Axiom III die größtmögliche Klasse von Mengen festlegt. 
Ihre Eindeutigkeit wird in Theorem 1.16 bewiesen. Auf der Grundlage des Ideenrealismus 
ist es selbstverständlich, daß man mit diesen Axiomen alle, das heißt so viele Mengen wie 
widerspruchsfrei möglich sind, erfaßt. Dies ist nichts anderes als eine weitere Konsequenz 
der Tatsache, daß Existenz und Widerspruchsfreiheit äquivalent sind. 

Theorem 1.13 Folgende Tatsachen sind äquivalent: 
(i) Axiom III. 
(ii) Die Klasse E aller die Axiome I und II erfüllenden Mengen bildet eine Klasse von 
Mengen, welche bei Aufrechterhaltung der Axiome I und II keiner Erweiterung fähig ist. 

Beweis-, Es sei Axiom III erfüllt und es sei M eine nicht zu einem Widerspruch führende 
Menge. Dann gibt es eine die Axiome I und II erfüllende Klasse F, welche M enthält, zum 
Beispiel die transitive Hülle TC{{M]). Falls durch die Vereinigung der Klasse T mit der 
Klasse E aller mit den Axiomen I und II verträglichen Mengen letztere durch M oder eine 
Menge N e TC(M) erweitert würde, so kommt als einziger Grund in Frage, daß M selbst 
keine Menge ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich gilt (ii). Umgekehrt sei nun 
(ii) gültig. Jede echte Erweiterung von E durch eine Menge M führt zu einem Widerspruch 
mit den Axiomen I und II und jede mit I und II verträgliche Menge gehört schon zur 
Klasse E, also gilt Axiom III. 

Theorem 1.14 Eine Klasse M von Mengen aus E ist dann und nur dann eine Menge in E, 
wenn die Annahme, sie sei eine Menge, nicht mit Axiom I in Widerspruch steht. 

Beweis: Wenn M eine Menge ist, so kann sie nicht mit Axiom I in Widerspruch stehen. 
Wenn umgekehrt die Annahme, eine bestimmte Menge M existiere, nicht mit Axiom I in 
Widerspruch steht, so muß es eine Axiom I genügende transitive Klasse F geben, welche 
die Menge M enthält, die gerade die Beziehung 9 zu den gegebenen Mengen besitzt, zum 
Beispiel die Klasse TC({M}). Die zur transitiven Hülle TC(M) gehörenden Mengen bilden 
dann eine Teilklasse von F, die zugleich Teilklasse von E ist und daher auch dem Axiom II 
genügt. Wenn nun die Menge M (oder eine sich mit ihr als identisch erweisende) nicht in E 
vorkommen würde, so könnte sie auch mit keiner Menge von TC(M) identisch sein und 
deshalb würde TC{{M}) eine den Axiomen I und II genügende transitive Klasse ergeben, 
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deren Vereinigung mit E eine Erweiterung von E darstellen würde, im Widerspruch zu 
Theorem 1.13. 

Für die Beweistechnik in der Finsler-Mengenlehre ist Theorem 1.14 sehr nützlich, da bei 
einer Anwendung dieses Theorems nur Axiom I geprüft werden muß. Dies hängt damit 
zusammen, daß man hier innerhalb der die Axiome I und II erfüllenden Klasse E 
argumentiert, in welcher alle gemäß Axiom II identischen Mengen bereits miteinander 
identifiziert worden sind. 

Axiom III läßt sich nicht durch Theorem 1.14 ersetzen, denn mit «Mengen» sind nur Dinge 
von E gemeint, was zur Folge hat, daß Theorem 1.14 zum Beispiel die Existenz der J-
Menge nicht garantiert, und damit wäre nicht eindeutig bestimmt, welche Mengen zur 
Klasse E gehören. 

Theorem 1.15 Die Klasse E ist nicht-leer: Es existieren die Nullmenge, die natürlichen 
Zahlmengen, die endlichen Ordinalzahlen und die J-Menge. 

Beweis: Wir verwenden Theorem 1.14. Wir beginnen mit der Nullmenge 0 . Die Annahme, 
dies sei eine Menge, ist verträglich mit Axiom I, denn es ist eindeutig bestimmt, daß 0 zu 
keiner anderen Menge die s-Beziehung hat. Ebenso ist für die natürlichen Zahlmengen und 
die endlichen Ordinalzahlen (siehe Abschnitt 1.1) eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen 
sie die 3-Beziehung haben. Für die J-Menge ist das einzige Element J selbst: J = {J}, also 
ist sie ebenfalls eindeutig bestimmt und existiert wegen Axiom III. 

Zusammen mit Theorem 1.9 folgt die Eindeutigkeit der nach Theorem 1.15 existierenden 
Mengen. Erst später können wir beweisen, daß die Menge der natürlichen Zahlmengen 
existiert, daß folglich unendliche Mengen überhaupt existieren (siehe Abschnitt II.5, 
Theorem 11.19). 

1.7 Die Widerspruchsfreiheit, Unabhängigkeit und Vollständigkeit der Axiome 

Alle Mathematiker sind sich darin einig, daß die Existenz eines Bereichs mathematischer 
Objekte und deren begrifflicher Beziehungen die Widerspruchsfreiheit des entsprechenden 
Begriffs- und Objektsystems impliziert. Für Finsler (wie zum Beispiel auch für Frege und 
Cantor) gilt ebenso die Umkehrung: Die Widerspruchsfreiheit eines Bereichs 
mathematischer Objekte und deren Beziehungen impliziert deren Existenz. Mit dem 
Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome I, II und III ist also zugleich die Existenz 
des Bereichs der Mengen bewiesen. 

Theorem 1.16 Es existiert eine und nur eine nicht-leere Klasse, welche die Axiome I, II 
und III erfüllt. Oder äquivalent dazu: Die Axiome I, II und III legen eindeutig die Klasse 
sämtlicher Mengen fest. 

Beweis-, (i) Existenz: Aus Theorem 1.15 folgt, daß es nicht-leere Klassen gibt, welche den 
Axiomen I und II genügen. Es seien Ea alle Klassen, die I und II erfüllen. (Es ist möglich, 
diese Klassen in Betracht zu ziehen, denn es ist unabhängig vom individuellen 
Einsichtsvermögen eindeutig bestimmt, ob eine Klasse die Axiome I und II erfüllt oder 
nicht.) Ihre Vereinigung U E a ist eindeutig bestimmt und erfüllt ebenfalls die Axiome I 
und II, wie in Abschnitt 1.5 bewiesen wurde. Wir behaupten nun, W £ a erfüllt auch Axiom 
III. Denn man nehme an, daß es noch eine zusätzliche Menge M gäbe. Dann muß M zu 
einer Klasse gehören, welche die Axiome I und II erfüllt, zum Beispiel zur transitiven 
Hülle TC({M}). Jede Klasse Ea, die I und II erfüllt, muß jedoch schon unter den 2 a 
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vorkommen, ist also Teilklasse von und kann keine neue Menge enthalten, 
(ii) Eindeutigkeit. Man nehme an, erfülle auch die Axiome I, II und III. Insbesondere 
erfüllt diese Klasse I und II, kommt also schon unter den £ a vor. Daher ist I ' c 
Zusammen mit Axiom III gilt dann = U I a , denn von jeder Menge in die nicht in 

vorhanden ist, kann gezeigt werden, daß sie wegen dem zu Axiom III äquivalenten 
Theorem 1.13 doch in I ' sein muß. 
Es könnte eingewendet werden, daß die Teilklassen-Beziehung I ' cz nicht eindeutig 
definiert ist. Dem muß jedoch entgegengehalten werden, daß obwohl die Mengen in £' 
vielleicht nur so aussehen, wie wenn sie bloß isomorph seien zu den Mengen in sie 
gemäß Axiom II doch als identisch betrachtet werden müssen. 

Im Zusammenhang mit der obigen Beweisführung des Theorems 1.16 ist es vom 
Gesichtspunkt der symbolischen Modelltheorie verlockend, eine neue Konstante bzw. 
Menge hinzuzufügen. Dies ist jedoch im Sinne des der Finsler-Mengenlehre 
zugrundeliegenden Ideenrealismus nicht möglich, denn von neuen Mengen zu sprechen, 
wenn man bereits alle (im absoluten Sinne) hat, ist offensichtlich widerspruchsvoll. Von 
jeder neu definierten «Menge» kann in der Finsler-Mengenlehre gezeigt werden, daß sie 
entweder keine Menge ist (wie die Russellsche Klasse) oder schon in L J I a enthalten ist. 

Unter der Unabhängigkeit der Axiome I, II und III verstehen wir die Eigenschaft, daß 
keines der Axiome aus den vorangehenden gefolgert werden kann. Diese Bestimmung trägt 
der Tatsache Rechnung, daß Axiom II ohne Axiom I, und Axiom III ohne die Axiome I 
und II keinen eindeutigen Sinn haben. 

Die Unabhängigkeit der Axiome I, II und III ergibt sich aus folgenden Beispielen. In einer 
Klasse, die aus zwei Objekten besteht, von denen jedes beliebig die Beziehung 3 entweder 
zum andern oder zu keinem Objekt besitzt, ist Axiom I nicht erfüllt. Eine Klasse, die aus 
zwei nicht identischen Objekten besteht, von denen jedes die Beziehung 3 zu keinem Objekt 
besitzt (das heißt zwei verschiedene Nullmengen), genügt Axiom I, aber nicht Axiom II. 
Eine Klasse, die aus der Null- und der Einsmenge besteht, genügt den Axiomen I und II, 
aber nicht Axiom III. 

Die Vollständigkeit des Systems der Axiome I, II und III bedeutet, daß es keine von 
diesen Axiomen unabhängige, auf Mengen bezügliche Begriffsbeziehung geben kann. Mit 
anderen Worten, jede solche Bestimmung ist entweder wahr oder falsch. Dies ist 
tatsächlich durch die eindeutige Bestimmtheit der den Axiomen I, II und III genügenden 
Klasse £ gewährleistet. Denn wegen Theorem 1.16 sind die die Axiome erfüllenden 
Klassen, das heißt alle Modelle der Axiome I, II und III zueinander isomorph und damit 
ist dieses Axiomensystem kategorisch (oder monomorph). Im Rahmen einer nicht-
symbolisierten Prädikatenlogik ist dies äquivalent zur Tatsache, daß das Axiomensystem 
vollständig ist (siehe dazu Ziegler [1996d], Kapitel 3.5; entscheidend ist dabei, daß weder 
die Isomorphie noch die in Betracht kommenden Prädikate durch irgendwelche sprachlich-
symbolischen Ausdrucksmittel beschränkt sind.) 

Dies bedeutet schließlich, daß man es bei den die Axiome I, II und III erfüllenden 
mathematischen Objekten nur noch mit diesen selbst, das heißt den eigentlichen Mengen, 
und keinen ihrer kontextabhängigen Darstellungen zu tun hat. In diesem Sinne kann hier 
von prinzipiell modellfreier Axiomatik der reinen Mengen gesprochen werden. 

Betrachtet man trotzdem noch unterschiedliche Darstellungen, so gelten in allen solchen die 
Axiome erfüllenden Modellen bzw. Klassen dieselben Sachverhalte, das heißt dieselben 
Propositionen aufgrund von Prädikaten über Mengen. 
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1.8 Die Axiome der ZF-Mengenlehre 

Wir geben eine Übersicht der Axiome der ZF-Mengenlehre zum besseren Vergleich der 
entsprechenden Sachverhalte im Rahmen der Finsler-Mengenlehre. Man beachte, daß es 
für die üblichen Axiome der ZF-Mengenlehre entscheidend ist, daß sie im Rahmen einer 
sprachlich festgelegten Logik (dem Prädikatenkalkül erster Stufe) dargestellt werden. 

ZF-AXIOME BEGRIFFLICHE SACHVER1TALTE 

(Prinzipien) 

O. Existenzaxiom (existence) 

3x (x - x) 

O. Existenzprinzip 

Es gibt eine Menge. 

1. Axiom der Bestimmtheit 
(extensionality) 

Vxy (Vz (z e x z e y) ^ x = y) 

1. Prinzip der Bestimmtheit 

Wenn die Mengen x und y dieselben 
Elemente haben, so ist x = y. 

2. Aussonderungsaxiom 
(comprehension, Separation) 

Schema der Aussonderungsaxiome: 
Zu jedem Ausdruck cp(z) das Axiom: 
Vx 3y Vz ( z e j o ( z e i A cp(z))) 

2. Aussonderungsprinzip 

Wenn x eine Menge ist und cp eine 
begriffliche Eigenschaft, so ist die Klasse 

[z | x B z A cp(z)] eine Menge. 

3. Paarmengenaxiom (pairing) 

\/xy 3z (x e z Ay e z) 

3. Paarmengenprinzip 

Für die Mengen x und y gibt es eine Menge 
z = (x>)'}, die genau x undy enthält. 

4. Vereinigungsmengenaxiom (union) 

VX 3y \fxz ((x e X A Z e x) -> z e y) 

4. Vereinigungsmengenprinzip 

Für jede Menge X gibt es eine Menge 
y = LJX, die Vereinigung, die alle Elemente 

der Elemente von X enthält. 

5. Potenzmengenaxiom (power set) 

Vx 3y Vz ( z c , v ~ > z e y) 

5. Potenzmengenprinzip 

Für jede Menge x gibt es eine Menge 
y = Pot(x), die Potenzmenge, die alle 

Teilmengen von x enthält. 

6. Unendlichkeitsaxiom (infmity) 

3x ( 0 e x A Vz (z e x -» z VJ {z} e x)) 

6. Unendlichkeitsprinzip 

Es gibt eine Menge x, welche die leere 
Menge 0 und mit jedem Element x B z auch 

die Menge z ^ {z} enthält. 
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7. Ersetzungsaxiom (replacement) 

Schema der Ersetzungsaxiome: 
Zu jeder Funktion y = f(x) das Axiom: 

\/X3yy=j\X\ = m \ x ^ X \ . 

8. Fundienmgsaxiom 
(regidarity, foundation) 

VX(X* 0 -» 3x (x e l A i n J = 0) ) 

9. Auswahlaxiom (choice, AC) 

VX(Vxy ( ( x e l A y e X) 
->• x * 0 A (x = V v x n v = 0 ))) 

-> 37 Vx (X e X 4 (3z Yn x = {z})) 

7. Ersetzungsprinzip 

Wenn/eine Funktion ist, so ist das Bild 
f[X\ jeder Menge X wieder eine Menge, das 

heißt: /[X] = {f{x) | X s x}. 

8. Fundienmgsprinzip 

Für jede nicht-leere Menge X gibt es ein 
B-minimales Element, das heißt, eine 
Menge x mit X 3 x, sodaß x n X = 0 . 

9. Auswahlprinzip 

Jede Menge X, deren Elemente x nicht-leer 
sind, besitzt eine Auswahlmenge, das heißt 
eine Menge, die aus jedem Element von X 

genau ein Element enthält und sonst nichts. 

Das Fundienmgsaxiom bzw. das Fundierungsprinzip beinhaltet anschaulich, daß eine 
Menge letzlich nach «unten» in die Nullmenge münden soll, das heißt, daß Mengen die 
Nullmenge als letzten e-Vorgänger bzw. 3-Nachfolger haben sollen. 

Definition Ein e-minimales Element x Definition Ein B-minimales Element x 
einer Menge X ^ 0 ist ein Element, für einer Menge X ^ 0 ist ein Element, für 
welches es keiny e Xgibt mity e x. welches es k e i n X a y gibt mit x 3y . 

Die Existenz eines e -minimalen Elementes x einer Menge X ^ 0 ist gleichbedeutend mit 
der Tatsache, daß es in der Menge X ein Element x gibt, sodaß x und X kein gemeinsames 
Element besitzen, das heißt x n X = 0 . Offensichtlich besitzt jede Menge, welche die 
Nullmenge als Element enthält, ein e -minimales Element, ist also fundiert: 

Definition Eine nicht-leere Menge heißt Definition Eine nicht-leere Menge heißt 
fundiert, wenn sie ein e-minimales fundiert, wenn sie ein 3-minimales 
Element besitzt. Element besitzt. 

Die Aufgabe des Fundierungsaxioms in der ZF-Mengenlehre ist die Verhinderung 
unendlich absteigender Ketten von Elementbeziehungen, wie zum Beispiel 

. . . XY £ XR̂  6 XJ G XQ XQ 3 X | 3 X2 3 X3 3 . . . . 

Damit wird gleichzeitig ausgeschlossen, daß es Mengen gibt, welche sich selbst enthalten, 
für die also gilt x e x bzw. x 3 x, denn daraus kann die nichtabbrechende Kette 

X 6 X € X 6 X E ... X 3 X 3 X 3 X 3 .. . 

gebildet werden. Entsprechendes gilt für Zyklen der Form 

XQ E XN €: . . . 6: X^ E XR̂  6 6 XQ XQ 3 X | 3 X<̂  3 X-̂  3 . . . 3 XN 3 XQ 

da diese ebenfalls zu nichtabbrechenden Ketten erweitert werden können. 

Die Gültigkeit des Fundierungsaxioms in der ZF-Mengenlehre ist die Grundlage für die 
sogenannte kumulativ-hierarchische Struktur dieser Mengenlehre, das heißt des 
«trichterförmigen» rekursiven Aufbaus aller Mengen dieses Systems, ausgehend von der 
Nullmenge 0 und durch die ZF-Axiome erlaubten Operationen. 
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Wir kehren zurück zur Finsler-Mengenlehre und zeigen, daß einige der ZF-Axiome dort 
beweisbare Theorem sind. Aus den Theoremen 1.9 und 1.15 ergibt sich unmittelbar 
Theorem 1.17. 

Theorem 1.17 Das Existenzprinzip und das Prinzip der Bestimmtheit sind beweisbar. 

Theorem 1.18 Das Paarmengenprinzip und das Potenzmengenprinzip sind beweisbar. 

Beweis: Wegen Theorem 1.14 ist die Klasse z = [x, y] zweier Mengen x und y sicher eine 
Menge. Denn einerseits ist die Klasse wohlbestimmt und andererseits ist die Menge z genau 
dann Element von sich selbst, wenn entweder z = x oder z = y. - Wegen Theorem 1.14 ist 
auch die wohlbestimmte Klasse Pot(X) = \x | x a X] aller Teilmengen x einer Menge X 
wieder eine Menge. Denn V7(7 c l ^ I ä 7) gilt genau dann, wenn Pot(X) c X bzw. 
wenn Pot(X) 3 Pot{X). Ob V7(7 C I - > I B 7) gilt, ist eindeutig bestimmt, also auch ob 
Pot(X) 3 Pot(X). 

Im allgemeinen ist natürlich für eine Menge X nicht Pot(X) 3 Pot(X). Ist X transitiv, so gilt 
jedenfalls X cz Pot(X). Vermutlich gilt jedoch nur für die Allmenge A auch Pot(A) c A, 
also die Beziehung Pot(A) = A und damit Pot(A) 3 Pot(A). 

Theorem 1.19 Die Einerklasse [x] :={y\y = x] ist eine Menge, die Einermenge {x}. 

Beweis: Aus dem Paarmengenprinzip (Theorem 1.18) und dem Prinzip der Bestimmtheit 
(Theorem 1.17) folgt, daß {x, x) = {x} existiert. 

1.9 Mächtigkeit und Unendlichkeit 

Man beachte, daß Theorem 1.19 noch nicht zum Beweis der Gültigkeit des Unendlichkeits-
prinzips ausreicht, denn dazu muß garantiert werden können, daß zumindest für ein x gilt 
x {x} oder allgemeiner, daß x nicht Element seiner eigenen transitiven Hülle ist. Dieser 
Beweis wird im Abschnitt II.3 im Rahmen der zirkelfreien Mengen nachgeholt (Theorem 
11.14). 

Definition Eine Menge x heißt induktiv, wenn sie die leere Menge 0 und mit jedem 
Element z mit x 3 z auch die Menge z VJ {z} enthält. 

Das Unendlichkeitsprinzip behauptet also gerade die Existenz induktiver Mengen. 

Zur Einführung des Begriffs der Mächtigkeit müssen wir uns auf den Begriff der 
allgemein-mathematischen Funktion, das heißt einer bestimmten Zuordnung zwischen 
mathematischen Objekten, beziehen. Wie bereits im Abschnitt 4 erwähnt, ist im Rahmen 
der Finsler-Mengenlehre dieser Begriff unabhängig von dessen Mengendarstellung 
bestimmt, denn die Finsler-Mengenlehre erhebt nicht den Anspruch, die ganze Mathematik 
zu begründen: sie ist ein mathematisches Gebiet unter anderen. Es ist jedoch möglich, von 
Funktionen eine mengentheoretische Darstellung zu geben. 

Definition Das geordnete Paar (x, y) ist definiert durch die Menge 

(x,y) := {x, {x,j;}} = {x} u {{x, y}}. 

Definition Eine Menge (oder Klasse) von geordneten Paaren heißt eine Relation. 

Beispiel. Die Menge der geordneten Paare von natürlichen Zahlen in, m) sodaß n < m ist 
die Relation 
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< = {{n, m) | N 9 n, m und n<m) 

Definition Eine Funktion f ist eine Relation, das heißt eine Menge (oder Klasse) von 
geordneten Paaren (x, y), sodaß 

Vx Vy Mz (f B (x, y) A f s (x, z) -» y = z). 

Beispiel: Wenn f{n) = n + 1, dann ist 

/ = {(«, /??) | N 3 /?, m und m = n + 1}. 

Wir kommen nun zu dem fundamentalen Begriff der Mächtigkeit. 

Definition Seien X und Y Mengen. 
(i) Wenn es eine injektive Funktion/ X —> Y gibt, so ist Xhöchstens so mächtig wie Y oder 
X hat höchstens die Mächtigkeit von Y und wir schreiben X < Y. 
(ii) Wenn es eine bijektive Funktion/ X —» Y gibt, so ist X gleichmächtig wie Y oder X hat 
die gleiche Mächtigkeit wie Y und wir schreiben X « Y. 
(iii) Wenn es eine injektive aber keine surjektive Funktion f . X -> Y gibt, so ist X 
schmächtiger wie Y oder X hat eine kleinere Mächtigkeit wie Y und wir schreiben X <Y. 

Definition Eine Menge X heißt Dedekind-unendlich, wenn sie zu einer echten Teilmenge 
T c l , T X, ihrer selbst gleichmächtig ist, das heißt wenn X « T. Sie heißt Dedekind-
endlich, wenn es keine Teilmenge ihrer selbst gibt, zu der sie gleichmächtig ist. 

Definition Eine Menge X heißt endlich, wenn sie zu einer endlichen Ordinalzahl 
gleichmächtig ist, das heißt wenn X « n für irgendein n. Eine nicht endliche Menge heißt 
unendlich. 

Man kann zeigen, daß jede endliche Menge auch Dedekind-endhch ist; mit Hilfe des 
Auswahlprinzips gilt auch die Umkehrung (siehe zum Beispiel Ebbinghaus [1994], Kapitel 
V.3 oder Ziegler [1996d], Abschnitt 2.7). Damit sind auch die beiden Unendlichkeits-
begriffe äquivalent und man kann einfach von unendlichen Mengen sprechen. 

Offensichtlich ist jede induktive Menge auch unendlich, denn es gibt in diesem Falle eine 
Bijektion/der induktiven Menge M in eine Teilmenge ihrer selbst der F o r m ß X ) = {X}. 
Dabei gibt es sicher ein Element inM, das nicht im Bild /[M] liegt, nämlich die Nullmenge 
0 . Die Umkehrung gilt jedoch nicht, denn eine unendliche Menge braucht nicht induktiv zu 
sein. 

Wie wir im Abschnitt II.5 beweisen werden (Theorem II. 19), ist die Menge der natürlichen 
Zahlmengen zwar unendlich, aber nicht induktiv, denn für eine natürliche Zahlmenge n ist 
n u {«} = ^J{n, {n}} keine natürliche Zahlmenge. Zum Beispiel kann die Menge 
2 U { 2 } = {1, 2} keine natürliche Zahlmenge sein. 

Man beachte, daß im Gegensatz zu hier die natürlichen Zahlen meist mit den endlichen 
Ordinalzahlen identifiziert werden. Man kann dann etwa zeigen, daß erstens die so 
bestimmten natürlichen Zahlen jeder induktiven Menge angehören und zweitens, daß die 
Menge dieser natürlichen Zahlen die kleinste induktive Menge ist, das heißt diejenige 
Menge, die Teilmenge jeder induktiven Menge ist. 

Definition Eine Menge X heißt abzählbar-unendlich, kurz abzählbar, wenn sie zur 
Menge od aller endlichen Ordinalzahlen gleichmächtig ist, das heißt wenn co « X. Eine 
Menge X heißt nicht abzählbar oder iiberabzählbar, wenn sie eine größere Mächtigkeit als 
die Menge der endlichen Ordinalzahlen hat: co X. 

Die Existenz der Menge o der endlichen Ordinalzahlen wird im Abschnitt II.3 bewiesen 
(Theorem 11.14). 

Bemerkimg: Kardinalzahlen können erst definiert werden, wenn wir die Gültigkeit des 
Auswahlprinzips für zirkelfreie Mengen nachgewiesen haben (siehe Abschnitt II. 6). Es 
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gibt also keine Kardinalzahltheorie für die vollständige Finsler-Mengenlehre. Ob in der 
Finsler-Mengenlehre zur Einführung der Kardinalzahlen auch die Fundiertheit alleine 
ausreichen würde, ohne das Auswahlprinzip zu verwenden, ist nicht bekannt. 

I.10 Spezielle Mengen und Klassen 

1.10.1 Die Allmenge 

Theorem 1.20 Die Allmenge A existiert. Sie enthält sich selbst und es gilt A = Pot(A). 

Beweis: Die Allmenge ist diejenige wohlbestimmte Menge, welche zu allen Mengen die 
3-Beziehung hat. Nach Axiom III oder Theorem 1.13 und Theorem 1.14 existiert die 
Allmenge tatsächlich. Da sie alle Mengen umfaßt, enthält sie sich selbst. Nun folgt mit der 
Tatsache, daß A alle Mengen enthält, für eine Menge x mit x czA sicher A 3 x, aber ebenso 
aus A a x auch x c A, da die Elemente von x alle in A enthalten sein müssen. Daraus ergibt 
sich die Identität A = Pot(A). 

In der Tatsache, daß die Allmenge sich selbst enthält, liegt der Grund, weshalb es in der 
ZF-Mengenlehre keine Allmenge geben kann, denn dort ist wegen des Fundierungsaxioms 
keine Selbstbeziehung erlaubt. 

An dieser Stelle ist folgender Einwand naheliegend: Ist die Russell-Klasse als Teilklasse 
der Allmenge nicht eine Menge? Nein, denn zur Bestimmung der Russell-Klasse als Menge 
müßte das Prinzip der Aussonderung benützt werden. Dieses Prinzip gilt jedoch in der 
Finsler-Mengenlehre im allgemeinen nicht, wofür gerade die Russell-Klasse als 
Gegenbeispiel dient: Die Russell-Klasse erfüllt Axiom I nicht, da nicht bestimmt ist, ob sie, 
als Menge aufgefaßt, sich selbst enthält oder nicht. 

Eine Frage, die in diesem Zusammenhang auftauchen kann, betrifft die Bedeutung der 
Potenzmenge der Allmenge. Ist nicht die Mächtigkeit der Potenzmenge einer Menge M 
immer größer als die Mächtigkeit der Menge M selbst? Nein, dies gilt in der Finsler-
Mengenlehre im allgemeinen nicht. Für die Allmenge ist klar, daß sie alle Mengen enthält, 
also auch alle ihre Teilmengen. Dies bedeutet, daß die Allmenge A und ihre Potenzmenge 
dieselbe Mächtigkeit haben und nach Theorem 1.20 ist sogar A - Pot(A). Daraus entnimmt 
man weiter, daß jede Anwendung des Cantorschen Diagonalverfahrens auf die Allmenge 
eine Klasse produziert, die keine Menge sein kann. 

Zum besseren Verständnis wollen wir uns den Beweis des Cantorschen Theorems im 
Rahmen der ZF-Mengenlehre genauer anschauen, um herauszufinden, warum dieses 
Theorem nicht in der Finsler-Mengenlehre gilt. 

Theorem von Cantor (ZF) Für jede Menge M ist die Mächtigkeit der Potenzmenge 
Pot(M) größer als die Mächtigkeit der Menge M. 

Beweis (in ZF): Sei Afeine Menge. Die Funktion fiX) = {X} ist eine injektive Abbildung 
/: M ->• Pot(M), also ist M< Pot(M). Es kann aber keine bijektive Funktion f . M -» Pot(M) 
geben. Um dies zu zeigen, definieren wir die «Diagonalmenge» 

z = {x e M | x i /(x)} e Pot(M). 
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Gemäß Aussonderungsaxiom ist dies eine Teilmenge von M, aber z gehört nicht zum Bild 
f\M\. Denn man nelime an, daß y e M und f{y) = z; dann ist y e z genau dann, wenn 
y t ,/0;) ~ Widerspruch. Daher ist/nicht surjektiv, also ist: M< Pot{M). 

Dieser Beweis gilt nicht in der Finsler-Mengenlehre, weil dort die Klasse z keine Menge ist. 
Im obigen Beweis wird mit dem Aussonderungsaxiom geschlossen, daß z als Menge 
existiert, aber in der Finsler-Mengenlehre kann z nur eine Klasse sein, denn Axiom I ist 
nicht erfüllt, da nicht bestimmt ist, ob /(y) 3 y oder nicht. Ersetzt man die Menge M durch 
die Allmenge A und/durch die Identität, so erhält man durch diese Konstruktion genau die 
Russell-Klasse. 

Inhaltlich, das heißt begrifflich-mathematisch, ist jedoch klar, daß es in der Finsler-
Mengenlehre eine injektive Abbildung Pot(A) -» A geben muß, da Pot(A) = A (Theorem 
1 .20 ) . 

Es ist im Sinne der Finsler-Mengenlehre nicht erstaunlich, daß das Aussonderungsprinzip 
nicht allgemeingültig ist, denn das würde bedeuten, daß jede Klasse eine Menge ist. 

Theorem 1.21 Das Fundierungsprinzip, das Aussonderungsprinzip und das 
Ersetzungsprinzip sind nicht allgemeingültig. 

Beweis: Die Existenz der J-Menge widerlegt das Fundierungsprinzip und die im obigen 
Beweis des Theorems von Cantor konstruierte Klasse sowie die Russell-Klasse als 
Teilklasse (aber nicht Teilmenge) der Allmenge widerlegt das Aussonderungsprinzip. Für 
das Ersetzungsprinzip betrachten wir eine Funktion f.A-^A der Allmenge in sich, die 
folgendermaßen definiert ist: flM) = M für -,(M 3 M) und flM) = 0 für M 3 M. Offenbar 
ist das Bild f[A] der Allmenge unter / genau die Russell-Klasse, welche keine Menge ist. 
Die Funktion / ist jedoch eindeutig definiert auf der Allmenge A. Also gilt das 
Ersetzungsprinzip im allgemeinen nicht. 

1.10.2 Die Vereinigungsmenge 

Theorem 1.22 Das Vereinigungsmengenprinzip ist nicht allgemeingültig. 

Beweis: Sei N die Klasse aller sich selbst nicht enthaltenden Mengen ohne N selbst. Diese 
Klasse ist wegen Theorem 1.14 eine Menge. Man betrachte die Klasse [TV, {vV}]. Auch sie 
ist eine Menge. Aber die Vereinigung LJ {N, {N}} ist genau die Russell-Klasse und diese 
ist keine Menge. Daher existiert die Vereinigungsmenge einer Menge nicht immer. 

1.10.3 Die größte Ordinalzahl 

Definition Eine Menge heißt wohlgeordnet durch wenn sie (linear oder total) geordnet 
ist durch 3 und jede nicht-leere Teilmenge fundiert ist. 

Offenbar sind Ordinalzahlen selbst fündiert, da jede Menge Teilmenge ihrer selbst ist. 
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Definition Eine Menge a ist eine Ordinalzahl, wenn sie transitiv und wohlgeordnet ist. 
Der Nachfolger von a ist a + 1 \=a\j {a}. Wenn a kein Nachfolger ist, dann ist 

a = sup{$ | a 3 ß}. 

In diesem Falle heißt a Limesordinalzahl. Die Ordnungsrelation < für Ordinalzahlen wird 
festgelegt durch: 

a < ß := ß 9 a; 
a < ß a < ß oder a = ß. 

Wir definieren eine bestimmte Folge von unendlichen Ordinalzahlen a, das heißt von 
Ordinalzahlen mit <x>&, wobei 

co0 := co, 

®a+l := { P I ß =< G>a>, 

co,̂  := [J®p für Limesordinalzahlen y. 
ß<7 

Hieraus ist klar, daß aus a < ß folgt coa < C0p. Diese coa werden ordinale Anfangszahlen 
genannt, weil sie am Anfang einer Folge von Ordinalzahlen mit einer bestimmten 
Mächtigkeit stehen. Sie bilden die Grundlage zur Definition von Kardinalzahlen im 
Abschnitt II.6. 

Zum Beispiel ist die Menge co aller endlichen Ordinalzahlen (Theorem 11.14) eine 
Limesordinalzahl. 

Theorem 1.23 Die Klasse Q aller Ordinalzahlen ist keine Menge. 

Beweis: Wir betrachten die Klasse aller Ordinalzahlen a. Solche Mengen a enthalten 
wegen der Transitivität alle ihre Vorgänger und wegen der Fundiertheit können sie sich 
nicht selbst enthalten. Nennen wir diese Klasse Q, so gilt: 

Q = [0, 1, 2, 3, ... , n, n + 1, ... , co , © + 1, co + 2, ... , co-2, ca-3, ... , co2, ...]. 

Wäre nun Q eine Menge, so kann sie sich nicht selbst enthalten, denn sonst wäre sie eine 
Ordinalzahl und gleichzeitig nicht fundiert. Enthielte andererseits Q nicht sich selbst, so 
müßte sie doch eine Ordinalzahl sein, da sie in diesem Falle transitiv und wohlgeordnet ist. 
In beiden Fällen ergibt sich also ein Widerspruch. Folglich ist unter der Annahme, Q sei 
eine Menge, nicht eindeutig entschieden, ob Q sich selbst als Element angehört oder nicht. 
Mithin kann Q keine Menge sein. 

Theorem 1.24 Die Klasse O aller Ordinalzahlen, welche einen Nachfolger haben, ist 
eine Menge und zwar die größte Ordinalzahl. 

Beweis: Wir prüfen, ob die 3-Beziehung dieser Klasse zu den Mengen eindeutig bestimmt 
ist. Es ist klar, daß 0 3 a, wenn a einen Nachfolger a u {a} hat. Für die 
Widerspruchsfreiheit der Annahme, O sei eine Menge, muß noch die 3-Beziehung dieser 
Klasse zu sich selbst untersucht werden. Aber wenn O eine Menge ist, so ist sie eine 
Ordinalzahl, da sie transitiv und wohlgeordnet ist, also enthält sie alle ihre Vorgänger, aber 
nicht sich selbst. Demzufolge ist nicht O 3 O und die Annahme, O sei eine Menge, führt 
nicht zu einem Widerspruch. Hieraus folgt, daß O die größte Ordinalzahl ist, denn sie hat 
keinen Nachfolger, d a O u {0} keine Menge ist (Theorem 1.23). 

Jetzt läßt sich auch besser verstehen, warum es in der Finsler-Mengenlehre eine größte 
Ordinalzahl geben kann, während in der ZF-Mengenlehre jede Ordinalzahl einen 
Nachfolger hat. Die Nachfolger werden dabei, wie bereits erwähnt, in folgender Weise 
gebildet: 
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a kj {a} = {a}}. 

In der ZF-Mengenlehre ist die Bildung der Vereinigungsmenge immer möglich, in der 
Finsler-Mengenlehre gemäß Theorem 1.22 jedoch nicht. Im Falle der Ordinalzahlen würde 

U { 0 , {O}} = O u {0} = Q 

tatsächlich die Klasse aller Ordinalzahlen ergeben. Damit haben wir ein weiteres 
Gegenbeispiel für die Allgemeingültigkeit des Vereinigungsmengenprinzips gefunden. 

Bilden wir dagegen die Vereinigung der Klasse Q, so erhalten wir genau O, das heißt es 
gilt O = U Q , denn alle Elemente der Elemente von Q haben einen Nachfolger, und für 
jede Ordinalzahl, die einen Nachfolger hat, ist dieser in der Klasse Q aller Ordinalzahlen 
enthalten und damit die Ordinalzahl selbst in LJQ. 

1.10.4 Die Auswahlmenge 

Definition Sei M eine Menge mit nur nicht-leeren Elementen. Wenn eine Menge (oder 
Klasse) von jedem Element von M genau ein Element enthält und sonst nichts, heißt sie 
eine Auswahlmenge (oder Auswahlklasse) von M. 

Beispiel. Die MengeM= {{0}, {0, {0}}} hat die Auswahlmengen {0, {0}} und {0}. 

Bemerkung: lede endliche Menge mit nicht-leeren Elementen hat eine Auswahlmenge. 

Theorem 1.25 Das Auswahlprinzip ist nicht allgemeingültig. 

Beweis: Gemäß Theorem 1.19 existiert die Einermenge {X} einer Menge X. Wir betrachten 
die MengeM = {{a} | a eine Ordinalzahl}. Mist sicher eine Menge, da eindeutig bestimmt 
ist, zu welchen Mengen M die 3-Beziehung hat. Diese Menge hat jedoch keine 
Auswahlmenge, denn sonst würde die Klasse aller Ordinalzahlen eine Menge sein, im 
Widerspruch zu Theorem 1.23. 

Ein weiteres Gegenbeispiel für die Allgemeingültigkeit des Auswahlprinzips und des 
Ersetzungsprinzips ergibt sich aus folgender Klasse: 

Mr = [{*} | -.(* 9 x)). 
Um zu zeigen, daß dies eine Menge ist, genügt es nach Theorem 1.14 zu prüfen, ob es 
eindeutig bestimmt ist, ob MR Element von sich selbst ist oder nicht. Es sei MR 3 MR, dann 
ist MR = {MR} und ->(MR BMR). Dies kann jedoch nicht sein. Also ist - i (MR BMR), woraus 
folgt, daßMß 3 {MR}, was widerspruchsfrei ist. 

Nun ist die Auswahlklasse vonMR die Klasse [x | -i(x 3 x)], also genau die Russell-Klasse 
und damit sicher keine Menge. Folglich ist die Existenz der Auswahlklasse nicht in jedem 
Fall garantiert. Im weiteren ergibt sich daraus noch einmal eine Widerlegung des 
Ersetzungsprinzips. Denn sei / eine Funktion über der Allmenge A, die einer Menge X 
irgendein Element x dieser Menge X zuordnet. Dann ist das Bild J[MR] der Menge MR 
wieder gleich der Russell-Klasse, also keine Menge. 

Theorem 1.26 Jede Menge ist eine Auswahlmenge, also ist die Menge aller 
Auswahlmengen identisch mit der Allmenge. 

Beweis: Sei M eine Menge und sei K - [{x} M 3 x]. Es ist eindeutig bestimmt, welche 
Elemente zu K gehören, weil M eine Menge ist und {x} ebenfalls Menge ist, wenn x eine 
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Menge ist (Theorem 1.19). Also ist K eine Klasse. Man nehme an, K sei eine Menge. Kann 
dann K B K sein? In diesem Falle ist K = {x} mit M B X und K hat nur ein Element, also 
muß M = {x} sein. Daraus folgt jedoch K = {{x}} = {x} und dies gilt nur wenn x identisch 
mit der ./-Menge ist. In allen anderen Fällen ist nicht K B K. Es ist also eindeutig bestimmt, 
ob K B K oder nicht K B K. Daher ist K eine Menge. Die Menge K hat nur M als 
Auswahlmenge. Hieraus folgt, daß jede Menge eine Auswahlmenge ist, und damit folgt die 
Identität der Menge der Auswahlmengen mit der Allmenge. 

1.11 Prinzipielle Nicht-Symholisierbarkeit der Finsler-Mengenlehre 

Wir gehen aus vom symbolisierten Prädikatenkalkül erster Stufe mit Identität und 
formulieren darin die Axiome I und II der Finsler-Mengenlehre. Wie sich zeigt, ergeben 
sich reichlich triviale Formeln (zum Beispiel ist (II) eine Tautologie), was schon ein erster 
Hinweis auf die Tatsache ist, daß sich der begriffliche Gehalt dieser Axiome nicht in 
diesem Rahmen darstellen läßt. Für Axiom I ist entscheidend, daß für zwei Mengen x und y 
entweder x e y oder -,(x e y) gilt, das heißt, es kann nicht beides zugleich wahr oder 
beides zugleich falsch sein. Hier steht W oder F für die konstante Wahrheit p v -,p bzw. 
Falschheit p A sp einer beliebigen Aussage p. 

(I) Vx Vy ((x € y v -.(x e y)) A - , ( ( X e y) o F A - , ( X e y) <H> F)) 

(II) Vx Vy ((x = y ^ W ) ^ x = y) 

Es gibt Klassen von Objekten, welche diese Axiome erfüllen, etwa [0, {0}]. Wir wollen 
zeigen, daß jede Klasse von Objekten, welche (I) und (II) erfüllt, erweiterbar ist. Sei A 
irgendeine die Axiome (I) und (II) erfüllende Klasse, das heißt die Struktur (A, e > sei ein 
beliebiges Modell von (I) und (II). Die Russell-Klasse ist dann defmierbar durch 

[x e A | —i(x e x)] 

und gehört sicher nicht zu A, da sie das Axiom (I) nicht erfüllt. Es werde nun eine neue 
Konstante N definiert durch 

x e N —i(x e x) A X e A 

Damit erfüllt N das Axiom I und es ist sicher -i(N e A). Im weiteren ist auch N mit keiner 
Menge aus A identisch, da N mit keinem solchen Element isomorph sein kann. 

Damit ergibt sich: Wenn (A, e ) ein Modell der symbolisierten Finsler-Axiome (I) und 
(II) im Rahmen des symbolischen Kalküls der Prädikatenlogik erster Stufe ist, so ist es 
erweiterbar. 

Dies steht jedoch mit dem zu Axiom III äquivalenten Theorem 1.13 in Widerspruch. 
Zusammen mit der Einsicht, daß in jeder sinnvollen prädikatenlogischen Symbolisierung 
der Finsler-Mengenlehre A mit N erweiterbar ist, folgt, daß die Finsler-Mengenlehre nicht 
in der symbolischen Prädikatenlogik erster Stufe dargestellt werden kann. 

Eine andere Möglichkeit, die Unabgeschlossenheit oder Unvollständigkeit von prädikaten-
logischen Symbolisierungen der Finsler-Mengenlehre zu demonstrieren, geht auf einen 
Einwand von Kreisel [1954] zurück (so wie obige Überlegung an einen Einwand von Baer 
[1928] anknüpft): Immer, wenn es widerspruchsfrei möglich ist, kann für zwei Mengen M 
und N das Axiom M = N hinzugefügt werden. - Auch damit läßt sich der ursprüngliche 
Bestand an Mengen in einem Modell in gewissen Grenzen verändern. 
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Diese Resultate lassen sich verallgemeinern auf jede Art von symbolischer Darstellung mit 
Hilfe der Finslerschen Unvollständigkeitstheoreme. Diese lauten (siehe dazu Ziegler 
[1996d], Kapitel 4.18 oder [1996c]): 

Erstes Finslersches Unvollständigkeitstheorem Für jeden symbolischen Kalkül, der 
zumindest die elementare Arithmetik umfaßt, gibt es ein mathematisches Objekt, das 
nicht symbolisch darstellbar ist. 

Zweites Finslersches Unvollständigkeitstheorem Für jeden symbolischen Kalkül, der 
zumindest die elementare Arithmetik umfaßt, gibt es ein symbolisch darstellbares 
Theorem, das symbolisch widerspruchsfrei, aber mathematisch-inhaltlich falsch und. 
folglich relativ zum betrachteten Gedankenzusammenhang formallogisch 
widerspruchsvoll ist. 

Mit «formallogisch» ist hier ausdrücklich keine formalsprachliche (oder symbolische) 
Darstellung der Mathematik gemeint, sondern eine Darstellung mathematischer 
Sachverhalte, genauer mathematischer Begriffsinhalte, Begriffsverknüpfungen (Urteile) 
sowie mathematischer Folgeamgen und Beweise, gemäß ihren formalen (im Gegensatz zu 
ihren inhaltlichen) logischen Strukturen mit Hilfe (unter anderem) der formallogischen 
Kategorien der Proposition und des Prädikats (siehe dazu Ziegler [1996d], Kapitel 3). 

Da in der Mengenlehre in der üblichen Weise die elementare Arithmetik dargestellt werden 
kann, können beide Unvollständigkeitstheoreme unmittelbar auf die Finsler-Mengenlehre 
angewendet werden. Dies bedeutet, daß jede Art von Symbolisierung der Finsler-
Mengenlehre Inkonsistenzen zur Folge hat, die erstens die Vollständigkeit und zweitens die 
Widerspruchsfreiheit der Finsler-Mengenlehre betreffen. 

Weiter unten werden wir sehen, daß auch der der ZF-Mengenlehre entsprechende 
Teilbereich der Finsler-Mengenlehre, der Bereich der fundierten und zirkelfreien Mengen 
der hier so genannten Cantor-Mengen lehre, nicht symbolisierbar ist (siehe Abschnitt II.8). 
Seine absolute, das heißt nicht symbolisierbare Widerspruchsfreiheit und Vollständigkeit 
erbt dieser Teilbereich von der vollständigen (aber nicht symbolisierten) Finsler-
Mengenlehre. 
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II. ZIRKELFREIE MENGEN 

In diesem Kapitel werden wir die zirkelfreien Mengen definieren (Abschnitt 1) sowie einige 
Existenztheoreme ableiten (Abschnitt 2) und schließlich beweisen, daß die nicht-
symbolisierten ZF-Axiome außer der Fundiertheit für die Klasse der zirkelfreien und 
fündierten Mengen gelten (Abschnitt 3). Es folgen einige Betrachtungen zum 
Auswahlprinzip (Abschnitt 4) und eine Palette von Beispielen und Theoremen über 
zirkelhafte und zirkelfreie Mengen (Abschnitt 5). Danach folgt ein Ausblick in die 
Kardinalzahltheorie (Abschnitt 6) und in unerreichbare Kardinalzahlen (Abschnitt 7) sowie 
in die Mengenlehre der zirkelfreien und fündierten Mengen, das heißt in die hier so 
genannte Cantor-Mengenlehre (Abschnitt 8). Zum Abschluß werden die Mengen-
darstellungen der natürlichen und der reellen Zahlen betrachtet (Abschnitt 9). 

Von hier ab verwenden wir ausschließlich das gewohnte Zeichen e für die Element-
Beziehung anstatt der inversen 3-Beziehung. 

II. 1 Die Definition zirkelfreier Mengen 

Mit Sicherheit zirkelhaft sind Mengen, die sich selbst enthalten, wie die ./-Menge und die 
Allmenge. Auch wenn, allgemeiner, eine Menge M Element ihrer eigenen transitiven Hülle 
TC(M) ist, das heißt wenn eine Menge in sich selbst wesentlich ist, ist sie als zirkelhaft 
aufzufassen. 

Um die zirkelfreien Mengen zu definieren, schließen wir zuerst alle diejenigen Mengen aus 
£ aus, in deren transitiver Hülle eine in ihrer eigenen transitiven Hülle enthaltene Menge 
enthalten ist, das heißt in denen eine in sich selbst wesentliche Menge wesentlich ist. Damit 
sind insbesondere alle sich selbst enthaltenden Mengen ausgeschlossen. Die Teilklasse von 
£ der übrig bleibenden Mengen sei mit £* bezeichnet. Diese Klasse £* enthält noch immer 
zirkelhafte Mengen. Zum Beispiel kann die Menge C aller zirkelfreien Mengen nicht selber 
zirkelfrei sein, denn sonst müßte sie sich selbst enthalten. Weiter ist die Menge C auch 
nicht in ihrer transitiven Hülle TC(C) enthalten. 

Definition Eine Menge M aus £ heiße zirkelfrei, wenn 
(i) M e £*, das heißt, wenn in der transitiven Hülle von M keine Menge enthalten ist, 
welche Element ihrer eigenen transitiven Hülle ist, und wenn 
(ii) M und jede in ihrer transitiven Hülle enthaltene Menge vom Begriff zirkelfrei 
unabhängig ist. 

Zirkelhaft heisse jede Menge, die nicht zirkelfrei ist. 

Da es sich hier um eine imprädikative Definition handelt, muß geklärt werden, ob sie eine 
eindeutig bestimmte Klassifizierung der Mengen in zirkelfreie oder zirkelhafte induziert, 
also ob die Definition wohlbestimmt ist. 

Definition Eine Interpretation von zirkelfrei ist eine charakteristische Funktion xz/-von £* 
auf (0, 1}, für welche gilt: %zf(M) = 0 für die Interpretation von M als zirkelfrei und 
1zfM) = 1 für die Interpretation von M als zirkelhaft. 

Die obige Definition von zirkelfrei ist nun so zu verstehen, daß eine Menge genau dann 
zirkelfrei ist, wenn es eine Definition derselben gibt, die bei allen Interpretationen von 
zirkelfrei dieselbe Menge bestimmt. Wenn es eine solche Definition nicht gibt, so ist die 

33 



Menge zirkelhaft: sie hängt dann vom Begriff zirkelfrei ab. Hiermit ist klar, daß eine 
Menge entweder zirkelfrei oder zirkelhaft sein muß, also gilt 
Theorem II.l Jede Menge ist eindeutig entweder zirkelfrei oder zirkelhaft. 

Man beachte, daß die durch die Definition explizit gemachte Eigenschaft der Zirkelfreiheit 
von Mengen unabhängig von unserer Erkenntnis existiert und jeweils einer Menge 
zukommt oder nicht zukommt. Dagegen können zur Untersuchung, ob eine konkret 
gegebene Menge M zirkelfrei ist oder nicht, beliebigen Variationen der Intepretation von 
zirkelfrei %zf vorgenommen werden. Derart durch Variation von interpretierte Mengen 
werden dann hypothetisch (oder vorläufig) als zirkelfrei bzw. zirkelhaft aufgefaßt, bis man 
herausgefunden hat, ob es für die zu untersuchende Menge M eine Interpretation gibt, die 
bei allen Interpretationen von zirkelfrei dieselbe Menge bestimmt oder nicht. Im ersten 
Fall ist M (tatsächlich oder endgültig) zirkelfrei, im letzteren zirkelhaft. 

Wegen der Wohlbestimmtheit der Definition der Zirkelfreiheit kann die Gesamtheit der 
zirkelfreien Mengen als eine Klasse C betrachtet werden. Eine Menge Mist dann zirkelfrei, 
wenn sie ohne Bezug auf die Klasse C definiert werden kann. Die Interpretation der Klasse 
C kann in diesem Falle vermöge der Variation der Interpretation von zirkelfrei X-/ beliebig 
geändert werden: 

C x = { X | X z / ( X ) = 0}. 

Trotzdem wird die Definition immer dieselbe Menge M bestimmen. Natürlich ist dieses 
Kriterium nicht praktisch ausfuhrbar. Hier kommt es jedoch nur auf die prinzipielle 
Entscheidbarkeit an. 

Für die mit der ZF-Mengenlehre vertrauten Leser soll noch auf die übliche Bestimmung der 
Definierbarkeit von Mengen eingegangen werden. In der symbolischen Modelltheorie für 
die Mengenlehre heißt eine Menge M definierbar über einem Modell ßL — (A, G), wenn es 
eine Formel cp und einen (oder mehrere) Parameter p e A gibt, sodaß 

M= {x e A \Ä |= cp(x,p)}. 

Wenn die Menge M unabhängig ist vom Parameter p, läßt man ihn in der Formel weg und 
schreibt: Vx (cp(x) o x=M). 

Nicht jede Menge ist in diesem Sinne definierbar, insbesondere nicht solche, welche zu 
ihrer Definition überabzählbar vieler Operationen bedürfen. 

In der Finsler-Mengenlehre ist jedoch jede Menge im Prinzip definierbar vermöge einer 
konkreten Verknüpfung von reinen Begriffen, welche die Menge im Sinne von Axiom I 
eindeutig bestimmen. Dabei wird hier weder eine symbolische Ausdrückbarkeit noch eine 
Beschränkung der Anwendung der Operationen (zum Beispiel überabzählbar viele) 
gefordert. Kurz gesagt: es gibt keine sprachlichen Einschränkungen in irgendeiner Form. 

Wir schreiben Deßx, p) für eine Definition für die Menge x, die von einem Parameter p 
abhängt. Wir können für p die Klasse C wählen. Wenn die Definition unabhängig von C 
ist, können wir den entsprechenden Parameter weglassen. Andererseits können wir jedoch 
nicht sagen, daß Deßx, p) zirkelfrei ist, wenn in der Definition C nicht vorkommt. Im 
Prinzip könnte ein äquivalenter oder verwandter Begriff zur Zirkelfreiheit an irgend einer 
Stelle benützt werden. Dies bildet theoretisch kein Problem, weil das Kriterium darin 
besteht, ob Deßx) immer dieselbe Menge bestimmt was immer C auch sein möge. Mit der 
Veränderung von C verändert sich auch jeder zur Zirkelfreiheit äquivalente Begriff, wie 
auch jeder von ihr abhängige Begriff, wie etwa die Vereinigungsmenge (Theorem 1.22 und 
11.12) oder die Auswahlmenge (Theorem 1.25 und 11.16). Denn vom Gesichtspunkt des 
Ideenrealismus aus gibt es nur einen Begriff der Zirkelfreiheit, nämlich den allen 
möglichen, zur ursprünglichen Definition der Zirkelfreiheit äquivalenten Darstellungen 
übergeordneten Begriffsinhalt. 

34 



Praktisch scheint es unmöglich, dieses Kriterium auf eine Menge konkret anzuwenden, um 
festzustellen, ob sie zirkelfrei ist oder nicht. Wir werden aber sehen, daß für einfache 
Mengen keine großen Schwierigkeiten auftauchen. Meistens ist vom Definitionsinhalt her 
klar, ob eine Menge vom Begriff der Zirkelfreiheit unabhängig ist (wie die Nullmenge) oder 
nicht. Zudem werden einige Theoreme abgeleitet, die es gestatten, auf einfache Weise die 
Zirkelfreiheit von bestimmten Klassen von Mengen zu bestimmen, insbesondere durch den 
Nachweis fast aller zu den Axiomen der ZF-Mengenlehre äquivalenten Prinzipien (siehe 
Abschnitt II.3). 

Beispiele-, Die Nullmenge kann definiert werden durch 0 = {x | -i(x = x)}. Hier ist 
unmittelbar klar, daß Def[0) nicht von C abhängt. Auch für die natürlichen Zahlmengen 
und alle endlichen Ordinalzahlen ist die Zirkelfreiheit ohne weiteres klar. 

Wir werden später beweisen, daß die Menge aller zirkelfreien Mengen existiert und 
zirkelhaft ist, da sie sonst sich selber enthalten müßte (Theorem II.4). 

Es mag zunächst befremdlich erscheinen, daß es Mengen gibt, die nicht anders als mit 
Beziehung auf den Begriff der Zirkelfreiheit definiert werden können, die man also nicht 
unabhängig davon etwa durch bloßes Aufzählen oder Aufweisen der Elemente bestimmen 
kann. Es ist jedoch zu bemerken, daß man ebenso auch die Klasse aller Mengen nicht 
durch bloßes Aufzählen oder Aufweisen bestimmen kann, ohne den Begriff des Alles zu 
benützen, denn sonst könnte die Hinzufügung von neuen Mengen keinen Widerspaich 
ergeben. 

Theorem II.2 Ist M eine zirkelfreie Menge, so ist jedes Element der transitiven Hülle 
von Mund jedes Element von M ebenfalls eine zirkelfreie Menge und von M verschieden. 

Beweis: Es sei die Menge M e X* zirkelfrei und die Menge N ein Element der transitiven 
Hülle von M. Damit ist auch N e X* und es gilt TC({N}) c TC{M). Jedes Element von 
TC{M) ist vom Begriff zirkelfrei unabhängig, also auch jedes Element von TC({N]). Daher 
ist N zirkelfrei. Die Menge N ist verschieden von M, weil M in X* liegt. Demi wäre N = M, 
so würde M zu seiner eigenen transitiven Hülle gehören, das heißt in sich selbst wesentlich 
sein, also wäreM g X*, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

II. 2 Existenztheoreme 

Mit der exakten Bestimmung der Klasse aller zirkelfreien Mengen haben wir eine 
Grundlage erarbeitet, auf welcher wir einige Eigenschaften zirkelfreier Mengen ableiten 
können. Dies ist insbesondere von Bedeutung, weil in der Finsler-Mengenlehre nicht jede 
Gesamtheit von Mengen wieder eine Menge bildet. Es müssen also zusätzliche Kriterien 
ausgearbeitet werden, die es gestatten, Mengen aus gegebenen Klassen von Mengen zu 
bestimmen. Ist eine Klasse gegeben, so ist die Zugehörigkeit oder Nicht-Zugehörigkeit 
irgendwelcher Mengen zu ihr eindeutig bestimmt. Widersprüche sind hier nur möglich in 
der konkreten Definition einer Klasse. 

Falls eine gegebene Klasse K als Menge M aufgefaßt werden soll, das heißt nachgewiesen 
werden soll, daß sie eine Menge ist, so kommt als einziges neues zu prüfendes Element die 
Menge M in Betracht. Zum Nachweis der Existenz von M ist es also hinreichend zu 
untersuchen, ob es eindeutig bestimmt ist, daß M entweder in ihrer eigenen transitiven 
Hülle enthalten ist oder nicht. Als einziger möglicher Hindeamgsgrund für die Existenz der 
Menge M zeigt sich also die Bestimmtheit oder Nicht-Bestimmtheit ihres Selbstbezuges. 
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Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn die Definition von M einen nicht erfüllbaren 
Selbstbezug enthält, das heißt insbesondere, wenn sich nicht in eindeutiger Weise deren 
Zirkelfreiheit oder Zirkelhaftigkeit bestimmen läßt. Dieses Problem entschärft sich 
wesentlich, wenn man die Untersuchung der Mengen auf den Bereich der zirkelfreien 
Mengen einschränkt. 

Theorem II.3 Eine Klasse zirkelfreier Mengen ist immer eine zirkelfreie oder zirkelhafte 
Menge. 

Beweis: Wir beweisen, daß eindeutig bestimmt ist, welche Elemente einer Klasse M von 
zirkelfreien Mengen die e-Beziehung zu dieser haben, damit wir Theorem 1.14 anwenden 
können. Für alle Elemente der Klasse ist die e-Beziehung schon bestimmt. Wir werden 
also nur die e -Beziehung für den Fall, daß Afeine Menge ist, untersuchen. Die Menge M 
besteht nur aus zirkelfreien Mengen, daher kann sicher nicht M e M und M auch kein 
Element der transitiven Hülle TC(M) sein. Es sei also M <t MundM <£ TC(M). Kann diese 
Annahme zu einem Widerspruch führen? Die Menge M ist eine Klasse von zirkelfreien 
Mengen und ist als Klasse wohldefiniert. Widersprüche können nur auftreten, wenn M 
vermöge seiner Abhängigkeit vom Begriff zirkelfrei zu sich selbst oder zu TC(M) gehören 
muß. - Die Möglichkeit, daß M zirkelfrei und zugleich M e M oder M e TC.(M) ist, ist 
ausgeschlossen, da M e M und M e TC{M) impliziert, daß M zirkelhaft ist. - Die 
Möglichkeit, daß M zirkelhaft und zugleich M e A4 oder M e TC(M) ist, ist ebenfalls 
ausgeschlossen, weil M nur aus zirkelfreien Elementen besteht. Also ist tatsächlich M <tM 
und M g TC(M). - Es ist also eindeutig bestimmt, daß M & M. Die wegen Theorem 1.14 
existierende Menge M kann zirkelfrei oder zirkelhaft sein, und ist von jeder in ihrer 
transitiven Hülle enthaltenen Menge verschieden. 

Man kann sich fragen, warum hier das Problem der Russellschen Antinomie nicht auftritt. 
Betrachten wir dazu die Klasse aller sich selbst nicht enthaltenden zirkelfreien Mengen. 
Dies ist dieselbe Klasse wie die Klasse C aller zirkelfreien Mengen, weil zirkelfreie 
Mengen sich selbst nicht enthalten. Das Problem der Russell-Klasse, daß sie als 
(zirkelfreie) Menge gemäß dieser Definition genau dann zu sich selbst gehören müßte, 
wenn sie nicht zu sich selbst gehört, kann hier nicht auftreten, denn es gilt 

Theorem II.4 Die Klasse aller zirkelfreien Mengen ist eine zirkelhafte Menge: C. 

Beweis: Aus Theorem II.3 folgt direkt, daß die Klasse C aller zirkelfreien Mengen eine 
Menge ist. Sie ist zirkelhaft, weil sie sonst als zirkelfreie Menge sich selbst enthalten 
müßte. 

Wir führen nun den Begriff der Zirkelfreiheit auch für Klassen ein. 

Definition Eine Klasse heißt zirkelfrei, wenn sie nur zirkelfreie Elemente enthält und vom 
Begriff zirkelfrei unabhängig ist, das heißt, wenn sie eine Definition hat, die immer dieselbe 
Klasse bestimmt, unabhängig von jeder Interpretation von zirkelfrei und damit unabhängig 
von der Interpretation der Menge C. 

Hier handelt es sich wieder um eine imprädikative Definition. Ihre Rechtfertigung ergibt 
sich aus dem folgenden Theorem. 

Theorem II.5 Eine Klasse von zirkelfreien Mengen ist genau dann eine zirkelfreie 
Menge, wenn sie vom Begriff zirkelfrei unabhängig ist, das heißt, wenn sie so definiert 
werden kann, daß die Definition stets dieselbe Klasse liefert, gleichgültig, welche 
Mengen als zirkelfrei bestimmt werden. 

Beweis: Es ist klar, daß wenn die Definition DefiM) der Menge M vom Begriff zirkelfrei 
unabhängig ist, dies auch für die Definition der Klasse gilt. Jede zirkelfreie Menge ist also 
eine zirkelfreie Klasse. Sei umgekehrt M eine Klasse von zirkelfreien Mengen. Wegen 
Theorem II.3 ist sie eine Menge. Alle ihre Elemente sind zirkelfrei, das heißt alle in ihrer 
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transitiven Hülle enthaltenen Mengen sind zirkelfrei (Theorem II.2). Da sie selbst vom 
Begriff zirkelfrei, unabhängig ist, ist Meine zirkelfreie Menge. 

Theorem II.6 Jede Teilklasse einer zirkelfreien Klasse ist eine zirkelfreie Klasse. 

Beweis: Sei K eine zirkelfreie Klasse. Um bequemer mit dem Begriff zirkelfrei operieren zu 
können, betrachten wird die transitive Hülle TC{K) anstatt K. Auch TC{K) ist vom Begriff 
zirkelfrei unabhängig, weil die Definition der transitiven Hülle vom Begriff zirkelfrei 
unabhängig ist. Alle ihre Elemente sind zirkelfrei (Theorem II.2). Daher ist TC(K) eine 
zirkelfreie Klasse. Ob eine beliebige Klasse T eine Teilklasse von TC{K) ist, ist eindeutig 
bestimmt. Im weiteren kann T definiert werden, ohne den Begriff zirkelfrei oder zirkelhaft 
zu benützen, weil TC(K) nur aus zirkelfreien Mengen besteht. Da jede Teilklasse von K 
auch eine Teilklasse von TC{K) ist, ist das Theorem bewiesen. 

Daraus folgt 

Theorem II.7 Jede Klasse von Elementen einer zirkelfreien Menge M ist eine zirkelfreie 
Teilmenge von M. Jede Teilmenge einer zirkelfreien Menge ist eine zirkelfreie Menge. 

Beweis: Sei T eine Teilklasse der Menge M. Mit Theorem II.6 folgt, daß T zirkelfrei und 
mit Theorem II.5, daß '/' eine Menge ist. Also ist 7' eine zirkelfreie Teilmenge von M. 

II. 3 Beweise der ZF-Prinzipien für zirkelfreie Mengen 

Wir zeigen hier, daß die in Abschnitt 1.8 aufgestellen Prinzipien der ZF-Mengenlehre 
innerhalb des Bereichs der Menge C der zirkelfreien Mengen beweisbare Theoreme 
darstellen. 

Theorem II.8 (0. Existenzprinzip) Es gibt eine zirkelfreie Menge. 

Beweis: Durch Theorem 1.15 ist die Existenz der Nullmenge gesichert. Sie ist die Menge, 
zu der keine andere Menge die e -Beziehung hat. Aus der Definition 0 := {x | x ^ x) ergibt 
sich, daß sie nicht in ihrer transitiven Hülle enthalten ist und nicht vom Begriff zirkelfrei 
abhängt. 

Theorem II.9 (1. Prinzip der Bestimmtheit) Wenn die zirkelfreien Mengen x und y 
dieselben Elemente haben, so ist x = y. 

Beweis: Theorem 1.9. 

Theorem ILIO (2. Aussonderungsprinzip) Wenn x eine zirkelfreie Menge ist und cp 
eine begriffliche Eigenschaft, so ist die Klasse [z \ z e x A (p(z)] eine zirkelfreie Menge. 

Beweis: Die Klasse [z \ z e x A cp(z)] ist wohldefiniert und besteht nur aus zirkelfreien 
Mengen. Als Teilklasse von x ist sie nach Theorem II.7 eine zirkelfreie Menge. 

Theorem 11.11 (3. Paarmengenprinzip) Für die zirkelfreien Mengen x und y gibt es 
eine zirkelfreie Menge z = {x, y}, die genau x und y enthält. 

Beweis: Eine zirkelfreie Definition für das Paar aus den zirkelfreien Mengen x und y ist die 
folgende: Die Klasse, welche nur die Mengen x und y enthält. Daraus folgt, daß [x, y) eine 
zirkelfreie Klasse ist und nach Theorem II.5 eine zirkelfreie Menge. 
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Bemerkung: Falls man x = y voraussetzt, so folgt aus dem Paarmengenprinzip und dem 
Prinzip der Bestimmtheit, daß {x, x} = {x} immer eine zirkelfreie Menge ist, falls x eine 
solche ist. 
Theorem 11.12 (4. Vereinigungsmengenprinzip) Für jede zirkelfreie Menge X gibt es 
die zirkelfreie Vereinigung ^JX, die alle Elemente der Elemente von X enthält. 

Beweis: Die Vereinigung KJX ist eine Teilklasse der transitiven Hülle TC(X) und 
demzufolge nach den Theorem II.5 und II.6 eine zirkelfreie Menge. 

Theorem 11.13 (5. Potenzmengenprinzip) Für jede zirkelfreie Menge x gibt es die 
zirkelfreie Potenzmenge y = Pot(x), die alle Teilmengen von x enthält. 

Beweis: Nach Theorem II.7 sind alle Teilmengen von x zirkelfrei. Die Klasse aller 
Teilmengen von x ist eindeutig bestimmt. Der Begriff der Teilmenge von x ist vom Begriff 
zirkelfrei unabhängig, da jede Teilmenge von x aus Elementen besteht, die, wie x selbst, 
unabhängig vom Begriff zirkelfrei bestimmt sind. Daher ist Pot(x) nach Theorem II.5 eine 
zirkelfreie Menge. 

Theorem 11.14 (6. Unendlichkeitsprinzip) Es gibt eine zirkelfreie Menge x, welche die 
leere Menge 0 und mit jedem zirkelfreien Element z e x auch die Menge z KJ {Z} enthält. 

Beweis: Man betrachte die wohlbestimmte Klasse © aller endlichen Ordinalzahlen: 

co = {0, 1,2, . . . ,n ,n + l, ... }. 

Die endlichen Ordinalzahlen sind untereinander verschieden und zirkelfrei, da sie nicht in 
ihrer eigenen transitiven Hülle enthalten sind und vom Begriff zirkelfrei unabhängig 
definierbar sind. Die Bildung des Nachfolgers n + 1 = n u { n } = U { n , {n}} ist durch das 
Paarmengenprinzip (für die Einermenge) und das Vereinigungsmengenprinzip garantiert. 
Als Teilklasse der Menge der zirkelfreien Mengen ist sie nach Theorem II.3 eine Menge 
und nach Theorem II.5 eine zirkelfreie Menge, da sie als unendliche Menge nicht in ihrer 
transitiven Hülle enthalten ist sowie ihre Definition nicht vom Begriff zirkelhaft abhängig 
ist. 

Theorem 11.15 (7. Ersetzungsprinzip) Wenn feine zirkelfreie Funktion der Menge der 
zirkelfreien Mengen in sich selbst ist, so ist das Bild jeder zirkelfreien Menge X wieder 
eine zirkelfreie Menge, das heißtf[X\ = {/(x) | x e X) ist eine zirkelfreie Menge. 

Beweis'. Sei / eine Funktion der Menge der zirkelfreien Mengen in sich selbst, die vom 
Begriff zirkelfrei unabhängig ist (dabei kann die Funktion / eine Klasse sein). Sämtliche 
f{x) mit x e X sind zirkelfrei und es ist eindeutig bestimmt, welche Mengen zu f[X\ 
gehören. Die Funktion/ist vom Begriff zirkelfrei unabhängig und daher auch die Klasse 
f[X\. Aus Theorem II.5 folgt, daß /[A"| eine zirkelfreie Menge ist. 

(8. Fundierungsprinzip) Für jede nicht-leere zirkelfreie Menge X gibt es ein zirkelfreies 
e-minimales Element, das heißt, eine zirkelfreie Menge x e X, sodaßx n l = 0 , 

Für den Bereich der zirkelfreien Mengen gilt im allgemeinen das Fundierungsprinzip nicht, 
wie die in Theorem 11.22 diskutierten Mengen zeigen. Schränkt man die Menge C aller 
zirkelfreien Mengen durch die Forderung der Fundiertheit ein, so gilt das 
Fundierungsprinzip per defmitionem. 

Theorem 11.16 (9. Auswahlprinzip) Jede zirkelfreie Menge X, deren Elemente x nicht-
leer sind, besitzt eine zirkelfreie Auswahlmenge, das heißt eine zirkelfreie Menge, die aus 
jedem Element von X genau ein Element enthält und sonst nichts. 

Wir beweisen zuerst eine eingeschränkte Form des Auswahlprinzips, nämlich das 
Auswahlprinzip für paarweise elementfremde (disjunkte) Elemente. 
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Theorem 11.17 (Auswahlprinzip für elementfremde Elemente) Ist M eine zirkelfreie 
Menge, deren Elemente von der Nullmenge verschieden sind und paarweise 
elementfremd sind, so gibt es mindestens eine zirkelfreie Auswahlmenge, das heißt eine 
zirkelfreie Menge, welche mit jedem Element von M genau ein Element gemeinsam hat, 
sonst kein Element enthält und eine Teilmenge der Vereinigung KJM ist. 

Beweis von Theorem II. 17: Die Elemente von M sind nicht-leer, also gibt es ein Element x 
in jedem Element X von M. Ein solches Element von X ist immer unterscheidbar von jedem 
anderen Element in X (nicht unterscheidbare Mengen sind wegen Axiom II identisch). Wir 
können also jedem Element X von M ein Element x aus X zugeordnet denken. Diese 
Zuordnungen sind völlig unabhängig voneinander. Es wird also nichts Unmögliches 
verlangt, wenn wir sagen: Sei W eine Teilklasse von U M so, daß aus jedem Element X von 
Mgenau ein Element x vonXzu Wgehört und sonst nichts. Aus Theorem II.7 folgt, daß W 
eine zirkelfreie Menge ist und zwar eine Auswahlmenge von M. 

Das Auswahlprinzip verdankt seinen Namen der Tatsache, daß aus jedem Element von M 
ein Element sozusagen «gewählt» wird. Meistens wird zuerst der Begriff der 
Auswahlfunktion definiert. 

Definition Eine Funktion / M —> KJM heißt Auswahlfunktion, wenn f{X) e X für jedes 
Element X der Menge M 

Damit hat das Auswahlprinzip die Form: Jede Menge von nicht-leeren Mengen hat eine 
Auswahlfunktion. 

Man beachte, daß eine Zuordnung, die jeder Menge X ein Element x e X zuordnet, eine 
Klasse von geordneten Paaren (X, x) ist, das heißt eine Funktion (siehe dazu Abschnitt 1.8). 

Für die Bestimmung der Auswahlmenge von Mengen wie {{a}, {b}, {a, b}} hilft uns das 
Theorem II. 17 allerdings nicht viel. Dazu braucht man Theorem II. 16. 

Beweis von Theorem 11.16: Wie im Beweis von Theorem 11.17 können wir jedem Element 
X von M ein Element x zugeordnet denken. Zusammen genommen ist die Zuordnung eine 
Klasse von geordneten Paaren 

QC,X)-M{X,{X,X)} = { X ) U { { X , X } } 

so, daß x e X e M. Die Paare {X, x} sind Teilmengen von lJ{M. , LJM}, also Elemente 
von 

Pot{VJ{M, VJM}). 

Die geordneten Paare sind dann Paarmengen von Elementen aus 

M u Pot(^J{M, UM}). 

Die Klasse der geordneten Paare bilden nach Theorem II.7 eine zirkelfreie Teilmenge / 
dieser Menge, wobei /= { ... , (X, x), ... } eine Auswahlfunktion ist. Es ist möglich, daß für 
X 7 die Mengen {X, x) und (7, x) zu / gehören, das heißt die Elemente von M brauchen 
nicht mehr paarweise elementfremd (disjunkt) zu sein. Damit ist Theorem II. 16 bewiesen. 

Eine mögliche Auswahl für {{«}, {b}, {a, b}} ist die Menge {a, b}. Damit ist die Existenz 
einer Auswahlmenge auch bei Mengen mit nicht disjunkten Elementen gesichert. 
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II. 4 Historische und philosophische Bemerkungen zum Auswahlprinzip 

Das Auswahlaxiom hat eine interessante Geschichte (siehe insbesondere Moore [1982]). 
Erstmals im Jahre 1904 hat Zermelo es explizit formuliert, um das Wohlordnungstheorem 
zu beweisen. Sein Beweis stieß auf viel Kritik und Ablehnung, denn man konnte einfach 
nicht glauben, daß es für alle Mengen, insbesondere für die Menge der reellen Zahlen, eine 
Wohlordnung geben könne. Im Jahre 1908 bewies Zermelo dasselbe noch einmal, 
ausgehend von einer Liste von Axiomen für die Mengenlehre von Cantor, den heute 
sogenannten Zermeloaxiomen. Darunter befand sich natürlich auch das Auswahlaxiom. 

Das Auswahlaxiom hat viele äquivalente Formen, zum Beispiel: das Lemma von Zorn (zu 
jeder partiell geordneten Menge, in der jede nicht-leere total geordnete Teilmenge eine 
obere Schranke besitzt, gibt es ein maximales Element), das Wohlordnungstheorem (in 
einer total geordneten Menge hat jede nicht-leere Teilmenge ein erstes Element), das 
Theorem über die Gleichmächtigkeit jeder Menge zu einer Ordinalzahl, das 
Vergleichbarkeitstheorem für Mengen (für zwei Mengen X, Y ist entweder X •< Y oder 
XvYoderXyY). 

Erst durch Zermelos Untersuchungen und seine explizite Formulierung wurde das 
Auswahlaxiom jedoch den Mathematikern als notwendige Bedingung vieler Beweise 
bewußt. Historisch und psychologisch ist interessant, daß viele Mathematiker, welche das 
Auswahlaxiom in seiner expliziten Form später ablehnten, dieses davor in ihren eigenen 
Forschungen implizit verwendet hatten (siehe Moore [1982], § 1.7). 

Befürworter des Axioms sehen diese Tatsache als ein Hinweis für dessen Gültigkeit an. 
Viele Mathematiker waren mit Zermelo einverstanden, daß das Axiom unmittelbar evident 
sowie notwendig ist für die Mathematik (siehe dazu zum Beispiel Läuchli [1979]). Das 
Lemma von Zorn wird in der Algebra oft verwendet und in der Topologie braucht man die 
Tatsache, daß ein unendliches Produkt von nicht-leeren Räumen nicht-leer ist. Letzteres 
beruht auf der Tatsache, daß man aus jedem Raum ein Element auswählen kann. 

Einige Logiker, vor allem diejenigen, welche alle auf dem Ideenrealismus beruhenden 
Überzeugungen ablehnen, haben jedoch große Vorbehalte gegenüber dem Auswahlaxiom. 
Dies hat damit zu tun, daß das Axiom eine Existenzbehauptung macht: für jede Menge von 
nicht-leeren Elementen existiert eine Auswahlfunktion, oder: jede solche Menge hat eine 
Auswahlmenge. Bei den anderen Axiomen der ZF-Mengenlehre entstehen die Mengen, 
indem die Operationen 

{,},U,Pot( ),f[ ] 

auf andere Mengen angewendet werden. Die Mengen werden sozusagen konstruiert, 
letztendlich aus der Nullmenge. Für die Auswahlmengen gibt es keine entsprechende 
Konstruktion. Nimmt man den psychologischen Tatbestand hinzu, daß Konstruktionen 
notwendigerweise in einem zeitlichen Nacheinander ablaufen, scheint es problematisch, 
einfach anzunehmen, daß für überabzählbare Mengen eine Auswahlmenge gefunden oder 
konstruiert werden könne. Diese Schwierigkeiten verschwinden nur, wenn man die 
Bestimmung der Auswahlmenge nicht an eine konstruktive Hintereinander-Ausführung 
bindet, sondern eine Simultanauswahl zuläßt oder eine Wohlordnung der Mengen annimmt. 
Letzteres wäre natürlich eine petitio prineipii, da das Wohlordnungstheorem zum 
Auswahlaxiom äquivalent ist. 

Im Rahmen der ideenrealistischen Anschauung wie sie hier vertreten wird (siehe 
Einfuhrung, Abschnitt 1), sind die Mengen schon da, müssen also nicht erst konstruiert, 
sondern einfach eindeutig und widerspruchsfrei bestimmt werden. Dies gilt insbesondere 
für die Auswahlmengen. Folglich treten hier die oben diskutierten Probleme nicht auf, da 
ein in zeitlicher Folge ablaufendes Wählen für die Bestimmung einer Auswahlmenge nicht 
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notwendig ist. In vielen Fällen taucht bei solchen Überlegungen nur deshalb eine 
Schwierigkeit auf, weil «Auswahl» ein «bildhafter» Ausdruck ist, der einen zeitlichen 
Prozeß oder eine konkrete Konstruktion zu suggerieren scheint. - Interessant in diesem 
Zusammenhang ist ein Aufsatz von Paul Bernays Über den Piatonismus in der 
Mathematik [1935], in dem er das Auswahlaxiom «ableitet» aus einem beschränkten 
Ideenrealismus. 

Im Rahmen der Finsler-Mengenlehre ist das Auswahlaxiom (AC) für zirkelfreie Mengen 
beweisbar (Theorem 11.16), aber nicht allgemeingültig für die vollständige Finsler-
Mengenlehre (Theorem 1.25). Dieser Sachverhalt stimmt überein mit der Überzeugung 
vieler Mathematiker, daß das Prinzip in vielen Bereichen der Mathematik gilt, jedoch nicht 
den Anspruch auf universelle Gültigkeit haben kann. Aus der Finsler-Mengenlehre ergibt 
sich auf natürliche Weise, daß das übliche Vorgehen, wo meist von ZF + AC ausgegangen 
wird, sinnvoll ist. Finsler konnte darüber hinaus jedoch genauer angeben, in welchem 
Bereich AC insbesondere nicht gilt, nämlich im Bereich der zirkelhaften Mengen. In der 
Finsler-Mengenlehre kommt schließlich deutlich zum Ausdruck, wie die Bereiche, in 
welchen das Auswahlaxiom gilt oder nicht gilt, miteinander zusammenhängen. 

II. 5 Spezielle zirkelfreie und zirkelhafte Mengen 

Wir betrachten einige besondere zirkelfreie und zirkelhafte Mengen. 

Theorem 11.18 Die Klasse C aller zirkelfreien Mengen ist eine unendliche zirkelhafte 
Menge. 

Beweis-, Sei f . C —» C definiert durch f[M) = {M}. Dann ist / eine Bijektion auf eine echte 
Teilmenge von C. Die Einermenge existiert als Folge des Paarmengenprinzips für 
zirkelfreie Mengen (Theorem II. 11) und es gibt sicher ein Element in M, das nicht im Bild 
f[M] liegt, nämlich die Nullmenge 0 . Die Menge C ist zirkelhaft wegen Theorem II.4. 

Aus Theorem 11.18 folgt die Existenz einer unendlichen Menge zirkelfreier Mengen, die 
aber selbst zirkelhaft ist. Eine unendliche Menge zirkelfreier Mengen, die selbst nicht 
zirkelhaft ist, ist die Menge der natürlichen Zahlmengen. 

Theorem 11.19 Die Klasse der natürlichen Zahlmengen ist eine unendliche zirkelfreie 
Menge. 

Beweis: Man betrachte die natürlichen Zahlmengen 

0 := 0 , 1 := {0}, 2 := {1}, 3 {2}, . . . , « + 1 = {«}, ... . 

Sie sind offensichtlich zirkelfrei. Aus dem Paarmengenprinzip und dem Prinzip der 
Bestimmtheit folgt, daß jede natürliche Zahlmenge n tatsächlich einen Nachfolger 
{n,n} = {n} hat. Die Klasse der natürlichen Zahlmengen 

N = [0, 1 , 2 , . . . , « , . . . ] 

ist daher unendlich, da es eine Bijektion / d e r natürlichen Zahlmengen auf eine Teilmenge 
ihrer selbst gibt mit f[n) = {«}, bei der die Nullmenge sicher nicht in der Bildmenge v o n / 
liegt. Als Klasse von zirkelfreien Mengen ist die Klasse aller natürlichen Zahlmengen 
sicher eine Menge (Theorem II.3). Sie ist zirkelfrei, da sie erstens nicht in ihrer transitiven 
Hülle enthalten ist (alle natürlichen Zahlmengen enthalten jeweils nur ein Element) und 
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zweitens alle Begriffe und deren Beziehungen, die zur Definition der natürlichen 
Zahlmengen und ihrer Klasse verwendet werden, nicht vom Begriff zirkelfrei abhängen. 

Theorem 11.20 (a) Die Mächtigkeit der Potenzmenge Pot(C) der Menge aller 
zirkelfreien Mengen C ist größer als die Mächtigkeit von C: Pot(C) >- C. 
(b) Die Mächtigkeit der Allmenge A ist größer als die Mächtigkeit der Menge C aller 
zirkelfreien Menge: A >- C. 
(c) Die Mächtigkeit der Menge C aller zirkelfreien Mengen ist größer als die Mächtigkeit 
jeder zirkelfreien Menge F: C >- F. 
(d) Für jede zirkelfreie Menge F ist die Mächtigkeit der Potenzmenge Pot(F) größer als 
die Mächtigkeit der Menge F: Pot(F) y F. 
Beweis: (a) Wir nehmen an, es gäbe eine surjektive Abbildung f . C -» Pot(C) und 
definieren die auf C eingeschränkte «Diagonalmenge» 

z = {x | x e C und x <£ fix)} a C. 

Dies ist offenbar eine Klasse von zirkelfreien Mengen, also nach Theorem II.3 eine Menge. 
Die Menge z kann aber nicht zum Bild /[C] gehören. Denn nehmen wir an, daß /(y) = z, 
dann gilt j; e z genau dann, wenn y <£ fiy) mit fly) = z. Aus diesem Widerspruch folgt, daß 
es keine surjektive Abbildung f . C —>• Pot{C) geben kann. Also ist Pot(C) >- C. - (b) und 
(c) werden analog wie (a) bewiesen. - (d) Beweis mit Hilfe des Aussonderungsprinzips 
(Theorem II. 10) gemäß dem ZF-Beweis von Abschnitt 1.10.1. 

Aus den Theoremen II. 18 und 11.20 folgt unmittelbar 

Theorem 11.21 Es existieren unendliche Mengen mit absolut verschiedenen 
Mächtigkeiten. 

Die im folgenden Theorem konstruierten Mengen gehen auf Mirimanoff zurück. Sie 
heissen deshalb auch Mirimanoff-Mengen. 

Theorem 11.22 Es gibt zirkelfreie, unfundierte Mengen. Solche Mengen können die 
Nullmenge in ihrer transitiven Hülle enthalten, müssen dies aber nicht. 

Beweis: Man betrachte die abzählbar vielen Mengen 
M0, Mj, M2, ... , die durch die Bestimmung 
festgelegt sind, daß die natürliche Zahlmenge n und 
die Menge Mn+l für jedes n die Beziehung e genau 
zu der Menge Mn besitzen sollen, sodaß 

Mn= {n,Mn+l}. 

Die aus den Mengen M0, Mx, M2, ... , Mn, ... 
bestehende Klasse genügt den Axiomen I und II 
und es ist kein Element in seiner eigenen transitiven 
Hülle enthalten. Da alle diese Mengen vom Begriff 
zirkelfrei unabhängig sind, so ist die Menge 
{.M0, Ml, M2, ... , Mn, ...} zirkelfrei und zudem 
nicht fündiert, denn es gilt (Figur II. 1): 

... eMne ... eM2eMx<E M0. 

Die transitive Hülle dieser Menge ist die zirkelfreie 
und fundierte Menge 

{0 , 1 , 2 , . . . « , . . . , M q , M J , M J , ... , Mn, ...}, 

die jedoch eine unfundierte Teilmenge besitzt. 

<)4 Mo 

2 « Mo 

1 9< Mi 

0 O MN 

Figur II. 1 

42 



Es gibt auch zirkelfreie unfundierte Mengen, bei denen die Nullmenge 0 nicht in der 
transitiven Hülle enthalten ist. Eine solche aus zirkelfreien Elementen gebildete Menge 
{M(j, Mu M2, ... , Mn, ...} ist in Figur II.2 dargestellt. Jede der Mengen Mn hat hier n 
Elemente. Damit ist Theorem 11.22 bewiesen. 

Figur II.2 

Nicht jede fundierte Menge ist zirkelfrei, denn es gilt 

Theorem 11.23 Es gibt fundierte Menegn, die zirkelhaft sind. 

Beweis: Die zirkelhafte Menge C aller zirkelfreien Mengen und die zirkelhafte Menge E 
aller zirkelfreien Ordinalzahlen (siehe Theorem II.27(c)) sind fundiert, denn sie enthalten 
die Nullmenge. 

Theorem 11.24 (a) Die Klasse Kt aller transitiven Mengen ist eine nicht-transitive 
Menge mit K, £ Kt. 
(b) Die Klasse Knt aller nicht-transitiven Mengen ist eine nicht-transitive Menge mit 
Knt e Knl. 
(c) Die Klasse Kr. aller transitiven zirkelfreien Mengen ist eine nicht-transitive 
zirkelhafte Menge mit Klz Ktz. 
(d) Die Klasse Knt7 aller nicht-transitiven zirkelfreien Mengen ist eine nicht-transitive 
zirkelhafte Menge mit Kntz <£. Knt7. 

Beweis: Für die Beweise von (a) und (b) genügt es, die eindeutige Bestimmtheit der e -
Beziehung der jeweiligen Mengen zu sich selbst zu untersuchen. - (a) Wir zeigen, daß Kt 
Mengen enthält, deren Elemente nicht transitiv sind, also kann nicht Kt e Kt sein. Zum 
Beispiel ist die (zirkelfreie) Menge {0, {0}, {{0}}} transitiv, aber deren Element {{0}} 
nicht. Nun ist {{0}} = 2 e {0, 1, 2} e K„ aber 2 i Kt. - (b) Die Menge {0, 2} ist eine 
nicht-transitive (zirkelfreie) Menge, denn es ist 1 e 2, aber 1 £ {0, 2}, also ist 
{0, 2} e Knt. Weiter ist 1 € Knt, daher ist Knt nicht-transitiv, also Knt e KnV - (c) Mit 
Theorem II.3 folgt, daß Ktz eine Menge ist. Mit dem Gegenbeispiel von (a) folgt, daß sie 
nicht transitiv sein kann, also nicht in ihrer transitiven Hülle enthalten sein kann. Da ihre 
Definition wesentlich vom Begriff zirkelfrei abhängt, ist sie trotzdem zirkelhaft. - (d) Mit 
Theorem II.3 folgt, daß Knt, eine Menge ist. Sie kann nicht zirkelfrei sein, sonst würde sie 
sich selbst enthalten. Sie ist also zirkelhaft, und es ist Kmz Kntz. Mit dem Gegenbeispiel 
von (b) folgt, daß Knr nicht-transitiv ist. 

43 



Theorem 11.25 (a) Wenn die Menge M zirkelfrei ist, so ist TC(M) eine zirkelfreie Menge. 
(b) Wenn die Menge M transitiv ist, so ist TC(M) eine Menge und es ist TC(M) e TC(M) 
nur dann, wenn M e M. 
(c) Es sei A die Allmenge und C die Menge aller zirkelfreien Mengen. Dann ist 

(i) TC(K,)=A. 
(11) TC(Knt) = A. 
(in) TC(KJ = C. 
(iv) TC{Kmz) = C. 

(d) Für M e Z* ist TC(M) eine Menge. 

Beweis: (a) Alle Elemente von TC{M) sind zirkelfrei, ebenso die Definition von TC(M), 
also ist dies eine zirkelfreie Menge gemäß Theorem II.5. - (b) Wenn Mtransitiv ist, so ist 
M = TC{M). Daraus folgt, daß TC(M) e TC(M) nur dann, wenn M e M. - (c) (i) Die 
Inklusion TC(Kt) c A ist trivial. Wenn M e A e Kt cz TC(Kt), so ist M e TC(Kt), denn 
TC(Kt) ist eine transitive Klasse. Daraus ergibt sich TC(Kt) = A und TC(Kt) ist sogar eine 
Menge, die sich selbst enthält, (ii) Die Inklusion TC(Knt) cz A ist trivial. Sei nun M e A; 
für M > 0 ist {M} nicht transitiv. Aus M e {M} e TC(KJ folgt M e TC(KJ und 0 ist 
ohnehin in TC{KJ. Daher ist 4 c TC(KJ; und folglich ist 4 = TC(Knt). (111) Die Inklusion 
TC(Kr) c C ist trivial. Sei M e C, dann ist TC({M}) e Ktz. Nun ist M e J'C({M}) 
e TC(Kt), also M e TC(Klr): daher ist TC(K^) = C. (iv) Die Inklusion TC(KnP) c C ist 
trivial. Sei Me C, dann gilt für M* 0 sicher {M} e Kntz. Aus M e {M} e TC{Knt,) folgt 
M e TC(Kntz); weiter ist auch 0 6 TC(Kntz). Also ist TC(Kntz) = C. - (d) Offenbär sind 
die Elemente von TC(M) nicht in ihrer eigenen transitiven Hülle enthalten, insbesondere ist 
TC{M) <£ TC(TC(M)) = TC(M). 

Bemerkung. Es ist nicht bekannt, ob TC{M) für jede Menge M eine Menge ist. 

Theorem 11.26 (a) Die Potenzmenge Pot{K() der Menge Kt aller transitiven Mengen ist 
nicht transitiv: Pot(Kt) e Knt. 
(b) Die Potenzmenge Pot(Knl) der Menge Knt aller nicht-transitiven Mengen ist nicht-
transitiv: Pot(Knt) e KnV 

Beweis-, Wir müssen zeigen, daß Pot(Kt) und Pot(Knt) keine transitiven Menge sind. -
(a) Da {0, 1, 2} transitiv ist, gilt {0, 1, 2} e {{0, 1, 2}} e Pot(Kt) aber 
{0, 1, 2} e Pot(Kt). Denn 2 = {{0}} ist nicht transitiv, also ist {0, 1, 2} <x Kt und damit ist 
Pot(Kt) nicht transitiv. - (b) Die Zahlmenge 2 = {{0}} ist nicht transitiv, also ist 
2 e {2} e Pot(KJ, aber 2 g Pot{KJ. Denn 1 = {0} ist transitiv, also ist {1} = 2 d KnV 
Hieraus folgt, daß Pot(Knt) nicht transitiv ist. 

Theorem 11.27 (a) Die Klasse der endlichen Ordinalzahlen ist eine zirkelfreie und 
abzählbare unendliche Ordinalzahl: CO S COQ. 
(b) Die Klasse der endlichen und abzählbaren Ordinalzahlen ist eine zirkelfreie und 
nicht abzählbare Ordinalzahl: a>j. 
(c) Die Klasse aller zirkelfreien Ordinalzahlen ist die erste zirkelhafte Ordinalzahl: E. 
(d) Die Klasse Q aller Ordinalzahlen ist keine Menge. 
(e) Die Klasse aller Ordinalzahlen, welche einen Nachfolger haben, ist die letzte und 
größte zirkelhafte Ordinalzahl: O. 

Beweis-, (a) Zusammen mit Theorem 11.14 bleibt nur noch die Unendlichkeit der Menge CD 
zu zeigen. Dies folgt aber aus der Unendlichkeit jeder induktiven Menge vermöge der 
Bijektion /(n) = n u {n} von co auf eine Teilmenge ihrer selbst, bei der die Nullmenge nicht 
in der Bildmenge / ja ] liegt. Die Menge ro ist eine Ordinalzahl, denn sie ist transitiv und 
wohlgeordnet. - (b) Wir betrachten die kleinste abzählbare Ordinalzahl co und die Folge 
aller ihrer abzählbaren Nachfolger co + 1, co + 2, ... , wobei 

co + (n + 1) = (co + n) u {co + n}. 
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Wir betrachten die Menge co, := {0, 1, 2, ... , co, co + 1, co + 2,... , co-2, co-3, ... , co2, ... } der 
endlichen und abzählbaren Ordinalzahlen. Wäre diese Menge eine abzählbare Ordinalzahl, 
so wäre ihr Nachfolger c^ u {©J ebenfalls eine abzählbare Ordinalzahl, im Widerspruch 
zur Definition von CÖJ als die Menge aller abzählbaren Ordinalzahlen. Aufgrund ihrer 
Definition ist co, sicher zirkelfrei und transitiv. - (c) Die Klasse E aller zirkelfreien 
Ordinalzahlen ist wohlbestimmt und transitiv. Sie kann keine zirkelfreie Menge sein, denn 
sonst müßte sie sich selbst enthalten. Also ist sie eine zirkelhafte Menge und nicht in ihrer 
transitiven Hülle enthalten. Damit ist sie zugleich fundiert und wohlgeordnet, also eine 
zirkelhafte Ordinalzahl. Sie ist die erste zirkelhafte Ordinalzahl, da alle ihre Vorgänger 
nach Definition zirkelfrei sind. - (d) Theorem 1.23. - (e) Aus Theorem 1.24 ergibt sich, 
daß die Klasse aller Ordinalzahlen, welche einen Nachfolger haben, eine Menge, genauer 
die größte oder letzte Ordinalzahl O ist. Diese Menge enthält sich selbst nicht und ist nicht 
in ihrer transitiven Hülle enthalten, ist jedoch trotzdem zirkelhaft. Denn wenn sie zirkelfrei 
wäre, so hätte sie gemäß Theorem II. 12 (Vereinigungsmengenprinzip) einen Nachfolger. 

II. 6 Kardinalzahlen 

Die natürlichen Zahlen haben zwei wichtige Aspekte, wenn es um ihr Verhältnis zu sich 
selbst oder zu anderen mathematischen Objekten geht, nämlich die Anzahl und die 
Ordnung. Die Anzahl kommt in Betracht, wenn es um die Frage geht: wieviele Elemente x 
einer bestimmten Eigenschaft aus einer Menge von mathematischen Objekten gibt es? Zum 
Beispiel hat die Menge {0, 1, 2, 3} vier Elemente und die Menge {x \ x2 - 13x + 22 = 0} 
zwei Elemente und damit gleichviele Elemente wie {a, b} wenn a t-b. Die Ordnung kommt 
in Betracht, wenn es um die Frage geht: das wievielte Element in einer wohlbestimmten 
Folge von mathematischen Objekten ist das Element x? Zum Beispiel ist 13 die 6. Primzahl 
oder 16 ist die 3. Potenz der Zahl 2 oder die natürliche Zahlmenge 3 = {{{0}}} entsteht 
durch die dreimalige Anwendung der Einerklassen-Operation { } auf die Nullmenge 0 . 

Die Kardinalzahlen und die Ordinalzahlen sind Verallgemeinerungen des Anzahl- bzw. 
Ordnungsaspektes in den Bereich des Transfmiten oder Unendlichen. 

Wir geben im folgenden einige Hinweise auf die Behandlung von Kardinalzahlen in der 
Finsler-Mengenlehre, ohne in irgendeinem Sinne Vollständigkeit anzustreben, weder bei 
den Definitionen noch bei den Ableitungen der Eigenschaften. Es handelt sich weitgehend 
um Standardmaterial der modernen Mengenlehre, insbesondere um den Hintergrund für 
den Beweis der Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl (Theorem 11.29). 

Der Begriff der Mächtigkeit kann unbeschränkt auf alle Mengen angewendet werden, da er 
sich nur auf den Begriff der bijektiven Funktion stützt. Dies legt folgende Definition nahe: 

Definition Eine Kardinalzahl einer Menge X ist ein mathematisches Objekt \X\, sodaß 

\X] = |Y| genau dann, wenn X « 7. 

Für die endlichen Ordinalzahlen ist dann einfach |n| = n. Für Bereiche von Mengen, bei 
welchen das Auswahlprinzip gilt, wie im Bereich C aller zirkelfreien Mengen, können wir 
die folgende Definition benützen, da die Wohlordnung mit dem Auswahlprinzip äquivalent 
ist. 

Definition Die Kardinalzahl \X\ einer Menge X ist bestimmt durch 

\X] = 0 { a | a «Xund a Ordinalzahl}. 
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Die Alephs K formen die Standardkardinalzahlen aus den ordinalen Anfangszahlen gemäß 

Na - |öal-
In C hat jede Menge M ein Aleph da das Auswahlprinzip die Vergleichbarkeit aller 
Mengen impliziert sowie die Tatsache, daß jede Menge M gleichmächtig ist zu einer 
ordinalen Anfangszahl raa, das heißt M « o:)a. In C gilt auch |coa| = coa. 

Definition Ordnung < der Kardinalzahlen: 

i^j < |7| genau dann, wennX^ 7, 

\X\ < |7] genau dann, wennX-< 7. 

Man kann im Unendlichen rechnen, fast wie mit den gewöhnlichen Zahlen, wenn man die 
Operationen festlegt durch: 

\X\ + |7| = |Xx {0} u 7x{ l } | , 

\X\-\Y\ -l^xJl, 
\X\W = 

Dabei ist X1' = { f \ f . Y X}. Mit diesen Definitionen können wir das Theorem von Cantor 
folgendermaßen formulieren: 

Theorem von Cantor |Z] < 2̂ 1 = \Pot{X)\. 

Mit der Gültigkeit des Auswahlprinzips können auch unendliche Summen und Produkte 
gebildet werden: 

In der Praxis beschränken wir uns auf die Menge C aller zirkelfreien Mengen, wenn wir 
von Kardinalzahlen sprechen. Außerhalb C ist es nur in beschränktem Umfange möglich, 
in sinnvoller Weise Kardinalzahlen einzuführen (sowohl E wie O sind zirkelhafte 
Ordinalzahlen, siehe Abschnitt II.5). Anschaulich ist klar, daß es schwierig ist, einen 
Anzahlbegriff einzuführen für Mengen ohne Wohlordnung, das heißt in Klassen, für 
welche das Auswahlprinzip nicht allgemeingültig ist. 

II. 7 Unerreichbare Kardinalzahlen 

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der unerreichbaren Kardinalzahl und 
beweisen, daß die Kardinalzahl K der ersten zirkelhaften Ordinalzahl E, K = \E\ = E, eine 
unerreichbare Kardinalzahl ist. 

Definition Die Koßnalität cf(a) einer Ordinalzahl a ist die kleinste Limesordinalzahl ß 
derart, daß es eine monoton wachsende ß-Folge ( a £ < a | ^ < ß ) gibt mit l i m ^ ß a^ = a. 

Definition Eine unendliche Kardinalzahl K heißt regulär, wenn cf{K) = K, und singulär, 
wenn cf{K) < K. 

Zum Beispiel sind H() und alle i | regulär, ist singulär. Die singulare Kardinalzahl 
Xt0 ist eine singidäre Limeskardinalzahl. Reguläre Limeskardinalzahlen heißen auch 
schwach unerreichbare Kardinalzahlen. 
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In der ZF-Mengenlehre sind die großen Kardinalzahlen, insbesondere die unerreichbaren, 
von weitreichender Bedeutung. Jech [1978], p. 22, schreibt sogar dazu: «Most of set theory 
is practically the study of infinite cardinals.» Ein großer Teil der modernen Forschung der 
letzten Jahrzehnte im Bereich der Mengenlehre beschäftigte und beschäftigt sich mit 
verschiedenen Typen von großen Kardinalzahlen (siehe dazu etwa Kanamori [1994]). 
Definition Eine Kardinalzahl K heißt (stark) unerreichbar, wenn gilt: 
(i) K ist regulär, das heißt C/(K) = K, 
(ii) für alle Kardinalzahlen A < k ist 2'- < k. 

Der Name «unerreichbar» stammt davon her, daß K nicht erreichbar ist mit den üblichen 
Operationen der ZF-Prinzipien, insbesondere nicht mit der Potenzoperation, denn für 
unerreichbare Kardinalzahlen K gilt: aus X < K folgt 2X < K. 

Für schwach unerreichbare Kardinalzahlen gibt es auch folgende zur oben erwähnten 
Definition äquivalente Definition (dabei ist der Nachfolger von X): 

Definition Eine Kardinalzahl K heißt schwach unerreichbar, wenn gilt: 
(i) K ist regulär, das heißt cfiyi) = K, 
(ii) für alle Kardinalzahlen X < k ist A,+ < k. 

Daraus ergibt sich leicht, daß jede (stark) unerreichbare Kardinalzahl auch schwach 
unerreichbar ist. 

Zum besseren Verständnis der Kofinalität unerreichbarer Kardinalzahlen kann das 
folgende Theorem über singuläre Kardinalzahlen dienen. Es besagt, daß eine singulare 
Kardinalzahl in weniger kleinere Stücke zerlegt werden kann. Offenbar ist dies dann für 
reguläre Kardinalzahlen nicht möglich. 

Theorem 11.28 Eine unendliche Kardinalzahl K ist singulär genau dann, wenn es eine 
Kardinalzahl X < K und eine Klasse [5^ | < A,] von Teilmengen von K gibt, sodaß < K 
für jedes < X und K = (Die kleinste Kardinalzahl X, welche dieser Forderung 
genügt, ist gerade die Kofinalität C/(K) von K.) 

Beweis: Jech [1978], pp. 27-28. 

Jetzt schauen wir uns die zirkelhafte Menge aller zirkelfreien Ordinalzahlen an, das heißt 
die erste zirkelhafte Ordinalzahl E (siehe Theorem II.27(c)). 

Theorem 11.29 Die erste zirkelhafte Ordinalzahl E ist eine unerreichbare Kardinalzahl. 

Beweis: Es sei K = |£| = | a « E) = E. (i) K ist unendlich und kann nicht singulär 
sein, da jede Vereinigung & | \ < X < K} mit | < K zirkelfrei sein muß und K selbst 
zirkelhaft ist. Daher ist K regulär, (ii) Sei nun X < K. Dann ist Pot(X) eine zirkelfreie 
Menge; sie ist gleichmächtig mit einer zirkelfreien Ordinalzahl, also eine zirkelfreie 
Kardinalzahl. Deswegen muß 2X = \Pot(X)\ < K sein, da K die erste zirkelfhafte 
Kardinalzahl ist. Aus (i) und (ii) ergibt sich, daß K unerreichbar ist. 

In der ZF-Mengenlehre kann die Existenz unerreichbarer Kardinalzahlen nicht bewiesen 
werden. Sogar die relative Widerspruchsfreiheit der Annahme, es gibt eine unerreichbare 
Kardinalzahl K, ist unbeweisbar (siehe dazu Jech [1978], § 10). Solche Zahlen sind deshalb 
für die ZF-Mengenlehre tatsächlich nicht erreichbar (außer durch zusätzliche Axiome) und 
scheinen wie einem sehr weit entfernten «Niemandsland» anzugehören. 

In der Finsler-Mengenlehre dagegen handelt es sich bei der ersten zirkelhaften Ordinalzahl 
um eine absolut (das heißt nicht nur bezüglich irgendwelcher Konstruktionen) 
unerreichbare Kardinalzahl, die jedoch zum Bereich aller Mengen dazugehört. Es offenbart 
sich hier am Rande des Bereichs der zirkelfreien Mengen ein in sich strukturiertes Gebiet 
von zirkelhaften Mengen, zu welchen zum Beispiel die Menge K = E gehört. 

47 



II. 8 Ccmtor-Mengenlehre 

In Anbetracht von Finslers Intention, die Cantorsche Mengenlehre zu begründen und zu 
rechtfertigen, wollen wir die Beschränkung der Finsler Mengenlehre auf die zirkelfreien 
und fundierten Mengen Ccmtor-Mengenlehre nennen. 

Theorem 11.30 Die Klasse aller zirkelfreien und fundierten Mengen ist eine zirkelhafte 
und fundierte Menge, die sich selbst nicht enthält. 

Beweis: Die Klasse Faller zirkelfreien und fundierten Mengen ist eindeutig bestimmt. Als 
Menge aufgefaßt, kann sie jedoch nicht zirkelfrei sein, denn sonst enthielte sie sich selbst, 
wäre damit unfundiert, im Widerspruch zu ihrer Definition. Als zirkelhafte Menge enthält 
F somit sich selbst nicht. Wäre die Menge F unfundiert, so müßte sie entweder eine in ihrer 
eigenen transitiven Hülle enthaltene Menge enthalten oder eine zirkelfreie unfundierte 
Menge. Beides ist jedoch nicht möglich. 

Ein Axiomensystem für die Cantor-Mengenlehre kann durch geeignete Ergänzung der 
Axiome der Finsler-Mengenlehre aufgestellt werden. 

Axiome der Cantor-Mengenlehre: 

Axiom I (Bestimmtheit) Für jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu 
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat. 

Axiom II (Identität) Mengen sind immer dann identisch, wenn die 
Annahme ihrer Identität nicht zu einem Widerspruch führt. 

Axiom C (Cantor-Bedingung) Mengen sind zirkelfrei und fundiert. 

Axiom IIIC (Vollständigkeit) Ein mathematisches Objekt ist eine 
Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu 
einem Widerspruch mit den Axiomen I, II und C führt. 

Wie aus Abschnitt II.3 hervorgeht, können alle ZF-Prinzipien aus den Axiomen I, II, C 
und IIIC der Cantor-Mengenlehre abgeleitet werden. Damit erbt die Cantor-Mengenlehre 
als Teilsystem der Finsler-Mengenlehre die Widerspruchsfreiheit. Das Axiomensystem ist 
wegen Theorem 1.16, das sich leicht auf die Axiome I, II, C und IIIC übertragen läßt, 
monomorph und damit vollständig. 

Die Annahme der Existenz einer «Cantor-Allmenge» führt in der Cantor-Mengenlehre auf 
Schwierigkeiten. Zum Beispiel gibt das Aussonderungsprinzip für die Eigenschaft «x ist 
Menge und x enthält sich nicht als Element» zur paradoxen Russellschen Menge Anlaß und 
das auf die Menge aller zirkelfreien und fundierten Mengen angewendete Theorem von 
Cantor produziert eine Menge von höherer Mächtigkeit als diese selbst. Im weiteren müßte 
die «Cantor-Allmenge» sich selbst als Element enthaltenden, und wäre damit eine 
unfundierte (und zirkelhafte) Menge. Diese Schwierigkeiten sind nicht verwunderlich, denn 
gemäß Theorem 11.30 ist die «Cantor-Allmenge» zirkelhaft, gehört also nicht zu den 
Mengen der Cantor-Mengenlehre. 

Theorem 1.13 läßt sich ebenfalls auf die Axiome der Cantor-Mengenlehre übertragen, falls 
man die Gruppe der Axiome I, II durch die Axiomengruppe I, II, C ersetzt und somit eine 
zu IIIC äquivalente Tatsache erhält. Hiermit werden auch die Überlegungen zur 
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prinzipiellen Nicht-Symbolisierbarkeit der Finsler-Mengenlehre auf die Cantor-
Mengenlehre übertragbar, vvemi man die Bedingungen der Fundiertheit und Zirkelfreiheit 
hinzufügt. 

Theorem 11.31 Die Klasse der zirkelfreien und fundierten Mengen erfüllt die ZF-
Prinzipien. 

Beweis: Abschnitt II.3. 

Da es nur eine das Axiomensystem I, II, C und IIIC erfüllende Klasse von Mengen gibt, 
kann es hier kein Theorem nach der Art des absteigenden (oder aufsteigenden) Theorems 
von Löwenheim-Skolem geben, wonach es zu jedem in der Prädikatenlogik erster Stufe 
symbolisierten Axiomensystem ein Modell mit nur abzählbar vielen Elementen gibt. Dieser 
Tatsache steht außerdem die Nicht-Symbolisierbarkeit der Axiome I, II, C und IIIC im 
Wege wie auch die wegen Theorem II.27(b) überabzählbare Unendlichkeit der Klasse aller 
zirkelfreien fündierten Mengen. Es gibt demzufolge im Rahmen der Axiome I, II, C und 
IIIC der Cantor-Mengenlehre keine nichtintendierten (abzählbaren) Nichtstandardmodelle, 
das heißt keine elementar äquivalenten, zueinander nicht-isomorphen Modelle. 

Damit gibt es in der Cantor-Mengenlehre absolut unterschiedliche unendliche 
Mächtigkeiten und nicht bloß relative unterschiedene (abzählbare) Mächtigkeiten, deren 
Verschiedenheit nur durch die Nicht-Symbolisierbarkeit der entsprechenden Bijektionen 
garantiert ist (Skolemsches Paradoxon). 

II. 9 Mengen-Darstellungen natürlicher Zahlen 

Die natürlichen Zahlmengen bilden eine Mengen-Darstellung natürlicher Zahlen. Wir 
zeigen dies, indem wir die Peano-Axiome für die natürlichen Zahlmengen sowie die 
endlichen Ordinalzahlen nachweisen. 

Definition Natürliche Zahlmengen. 
(i) 0 = 0 ist eine natürliche Zahlmenge. 
(ii) Wenn n eine natürliche Zahlmenge ist, so ist auch ihr Nachfolger n + \ := {n} eine 

natürliche Zahlmenge. 
(iii) Es gibt keine weiteren natürlichen Zahlmengen. 

Im Abschnitt II.5 (Theorem 11.19) haben wir gezeigt, daß die natürlichen Zahlmengen 
zirkelfreie Mengen sind, und daß die Klasse N der natürlichen Zahlmengen eine zirkelfreie 
unendliche Menge ist. Diese Mengen sind offenbar auch fündiert. 

Die Peano-Axiome für die natürlichen Zahlen lauten folgendermaßen: 

PI Die natürliche Zahl 0 ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl. 

P2 Sind die Nachfolger zweier natürlicher Zahlen gleich, so sind sie selbst gleich. 

P3 (Axiom der vollständigen Induktion) Für jede Eigenschaft cp von natürlichen Zahlen 
gilt: Hat 0 die Eigenschaft cp und hat für jede natürliche Zahl n. welche die 
Eigenschaft cp hat, auch der Nachfolger die Eigenschaft cp, so hat jede natürliche 
Zahl die Eigenschaft cp. 

Theorem 11.32 Für die natürlichen Zahlmengen gelten die Peano-Axiome. 
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Beweis: Aus dem Axiom der Bestimmtheit folgt sofort die Gültigkeit der Axiome PI und 
P2, denn aus {n} = 0 folgt, daß n keine Menge sein kann, denn die Nullmenge 0 hat keine 
Elemente, und aus {/??} = {n} folgt m = n. Im weiteren gilt auch P3, denn sei 
M = [n e N | cp(«)] die Klasse aller natürlichen Zahlmengen n mit der Eigenschaft cp. 
Wegen des Aussonderungsprinzips (Theorem ILIO) ist dies eine Menge. Falls nun 0 zu 
dieser Menge gehört, und mit jeder natürlichen Zahlmenge n auch deren Nachfolger n + 1, 
so muß gemäß Definition der natürlichen Zahlmengen die Menge N der natürlichen 
Zahlmengen gleich M sein, da M keine anderen Mengen enthalten kann. 

Auf entsprechende Weise kann man die endlichen Ordinalzahlen definieren: 

Definition Endliche Ordinalzahlen. 
(i) 0 := 0 ist eine endliche Ordinalzahl. 
(ii) Wenn n eine endliche Ordinalzahl ist, so ist auch ihr Nachfolger n + 1 = n KJ {n} 

eine endliche Ordinalzahl. 
(iii) Es gibt keine weiteren endlichen Ordinalzahlen. 

Im Abschnitt II.3 (Theorem 11.14) haben wir gezeigt, daß die endlichen Ordinalzahlen 
zirkelfrei sind und die Klasse der endlichen Ordinalzahlen eine zirkelfreie Menge ist, die 
wegen Theorem II.27(a) unendlich ist. Alle diese Mengen sind auch fundiert. 

Theorem 11.33 Für die endlichen Ordinalzahlen gelten die Peano-Axiome. 

Beweis: Aus dem Axiom der Bestimmtheit folgt sofort die Gültigkeit des Axioms PI, denn 
aus n u {n} = LJ{n, {n}} = 0 folgt, daß n keine Menge sein kann, denn die Nullmenge 0 
hat keine Elemente. Im weiteren gilt auch P3, denn sei M - [n | cp(n)] die Klasse aller 
endlichen Ordinalzahlen n mit der Eigenschaft cp. Wegen des Aussonderungsprinzips 
(Theorem ILIO) ist dies eine Menge. Falls nun 0 zu dieser Menge gehört, und mit jeder 
endlichen Ordinalzahl n auch deren Nachfolger n + 1, so muß gemäß Definition der 
endlichen Ordinalzahlen die Menge co der endlichen Ordinalzahlen identisch mit M sein, da 
Mkeine anderen Mengen enthalten kann. Der Beweis von P2, das heißt, daß aus m u {m} 
= n u {n} folgt m = n, ist etwas aufwendiger und kann etwa Haimos [1968], Kapitel 12, 
entnommen werden. 

Damit haben wir zwei verschiedene Mengen-Darstellungen der durch die Peano-Axiome 
festgelegten natürlichen Zahlen gewonnen. Für eine Philosophie der Mathematik auf der 
Grundlage des Ideenrealismus stellt dies kein Problem dar, denn die natürlichen Zahlen 
sind als solche wohlbestimmt und nicht mit ihren Mengen-Darstellungen zu verwechseln. 

Auf dieser Grundlage lassen sich in der üblichen Weise Addition, Multiplikation und die 
Ordnung der Mengen-Darstellungen natürlicher Zahlen (als endliche Ordinalzahlen) 
definieren und darauf aufbauend die Paar-Darstellung der ganzen Zahlen über den 
natürlichen Zahlen und weiter die Paar-Darstellung rationaler Zahlen über den ganzen 
Zahlen. Schließlich werden die Mengen-Darstellungen der reellen Zahlen zum Beispiel 
definiert durch Cauchy-Folgen oder Dedekind-Schnitte über den rationalen Zahlen. 
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RÜCKBLICK UND AUSBLICK: 

MATHEMATIK UND MENGENLEHRE 

1. Hierarchien von Mengenlehren 

Die Finsler-Mengenlehre wurde hier soweit entwickelt, wie es zur widerspruchsfreien 
Begründung der Ordinal- und Kardinalzahlentheorie notwendig ist. Die weitere 
Entwicklung der Theorie der zirkelfreien und fundierten Mengen - der Cantor-
Mengenlehre - kann im wesentlichen an die Tradition der nicht-axiomatischen 
Mengenlehre anknüpfen sowie an die Entwicklung der modernen ZF-Mengenlehre. Viele 
Theoreme der letzteren können ohne weiteres übernommen werden. 

Mit der Untersuchung zirkelhafter Mengen im allgemeinen muß Neuland betreten werden. 
Sie bilden eine echte Erweiterung der üblichen ZF-Mengenlehre und gehen weit über die 
kumulative Hierarchie hinaus, wie etwa die unerreichbaren Kardinalzahlen. Über diesen 
Bereich ist bisher sehr wenig bekannt. Mit einer entwickelten Theorie zirkelhafter Mengen 
hat man eine Theorie sehr großer Mengen sowie ein Instrument, mit welchem 
Eigenschaften solcher Mengen (wie die verschiedenen Axiome für große Kardinalzahlen) 
strukturiert und entschieden werden können. Denn im Rahmen der Finsler-Mengenlehre 
gibt es keine prinzipiell unentscheidbaren Propositionen. 

Für die genaue Erfassung des Systems der zirkelfreien Mengen sind insbesondere 
diejenigen zirkelhaften Mengen interessant, welche als Elemente nur zirkelfreie Mengen 
haben. Sie bilden gewissermaßen die Grenze des mehr oder weniger überschaubaren 
Bereichs der zirkelfreien Mengen zum Bereich der zirkelhaften Mengen. Auch hier sind erst 
wenig Ergebnisse bekannt, wie etwa die Zirkelhaftigkeit der Menge aller zirkelfreien 
Mengen, sowie die Zirkelhaftigkeit und Unerreichbarkeit der Menge aller zirkelfreien 
Ordinalzahlen. 

Der Bereich der zirkelfreien unfundierten Mengen, die sogenannte «kleine Finsler-
Mengenlehre» hat bereits einige Bearbeitung erfahren, insbesondere für endliche und 
erblich-endliche Mengen (siehe Booth [1996b]) sowie auch durch eine allgemeine Theorie 
im Rahmen eines logischen Kalküls (siehe Aczel [1988]). Auch hier befindet man sich in 
einem die übliche ZF-Mengenlehre weit über- und unterschreitenden Bereich von Mengen, 
der noch viel unbearbeitetes Terrain bietet sowie weitere Einsichten zur genaueren 
Eingrenzung der Cantor-Mengenlehre bereit hält. 

2. Mengenlehre und Begründungsfragen der Mathematik 

Die Finsler-Mengenlehre und ihr Teilgebiet der Cantor-Mengenlehre erheben nicht den 
Anspruch, eine Begründung oder ein Fundament für die gesamte Mathematik zu liefern. 
Sie bilden ein eigenes Gebiet innerhalb des Gedankenbereiches der Mathematik, nämlich 
das Gebiet der gesetzmäßigen Beziehungen von reinen Mengen. Sie ist zwar ein in vielen 
Bereichen der Mathematik wichtiges, ja unentbehrliches Darstellungs- und Hilfsmittel, hat 
jedoch in erster Linie eine selbständige Bedeutung. Obwohl praktisch alle mathematischen 
Objekte als Mengen dargestellt werden können, ist es insbesondere nicht sinnvoll, die in ihr 
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oder durch sie zum Ausdruck gebrachten Begriffsinhalte durch deren Mengen-
Darstellungen zu ersetzen. 

Vom Gesichtspunkt des Ideenrealismus aus ist die Ersetzung oder Eliminierung 
mathematischer Begriffe durch ihre Mengen-Darstellungen nicht sinnvoll, sogar 
widerspruchsvoll, da die mathematischen Begriffe einen in sich selbst bestimmten Inhalt 
haben, der von jeder Darstellung und jedem Ausdruck dieses Inhaltes deutlich 
unterscheidbar ist. Dies gilt insbesondere für mathematische Grundbegriffe wie Funktion, 
Zahl, Gruppe, topologischer Raum, Ordnung, Körper, Ring, etc. 

In diesem Sinne wird zum Beispiel der Funktionsbegriff für die Finsler-Mengenlehre 
vorausgesetzt und nicht durch sie erst begründet oder gesichert. Er beinhaltet eine 
begriffliche Zuordnung (oder eine Beziehung, Relation) eines Bereichs A unterscheidbarer, 
aber nicht näher bestimmter mathematischer Objekte a zu einem zweiten solchen Bereich B 
von Objekten b sodaß jedem a aus A ein b aus B entspricht. Hier liegt der Grund, weshalb 
in der Finsler-Mengenlehre im Umkreis des Axioms II ohne weitere Schwierigkeiten der 
Begriff der Isomorphie verwendet werden kann. 

Selbstverständlich besitzt die Mengendarstellung mathematischer Objekte ihre eigene 
Eleganz und Geschlossenheit. Sie offenbart einen Zusammenhang dieser Objekte 
untereinander, der sich anderweitig vielleicht nur schwer erschließt. Es zeigt sich dann 
jedoch nur ein ausgewählter Aspekt und die Mengenlehre erscheint wie eine Art Korsett, in 
das alles hineingepreßt wird. So sehen in der Mengenlehre alle natürlichen Zahlen im 
wesentlichen gleich aus, obwohl sie verschiedene qualitative Eigenschaften (wie Teilbarkeit 
etc.) haben. Zudem hat die sich in der Mengendarstellung zeigende Einheit der Mathematik 
ihre Ursache nicht in dieser Darstellung. Vielmehr ist die Einheit der mathematischen 
Begriffe und deren sachgemäßer Zusammenhang untereinander die Vorbedingung ihrer 
einheitlichen Erscheinungsweise im Kleid der Mengenlehre. 

Falls man unter einer philosophischen Begründung der Mathematik den Bezug und die 
Einordnung des mathematischen Denkens und der mathematischen Begriffe in das Gebiet 
des Denkens bzw. der Ideen überhaupt versteht, so bedarf die Mengenlehre, wie jedes 
andere Gebiet der Mathematik, einer eigenen philosophischen Begründung. Diese wird im 
wesentlichen darin bestehen, den Übergang von der intensionalen zur extensionalen 
Auffassung der Lehre von den Begriffsinhalten sowie der Lehre von den Begriffsumfangen 
ins Auge zu fassen. Dies bedeutet konkreter, daß der Übergang von der (nicht-
symbolisierten) Propositions- und Prädikatenlogik zur Klassenlogik bis hin zur 
Mathematisierung (genauer: nicht-symbolische Axiomatisierung) von Klassen und Mengen 
untersucht werden muß. Dabei wird es für den hier vertretenen Ansatz entscheidend sein, 
die Prädikatenlogik in sachgemäßer Weise mit einer Denklehre in ideenrealistischem Sinne 
zu verbinden. 

Da die Mengenlehre für die übrige Mathematik keinen begründenden Charakter hat, ist 
allerdings mit ihrer philosophischen Begründung noch keine solche Begründung anderer 
Gebiete der Mathematik oder gar der Mathematik als Ganzes geleistet. 

Dies sind jedoch Aufgaben einer umfassenden Philosophie der Mathematik auf 
ideenrealistischer Grundlage und überschreitet den Rahmen der vorliegenden 
mathematischen Untersuchung. 
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ANHANG: 

OFFENE PROBLEME DER FINSLER-MENGENLEHRE 

Beweise oder widerlege: 

• Die Mächtigkeit jeder zirkelhaften Menge aus zirkelfreien Elementen ist größer als 
die Mächtigkeit jeder zirkelfreien Menge. 

• Für jede Menge M ist die transitive Hülle TC{M) eine Menge (siehe Theorem 11.25). 

• Die Allmenge A ist die einzige Menge X mit X = Pot(X). 

• Die zirkelhafte Menge O aller Ordinalzahlen mit einem Nachfolger ist eine 
unerreichbare Kardinalzahl. 

• Kontinuumshypothese: Jede unendliche Teilmenge der reellen Zahlen R hat entweder 
die Mächtigkeit von R oder von N. (Dies ist im Rahmen der zirkelfreien Mengen, 
wegen der Gültigkeit des Auswahlprinzips, äquivalent zu 2K° = Kj.) 

• Das Axiom der abhängigen Auswahl (dependent choice, DC) ist allgemeingültig. 

• Jede Menge, die Element einer Klasse ist, welche die ZF-Prinzipien von Abschnitt 
1.8 erfüllt, ist zirkelfrei. 

• Alle in ZF äquivalenten Formen des Auswahlprinzips (AC) sind auch äquivalent in 
der Finsler-Mengenlehre (bzw. im Teilbereich der Cantor-Mengenlehre). 

Probleme und Fragen: 

• Finde Mengen außer der J-Menge, die gemäß Theorem 1.14 existieren können, aber 
nicht müssen. 

• Finde weitere zirkelhafte Ordinalzahlen zwischen E und O. 

• Finde weitere unerreichbare Kardinalzahlen. 

• Gibt es meßbare, kompakte, superkompakte, etc. Kardinalzahlen? 

• Können in der Finsler-Mengenlehre Kardinalzahlen nur mit dem Fundierungsprinzip, 
ohne Verwendung des Auswahlprinzips, definiert werden? 

• Welche zirkelhaften Mengen haben eine Kardinalzahl? 

• Welche zirkelhaften Mengen haben eine Auswahlmenge? 

• Welche zirkelhaften Mengen haben eine Vereinigungsmenge? 

• Wie sieht die kumulative Hierarchie aus, wenn man die J-Menge hinzufügt und 
bezüglich aller erlaubten Mengen-Operationen abschließt? 
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