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EINFUHRUNG

1. Historische und philosophische Hintergriinde der Finsler-Mengenlehre

Scit Georg Cantors Abhandlungen zur Mcengenlehre haben vicle Mathematiker versucht.
den mathcmatischen Bereich der Mengen, insbesondere der transfiniten Ordinal- und
Kardinalzahlen axiomatisch zu begrimden. Emst Zermelos Axiomensystem [1908] war
noch im Rahmen der klassischen Tradition der Logik aufgestellt worden, das heifit ohne
Bezug auf eine bestimmie symbolische Logik. Axiomatik fur einen Bereich mathematischer
Objckte bedeutcte in diesem Zeitraum, im Sinne von David Hilberts Grundiagen der
Geometrie von 1899, eine rein begriffliche, implizite Festlegung der fir alle Begriffe und
Theoreme notwendigen und hinreichenden Grundbezichungen zwischen den Elementen des
betrachteten Gegenstandsbereiches.

Erst dic Erweiterung und «Prizisicrung» der Zermeloschen Axiome durch Abraham
Fracnkel und Thoralf Skolem brachte cinen expliziten Bezug auf emne symbolische
Sprache. Damit 1st der Ausgangspunkt ciner Entwicklung gegeben, in der sich immer mehr
dic Auffassung durchsetzte, daB Axiomatik dic begriffliche Festlegung im Rahmen ciner
symbolischen Sprache bedeutet, dafl also Axiomatik immer formalsprachliche Axiomatik
sein mub.

Alternative, allerdings mit dem Zermelo-Fracnkel-Skolemschen System (ZF-Mengenlehre)
aquivalente Axiomensysteme wurde von John von Neumann, Paul Bernays und Kurt Godel
entwickelt. Eine echte Alternative, die sich in wesentlichen Punkten von den vorangehenden
Axiomensystemen der Mengenlehre unterschied, wurde zum Beispiel von Willard V. O.
Quine in scincn New Foundations aufgestellt. Allen diesen Systemen ist jedoch gemeinsam,
daB sie sich wesentlich auf cine cxplizit sprachlich festgelegte Logik stitzen.

Paul Finslers Ansatz zur axiomatischen Erfassung der Mengenlehre ist im Gegensatz zu
den bisher genannten Systemen fast vollig in Vergessenheit geraten. Dies hat seinen Grund
vor allem in der Tatsache, daB sie weder griindlich rezipiert noch weiter entwickelt worden
ist. Grofic Schwierigkeiten in der Rezeption der Finsler-Mengenlchre bereitet die Tatsache,
da3 Finsler streng an der urspriinglichen rein gedanklich-begrifflichen Auffassung der
Axiomatik im Sinne des frithen Hilbert der Jahrhundertwende festhilt und damit an cinc
Auftassung der Logik ankniipft, dic dic meisten mathematischen Logiker in den zwanziger
Jahren (inklusive Hilbert) bereits verlassen hatten. Im weiteren verwendet der von der
Differentialgeometric her kommende Finsler manchmal Mcthoden und Notationen, die
nicht {iblich waren. Weiter stand der Rezeption im Wege, dafl er den damals ungewohnten
und heute tblich gewordenen Unterschied von Mengen und Klassen einfithrte sowie von
vornherein auch vnfundierte Mengen in scin System miteinbezog.

Eine tiefcrgehende Schwierigkeit fiir die Rezeption der Finsler-Mengenlehre war (und ist)
Finslers philosophische Einstellung zur Mathematik, die wir mit Ideenrealismus
(manchmal auch Platonismus genannt) bezeichnen. In dicser auch von Cantor geteilten
Auffassung gilt: Dic mathematischen Objekte und deren Beziehungen existicren in einem
absoluten Sinnc als ideale (nicht-matericlle) Objcktc unabhingig von der Art und Weise,
wic die Mathematiker sie erkennen, gedanklich crreichen oder darstellen sowie sprachlich
ausdricken konnen.

Dicsc ideenrealistische Anschauung mathematischer Inhalte st fiir Finsler nichts
Hypothetisches, sondern Ergebnis der tatsdchlichen mathematischen Denkerfahrung, Auf
diesen philosophischen Hintergrund scincr Mengenlehre ist Finsler selbst nic nédher
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cingcgangen, da er ihn fiir sclbstverstindlich hielt. Obwohl diese Uberzeugung fir das
Verstandnis der Finsler-Mengenlehre wesentlich ist — ohne sie liBt sich die Finsler-
Mengenlchre nicht nachvollziehen — soll sie an dieser Stelle nicht weiter verfolgt oder
begriindet werden, da ¢s uns hier darauf ankommt, die innere Konsistenz dieser
Mengenlehre selbst zu demonstrieren. Die konsistente Denkbarkett spricht fur sich selbst,
was immer man fiir eine philosophische Uberzeugung haben mag.

Alle Mathematiker sind damit einverstanden, dal Existenz Widcrspruchsfreiheit impliziert,
aber Finsler hielt streng an der fur viele Mathematiker immer noch selbstverstindlichen
Auffassung fest, daB auch die Umkehrung gilt: Widerspruchsfreiheit impliziert Existenz,
Dies bedeutet, daB die (widerspruchsfreic) Denkbarkeit cincs mathematischen Inhaltes mit
desscn Existenz aquivalent ist. Jede Forderung, welche an die Existenz zusitzliche
Bedingungen (wie Konstruierbarkeit, symbolische Ausdriickbarkeit etc.) stellt, bedeutet
eine Einschrankung aller denkbaren Objekte, die einer philosophischen Rechtfertigung
bedarf.

Im weiteren ging Finsler im Rahmen seiner absoluten Auffassung der Logik von der
universellen Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, das heifit vom fertium
non datur aus.

Die bisher diskutierten aus dem Ideenrealimsus entspringenden  philosophischen
Ubcrzeugungen, dic der Finsler-Mengenlehre  zugrundelicgen, werden  dic  meisten
Mathematiker nicht Gberraschen, denn fiir sic entsprechen diese weitgchend der
Forschungspraxis, ohne daB im allgemeinen diese Praxis dadurch konkret tangiert wire.
Wie sich zeigen wird, hat jedoch der Ideenrealismus weitreichende und sehr konkrete
Konsequenzen fiir die Auffassung der Grundlegung der Finsler-Mengenlehre.

Wenn Finsler zum Beispiel von allen Mengen spricht, dann meint ¢r auch wirklich allc. Er
beschrinkt sich weder auf Darstellungen in abzéihlbaren oder finiten Svstemen noch auf
Darstellungen in cier abzihlbaren symbolischen Sprache wie der symbolischen
Pradikatenlogik crster Stufe. Es sollen demzufolge auch alle dicjenigen Mengen gemeint
scin, die man (noch) nicht cxplizit kennt oder die nicht in irgendcinem Sinnc konstruicrt
oder sprachlich dargestellt werden kénnen. Dies bedeutet jedoch nicht, daf Fisler die
uneingeschrankte Giltigkeit des Komprehensionsprinzips annimmt, das besagt, dafl jeder
Begriff (Pradikat) cine Menge besttmmt. Denn dieses Prinzip, 1n seiner uneingeschrinkten
Form, gibe die Grundlage ab zur Ableitung von Antinomien, insbesondere der
Russellschen «Menge» aller sich selbst nicht enthaltenden Mengen.

Die Antinomicn, die im Zusammenhang der mathematischen Logik und der Mengenlchre
aufgetreten sind und zum AnlaBl der sogenannten Grundlagenkrise der Mathematik
geworden sind, haben viele mathematischen Logiker dazu gefiihrt, den fiir dic
mathematische Praxis nach wie vor grundlegenden Standpunkt des Ideenrealismus zu
verlassen, da cr fir cine priazise Erfassung der logischen und crkenntnistheorctischen
Grundlagen der Mathematik unzureichend schien. Es 1st interessant, dafl obwohl auch Kurt
Gaodel cine tiberzcugter Ideenrealist gewesen ist, er sich in fast allen seinen Schriften,
insbcsondere in  seiner  bahnbrechenden Arbeit tber die  Unvollstindigkeit der
Pradikatenlogik erster Stufc, der gingigen Mode der Darstellung mathematischer Inhalte
auf der Grundlage ciner Logik in symbolisch-sprachlichem Gewande angepalit hat (siche
dazu zum Beispiel Godel [1995]).

Finsler hat sich griindlich mit den im Zusammenhang mit der Grundlegung der Mathematik
aufgetauchten  Antinomien auscinandergesetzt und  auf der Grundlage seiner
ideenrcalistischen Logikauffassung gelost. Es gelang ihm zu zeigen, dall zur Beherrschung
der Antinomien keinerlei (sprachliche oder sonstige) Einschrankungen der Logik oder der
mathematischen Begriffe eingefiihrt werden miissen.



Andere Lésungen der Antinomien erfordern in dieser oder jener Art cinschneidende
Beschrankungen des begrifflichen oder des sprachlichen Darstellungsapparates. Beziiglich
der Mengenlchre wurde zum Beispicl cine Beschriankung der Grofe verlangt (/imitation of
size; siche dazu Hallett [ 1984]). Im Sinne Finslers mufl man jedoch fragen: Warum kann es
keine groflen oder groBten Mengen geben?

Russell wollte mit seinem Zirkelfehlerprinzip alle Arten von Selbstbeziehung ausschliefien.
um damit der Konstruktion der Antinomien mit einem Streich den Boden zu entzichen.
Aber wird hier nicht das Kind mit dem Bade ausgeschiittet? Finsler macht darauf
aufmerksam, daf die Selbstbeziehung oder Zirkelhaftigkcit ciner Begriffsbestimmung nicht
notwendigerweise zu cinem Widerspruch fithrt. Die folgenden auf Finsler zuriickgehenden
clementaren  algebraischen Beispicle fir erfullbare und nicht erfilllbare zirkelhafte
Begriffsbestimmungen (Definitionen) demonstrieren dies anhand einer Bestimmungs-
gleichung fiir reelle x:

X=aq-X
Dicse Gleichung ist erfitllbar, und zwar genau durch x = @/2. Dagegen ist die Gleichung
x=a-+x
durch kein x erfiillbar, wenn « # 0; und fiir ¢ = 0 ist der Wert von x unbestimmt.

Wie auch die hohere Mathematik zeigt, kann das mathematische Denken crfolgreich mit
selbstbeziiglichen Situationen umgehen, zum Beispicl bei Fixpunktstheoremen vnd in der
Eigenwerttheoric.

Finsler ging davon aus, dafl man ein allc Mengen iiberhaupt umfassendes Mengensystem
ins Auge fassen miifite, bevor man durch irgendwelche Malinahmen eingeschrankte
Mengensysteme  betrachten kann., Letztere sind dann wohldefinierte Teilsysteme des
Systems aller Mengen. Dies bedeutet, dal man auch alle widerspruchsfreien (das heil3t
wohldefinierten) zirkelhaften Mengen in das System aller Mengen einbetten mulf3.

Eine anderc Beschrankung des Universums der zu betrachtenden Mengen besteht in der
Forderung, nur in irgendeinem prazisen Sinne konstruierbare Mengen zuzulassen, damit
man iberhaupt ctwas in der Hand hat, wovon man konkret sprechen kann. Fiir einen
Mathematiker, der seinen Ideenrealismus wirklich ernst nimmt, kommt diese im Grunde
pragmatische Position jedoch nicht in Frage. Was 1hn interessiert sind nicht die praktisch
oder theoretisch auffindbaren oder konstruierbaren Mengen, sondern eben a//e Mengen.

Das Bestreben, wirklich alle, oder soviele Mengen als moglich zu fassen, ist eme direkte
Konsequenz des Ideenrealismus und kann als Maximalprinzip bezeichnet werden. Godel
sowie andere Mengentheoretiker und Logiker legten ebenfalls das Maximalprinzip thren
Untersuchungen zugrunde. Insbesonderc hoffte Gadel, dall Axiome, welche die Existenz
immer grofierer Kardinalzahlen fordern, letztlich zu emem System von Mengen fithren
wiirden, in welchem die Kontinuumshypothese entschieden werden kann. Solche Axiome
gibt es aber bis heute noch nicht. Finsler dagegen baute das Maximalprinzip direkt in sein
drittes Axiom ein. Dies hat unter anderem zur Konsequenz, daff die Finsler-Mengenlehre
prinzipiell nicht symbolisierbar ist.



2. Axiome der Finsler-Mengenlehre
Dic von Finsler aufgesteliten Axiome lauten nun folgendermalfien:

Axiom I (Bestimmtheit) Fiir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat.

Axiom II (Identitiit) Mengen sind immer dann identisch, wenn die
Annahme ihrer Identitcit nicht zu einem Widerspruch fiihvt,

Axiom III (Vollstindigkeit) Fin mathematisches Objekt ist eine
Menge immer dann. wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu
einem Widerspruch mit den Axiomen I und I fiihrt.

Diese Axiome sind im selben Sinne wie die Euklidisch-Hilbertschen Axiome zur Grund-
legung der Geomctric aufzufassen. Man geht aus von einem Bereich von mathematischen
Objekten, und bestimmt genau digjenigen unter ihnen als Mengen, welche dic drei
genannten Axiome crfiillen. Selbstverstandlich werden nur reine Mengen betrachtet, das
heifit solche Mengen, deren Elemente wieder Mengen sind. Die zur iiblichen e-Bezichung
inverse y-Beziehung bedeutet, dal wenn A > N, dann 1st N Element der Mcnge M.

Mit diesen Axiomen gelingt es Finsler, unmittelbar die Eindeutigkeit (Monomorphic oder
Kategorizitat), Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit seiner Mengenlehre abzuleiten
(Abschnitt 1.7).

3. Vergleich der Finsler-Mengenlchre mit anderen Mengenlehren

Fiir Kenner der traditionellen ZF-Mengenlehre mogen dic Axiome aus Abschnitt 2 seltsam
erscheinen. Finsler kann jedoch aufgrund ciner Unterscheidung von zirkelfreien und
zirkelhaften Mengen zeigen, daB alle Axiome von Zermelo fiir die Klasse aller zirkelfreien
Mengen gelten (Abschnitt 11.3). Dies bedeutet insbesondere, dall das Auswahlaxiom fir
zitkelfreic Mengen beweisbar ist;, es ist jedoch falsch fur den Bereich der zirkelhaften
Mengen. Mit anderen Worten: das Auswahlaxiom ist global falsch, und lokal fir den
cingeschriankten Bercich der zirkelfreien Mengen beweisbar. (In der ZF-Mengenlehre ist
das Auswahlaxiom unabhéngig).

Im weiteren gilt in der Finsler-Mengenlehre, wie in Aczels Mengenlehre [1988] der non-
well-founded sets, das Fundierungsaxiom nicht, das heilt es sind auch sich sclbst
enthaltende  Mengen  sowie  nichtabbrechende  «absteigende»  Ketten — von
Elementbeziehungen erlaubt.

Eine besondere Leistung Finslers besteht in dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit, das
heifit  der Existenz unendlicher Mengen, und damit in  dem Beweis des
Unendlichkeitsaxioms. Er zeigt insbesondere dic Existenz der Menge der natiirlichen
Zahlmengen sowie die daraus ableitbarc Existenz des Kontinuums (Abschnitt I1.9).
Vermoge des Begriffs der zirkelfreien Mengen ist dicser Beweis mit rein mathematischen
Mitteln dem bertichtigien «philosophischen» Beweis von Dedekind wesentlich iberlegen.
AuBerdem gelingt Dedekind nur der Nachweis (besser: Hinweis) auf die im Hegelschen
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Sinne «schlcchte Unendlichkeit» ciner nicht abbrechenden Folge von Nachfolgern. Finsler
weist dagegen die Existenz einer im Sinne von Dedekind unendlichen Menge, das heifit
einer zu einer Teilmenge ihrer selbst gleichmichtigen Menge nach, ndmlich dic
Unendlichkeit der Menge aller zirkelfreicn Mengen (Abschnitt I1.5).

Damut scheint die Finsler-Mengenlehre in die Néhe der New Foundations zu kommen, wo
ebenfalls das Uncndlichkeitsaxiom der ZF-Mengenlchre beweisbar ist und  das
Auswahlaxiom widerlegbar (allerdings im Rahmen einer symbolischen Sprache).

In Finslers Mengenlehre gibt es, wie in den New loundations und im Gegensatz zur ZF-
Mengenlchre eine Allmenge. Diese ist jedoch zirkelhaft, da sie Element von sich selbst sein
muB. Es gibt weiter eine grofsre Kardinalzahl, sowic Kardinalzahlen, welche unerreichbar
sind. (In der ZF-Mengenlehre 1st die Existenz unerreichbarer Kardinalzahlen nicht
beweisbar.) Es gibt jedoch wie in der ZF-Mengenlehre so auch in Finslers Mengenlehre
keine Menge aller Ordinalzahlen (Antinomie von Burali-Forti), aber es gibt eine grafre
Ordinalzahl, namlich die Menge aller Ordinaizahlen, welche einen Nachfolger haben.

Der Beweis der Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit fiir das Finslersche
Axiomensystem impliziert die Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit des (nicht
symbolisierten) Zermeloschen Axiomensystems der hicr so genannten Cantor-Mengenlchre
(Abschnitt I1.8). Dies ist bemerkenswert, denn gemdfl Gédels zweitem Unvollsténdigkeits-
theorem gibt es fiir symbolisierte Axiomensysteme wie das Axiomensystem der ZF-
Mengenlehre nur relative Konsistenzbeweise,

Es ist naturgemaf fur einen mathematisch gebildeten Leser, der mit der ZF-Mcngenlehre
und der mathematischen Logik, dafl heifit der formalen Logik im symbolischen Gewande
grof} geworden ist, sehr schwierig, SchluBweisen, die auf idcenrealistischen Uberzeugungen
ruhen, ernst zu nehmen und symbolische Gewohnheiten fiir eine Weile abzulegen. Wenn
man wirklich versucht, in den gedanklich-begrifflichen Gehalt von Finslers Mengenlehre
einzusteigen, wird man durch eine umfassende und gedanken-dsthetisch befriedigende
Theorie belohnt, die zugleich ein Loblied an die Unerschiitterlichkeit des menschlichen
Dcnkens 1st. Selbstverstindlich sind noch viele Fragen und Probleme in der Finsler-
Mengenlchre offen, sodal ein reiches Feld weiterer Forschung Gibergeben werden kann.

4. Hinweise auf die Literatur

Emgc crste Neubearbeitung der Finsler-Mengenlehre stammt von Burckhardt (1938, 1939].
Er hiclt sich jedoch sehr eng an das Original und seine Darstellung hilft unseres Erachtens
deshalb einem modernen Leser wenig fiir das tiefere Verstindnis des Finslerschen
Ansatzes. Sowelt wir wissen, ist die vorliegende Neubearbeitung die erste Darstellung, die
sich konsequent mit den entsprechenden Sachverhalten der ZF-Mengenlehre im Rahmen
der Prédikatenlogik crster Stufe  auseinandersetzt. Fir Standardauffassungen der
axiomatischen ZF-Mengenlehre verweisen wir auf Ebbinghaus [1994], Jech [1978], Kunen
[1980] und fiir die naive Klassen- und Mcengenlchre auf Halmos [1968].

Das einzige uns bekannte Lehrbuch der Mengenlehre. welches tiberhaupt auf die Finsler-
Mengenlchre cingcht — wenn auch nur am Rande — ist Bachmann [1967].

Unser Ansatz ist vor allem systematisch. deshalb gehen wir nur am Rande auf historische
und philosophische Aspekte oder Parallelentwicklungen ein. Es werden hier auch nicht dic
verschiedenen Versionen innerhalb Finslers eigenen Darstellungen untersucht. Fur letzteres



sei auf Booth [1996a] verwiesen und fir Hinwcisc auf andere Ansitze zur Aufstellung
nicht-fundierter Mengenlehren auf Aczel |1988], Barwise/Moss [1991] und Devlin [1993].
Eine andere Alternative zur traditionellen Mengenlehre, dic cinc gewisse Verwandtschaft
mit der Finsler-Mengenlchre hat, stammt von Ackermann [1956] und wird in Booth
[1996a] diskutiert. In Booth [1996a] werden zudem einige Einwéande diskutiert, dic am
Beginn der Rezeption der Fmsler-Mengenlehre eine gewisse Rolle gespielt haben.

Am ausfithrlichsten untersucht wurden bisher die kombinatorisch interessanten endlichen
und erblich-endhichen Mengen. Fiir Literaturhinweise verweiscn wir auf Booth {1996b, ¢}

Weitere Ausfuhrungen und Literaturhinweise zum Ideenrcalismus finden sich i Unger
11978] und Ziegler | 19921, [1996a, ¢, d].



. AXIOME DER FINSLER-MENGENLEBRE
11 Die Axiome

Innerhalb des Bereichs aller mathematischen Objckte werden genau dicjenigen als Mengen
ausgezeichnet, welche die folgenden drei Axiome erfiillen:

Axiom 1 (Bestimmtheit) Fiir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat.

Axiom I (Identitiit) Mengen sind immer dann identisch, wenn die
Annahme ihrer Identitct nicht zu einem Widerspruch fiihrt.

Axiom III (Vollstindigkeit) Iin mathematisches Objekt ist eine
Menge immer dann, wenn dic Annahme, es sei eine Menge, nicht zu
einem Widerspruch mit den Axiomen I und I fithrt.

Wie tiblich seit den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts betrachtet man nur digjenigen
Mengen als zur Mengenlchre gehérig, deren Elemente sclbst wieder Mengen sind, das heifit
dic sogenanuten reinen Mengen.

Im Sinnc des Ideenrealismus ist es unproblematisch, sich auf a/le mathematischen Objckte
zu beziehen (siche Einfithrung, Abschnitt 1).

Der sachgemife Grund, dafl hier die zur Ublichen e-Bezichung inverse 3-Beziehung des
Enthaltens verwendet wird, ist, daf3 eine Menge ihre Elemente bestimmt, und nicht
umgekehrt. Dicse Festlegung der Grundrelation » wird durch die Tatsache nahegelegt, daB
nicht zu jeder wohlbestimmten Gesamtheit von Mengen eine Menge existicrt, welche alle
dicse Mcngen als Elementc enthalt. Das bekannteste Beispiel fiir diese Tatsache ist die
Russell-Klasse der sich selbst nicht enthaltenden Mengen.

Im Vordergrund von Finslers Mengenauffassung steht also nicht die extensionale Element-
Auffassung einer Menge («Eine Menge ist nichts anderes als die Summe ihrer Elemente»),
sondern die Struktur-Auffassung beziiglich der 3-Bezichung (siche dazu auch Abschnitt
[.4). Aus diesem Grund verwenden wir im Anschluf an Finsler zunichst diese inverse
>-Bezichung, damit sich die Finsler-Mengenlehre auch in ihrer Symbolik deuthich von der
tiblichen ZF-Mengenlehre unterscheidet. — Wenn das sachgemife Verstindnis von > gut
ausgebildet ist, kann man natiirlich wieder € beniitzen. Ab Kapitel II werden wir davon
Gebrauch machen, weil sich € cinfacher und leichter lesen bzw. schreiben FaBt.

Beispiele von Mengen (Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise folgen spater; die
entsprechenden Figuren geben eine auf Finsler zuriickgehende anschaulich-graphische
Reprasentierung reiner Mengen):

Leere Menge, Nullmenge : & (Figur 1.1).

Linsmenge: {©@} (Figur L1).

Natturliche Zahlmengen: 0=0,1={0},2:={1}, ...,n+t1={n}, ..
(Figur 1.2).

Endliche Ordinalzahlen: 0=0,1:={0},2={0,1},...,n+1:={01,... n},.
(Figur 1.3).
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Man beachte, daf} die in den obigen Beispielen aufiretenden Definitionen der natiirlichen
Zahlmengen nicht mit der tblichen Auffassung ibereinstimmen, gemdB der endliche
Ordinalzahlen als Reprasentanten der naturlichen Zahlen gelten. Um jedoch diese beiden
wesentlich voneinander verschiedenen Mengenfolgen deutlich zu unterscheiden, behalten
wir die auf Finsler zurackgehende Bezeichnung bei.

Es sind auch Mengen erlaubt, dic sich sclbst enthalten, da dicse im allgemeinen
unproblematisch sind, so insbesondere dic J-Menge mit J = {J} (Figur 1.4).

Die >-Beziehung ist einmehrdeutig, das heilst Mengen kénnen im allgemeinen mehr als ein
Element enthalten. In diesem Sinne kénnen Mengen im wesentlichen als verallgemeinerte
natiirliche Zahlmengen aufgefalt werden mit cincr mehreindentigen Bezichung des
Enthaltens anstatt einer eindeutigen Bestimmthelit des enthaltenen Elements.

1.2 Mengen und Klassen

Definition Unter ciner Kl/asse verstehen wir cine Gesamtheit von Mengen, bei der
eindeutig bestimmt ist, welche Mengen dazu gehoren. Diese Mengen heiflen die /demente
der Klasse. Wir schreiben K(x) oder x € K, wenn die Menge x ein Element der Klasse K
ist. — Eine Klasse K' ist Teilklasse einer Klasse K, wenn aus K'(x) folgt K(x). Wir
schreiben dafur: X'« XK.



Meistens wird cine Klasse von einem Pradikat, das heifit einem Begriff bestimmt; dic
Elemente kénnen jedoch auch nur aufeelistet werden. Selbstverstindlich kann cs fir eine
Klasse verschiedene Defmitionen geben.

Obwohl wir uns der Symbolik der formalsprachlichen Pridikatenlogik bedienen, ist fitr uns
dic Sprachc kein Bestandteil der Logik. Insbesondere beschrianken wir uns nicht auf
formalsprachliche Darstellungen der Pridikatenlogik erster Stufe oder auf cinc solche im
Rahmen einer abzihlbaren Sprachc. Wenn dariiberhinaus von Begriffen die Rede ist, sind
reine Begriffe gemcint, das heifit solche Begriffe, die in ihrem Inhalt nicht von der
subjektiven Reprasentation, also nicht von der Erkennbarkeit, subjektiven Vorstellbarkeit
oder sprachlichen Darstellbarkeit abhingen.

Beispiele von Klassen: [, {D}]; [, (D}, J]. Die Russell-Klasse K, aller Mengen, dic
nicht Element von sich selbst sind:

Ky = x| —(x>x)].

Die Russell-Klasse kann natiirlich keine Menge sein, denn es ist nicht eindeutig bestimmt,
ob K > K, oder nicht K, 5 K ist.

Jede Menge kann natiirlich als Klasse aufgefalit werden. Die Hauptarbeit im Rahmen der
Finsler-Mengenlehre richtet sich auf die Untersuchung, ob — umgekehrt — eine bestimmte
Klasse eine Menge ist oder nicht,

Wir stellen einige fur die Finsler-Mengenlehre relevante elementare Tatsachen der
Klassenlogik zusammen (sichc dazu zum Beispicl Halmos [1968]). Eine Klasse ist nur
dadurch bestimmt, welche Elemente ihr angehoren, sodalh Klassen mit denselben Elementen
vom Gesichtspunkt der Klassenlogik aus als ununterscheidbar oder identisch angesehen
werden. Dies ist der Inhalt des Zixtensionalitéitsprinzips oder des Klassenidentititsprinzips:

VXVYVYx(xeX > xel)—>X=7,

FFalls man Begriffe auch extensional auffaBBt, das heiBt sic als (vom Gesichtspunkt der
extensionalen Klassenlogik) ununterscheidbar auftafit, wenn sie auf dieselben Gegenstiande
zutreffen, so garantiert das Extensionalitatsprinzip eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
der einstelligen Pradikate mit den Klassen. Dann gehort zu jedem einstelligen Pradikat
genau eine Klasse und zu jeder Klasse gehdrt genau ein einstelliges Pradikat, das genau auf
diejenigen Gegenstande zutrifft, die Elemente der Klasse sind.

Gemih dem Extensionalitdtsprinzips sind dic Nullklasse oder leere Klasse & als Klasse
der Pradikats x # x sowic die Allklasse A als Klasse des Pradikates x = x eindeutig
bestimmt:

Nullklasse: D o=[x|x#x]=[x|~-x=x),
Allklasse: A=[x]x=x].

Man kann zudem zu jedem Objekt x einen Begriff angeben, der genau auf x zutrifft,
namlich den Begriff «identisch sein mit x», also das Pridikat P(x) := y = x. Den Umfang
dicses Begriffcs nennt man die Einerklasse von x und schreibt dafiir

[x] =]y |yv=x]

Es 1dBt sich nun dic tblichce Klasscnalgebra entwickeln mit Durchschnitt, Vercimigung,
Komplement ctc. und daraus die entsprechenden Gesctze ableiten.

Der Konjunktion zweier Prédikate entspricht der Durchschnitt und der Disjunktion die
Vereinigung der entsprechenden Klassen:

xeXnY < X(x)AYX),
xeXuY © Xx)vIx).
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Nimmt man die Negation als Entsprechung der Komplementbildung (relativ zur
Allklasse A)

xe A-X © =X

und dic Neutralclemente Nullklasse & und Allklasse A aus A hinzu, so gelten entsprechend
die Komplementgesetze

reXu{4A-X)=4 > X(x) v =X(x),

xeXnd-X)=0 <> X(x) A = X(x),
und die Gesetze iiber die Neutralelemente

Xud=X,

XmAd=X

13 Axiom der Bestimmitheil

Axiom I (Bestimmtheit) /iir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen sie
die Beziehung > hat.

Definition Dicjenigen Mengen, zu welchen cine Menge M die Bezichung > hat, heifien die
Iilemente der Menge M. Wir schreiben M 3 N, wenn N Element von M jst.

Im Sinnc einer ersten Eingrenzung des Bereichs der zu untersuchenden Mengen beginnen
wir mit der Gesamtheit von mathematischen Objekten, welche Axiom I crfillen. Diesc
Gesamtheit oder Klasse soll X genannt werden, wobei allerdings jetzt noch nicht feststeht,
ob diese Klasse £ nur Mengen enthilt. Wir werden uns trotzdem schon auf Mengen aus £
und Klassen von Mengen aus X beziehen, weil nach Emfithrung der beiden weiteren
Axiome IT und X sich zeigen wird, dab es tatsichlich eine Klasse £ gibt, die T crfillt und
nur aus Mengen besteht.

Definition Eine Klasse (oder Menge), welche mit jedem Element auch alle Elemente dieses
Elementcs cnthilt, werde fransitiv genannt.

Beispiele: Die Ordinalzahlen sind transitiv, ebenso die Klasse £ und die Allklasse 4 des
eben bestimmten Mengenbereichs 2. Eine beliebige Menge M gehért mindestens zu einer
transitiven Klasse, ndmlich zu . Im weiteren ist auch die ./-Menge transitiv, denn aus
J={J} axayfolgtx =J={J} und weiter v =./= {J}, alsoJ > y.

Definition Eine Menge X heiflt in der Menge M wesentlich, wenn X jeder transitiven
Klasse angehort, welche samtliche Elemente von M enthalt.

Falls die Menge X in der Menge M wesentlich ist, so bedeutet dics anschaulich, dah X
Element irgendeines Elementes des Elementes etc. der Menge M ist. Man kéante auch von
«erblich enthalten in A/ anstatt von «wesentlich in A» sprechen. Dall es Mengen A gibt,
in denen eine Menge X wesentlich ist, folgt aus Theorem I.1. Auf das Problem, dal X jeder
transitiven Klasse angehoren soll, welche alle Elemente von M enthilt, kommen wir im
Abschnitt 1.5 zurtick, im Zusammenhang mit einer zur obigen Definition dquivalenten
Definition von «wcsentlich».

Die Klasse der in M wesentlichen Mengen werde mit X, , bezeichnet. Sie ist wohldefiniert,
das heiflt, es ist eindeutig bestimmt, welche Mengen als Elemente zu ihr gehéren. Denn sei
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N eine belicbige Menge, dann gibt es entweder eine transitive Klasse, welche alle Elemente
von M, nicht aber die Menge N enthilt, oder es gibt keine solche Klasse. Im zweiten Fall
gehort N zu %, . im ersten nicht.

Theorem 1.1 Ein Element einer Menge M ist in M wesentlich.

Beweis: Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, dafl ein Element von M jeder, also auch
jeder transitiven Klasse angehort, welche samtliche Elemente von A enthalt.

Theorem L2 Die Klasse %, der in einer Menge M wesentlichen Mengen ist transifiv und
enthdlt alle Illemente von M. Die Klasse X, {M} ist ebenfalls transitiv und enthdlt alle
Elemente von M.

Beweis: Sei X in M wesentlich und x ein Element von X. Das Element x gchort zn jeder
transitiven Klasse, welche samtliche Elemente von M enthdlt, also ist x in M wesentlich und
damit x in %, . Wegen Theorem I.1 gehért auch jedes Element von A zu Z,,. Daher ist I,
eine transitive Klasse, welche alle Elemente von M enthélt. Auch die Klasse %, {M} ist
immer noch transitiv und enthélt alle Elemente von A.

Theorem 1.3 Eine transitive Klasse enthdilt mit jeder Menge M auch alle in der Menge
M wesentlichen Mengen.

Beweis: Die in einer Menge M wesentlichen Mengen gehoren nach Definition jeder
transitiven Klasse an, welche alle Elemente von A enthdlt, insbesondcere jeder transitiven
Klasse, dic M enthilt, da eine transitive Klassc mit M alle Elemente von M enthilt.

Theorem 1.4 st die Menge X in der Menge Y wesentlich und Y in der Menge Z
wesentlich, so ist auch X in Z wesentlich.

Beweis: Die Klasse 2, der in Z wesentlichen Mengen ist nach Theorem 1.2 transitiv. Sie
enthalt nach Voraussetzung die Menge Y und folglich nach Theorem 1.3 auch die Menge X.

Es sei K, die Klasse
K, =X ] X st Element von M| w |X | X ist in etnem Element von M wesentlich]|
Theorem LS Die Klasse K, ist transitiv und enthalt scimtliche Elemente von M.

Beweis: Aus der Definition von K|, ergibt sich direkt, dall K, samtliche Elemente von A/
enthélt. Wir zeigen nun, dal K|, transitiv ist, das heilt, daf mit jeder Menge X e K, auch
alle

Y e X zu K, gehoren. Wenn X ein Element von M ist, dann ist nach Theorem 1.1 X in M
wesentlich, also ist ¥ als Element von X in einem Element von A wesentlich, also ist
Y € K, Wenn andererseits X in einem Element von A wesentlich ist, so ist, da nach

Voraussetzung ¥ in X wesentlich ist, ¥ in einem Element von M wesentlich (Theorem 1.4),
also ist ebenfalls ¥ € K. Also ist dic Klasse K, transitiv.

W
Theorem 1.6 Wenn die Menge X in der Menge M wesentlich ist, so ist X Element von M
oder in einem Element von M wesenilich.

Beweis: Wenn X in M wesentlich ist, so gehort X gemall der Definition der Wesentlichkeit
sowie Theorem 1.5 insbesondere zu K|, das heifit, X ist em Element von A oder X ist in
einem Element von M wesentlich.

Theorem 1.7 Die Klasse Z,, der in einer Menge M wesentlichen Mengen falll zusammen
mit der Klasse K, das heifst Z, , = K.,
Beweis: Nach Theorem 1.6 gilt X,, < K. Nach Theorem .1 ist ein Element der Menge M

in M wesentlich und nach Theorem 1.4 ist jede in cinem Element von M wesentliche Menge
auch in M selbst wesentlich, also gilt auch K, < X, . Daherist £, =K .

W
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L4 Axiom der Identitcit

Axiom II (Identitdit) Mengen sind immer dann identisch, wenn die Annahme ihrer
Identitdt nicht zu einem Widerspruch fiihrt.

Fiir die Tatsache der Identitat zweier Mengen M und N schreiben wir wie tiblich M = N.
Anschaulich ist klar, da3 Mengen mit derselben «Strukturs dieselben Mengen sein miissen.
Far diese Struktur ist einzig die >-Bezichung entscheidend. Praziser formuliert bedeutet
dies, daBl beziiglich > isomorphe Mengen identisch sein missen. Daraus mufl man
entnchmen, daBl eventuelle Widerspriiche bei der Identifizierung zweier Mengen nur im
Zusammenhang mit der Bestimmtheit, das heifit mit Axiom I aufireten kénnen.

Definition Zwei Mengen A/ und N heilBen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
Xy > Iy

gibt, die beziiglich > homomorph ist, das heiBt fiir beliebige X und Y aus %, gilt
s X o =n(Y)sn(X),

und die Elemente von M vermoge = byjektiv auf dic Elementc von N bezogen sind.

Man beachte, dall in der Finsler-Mcengenlehre Funktionen, insbesondere Bijektionen und
[somorphismen, nicht von vornhercin als (rcine) Mengen aufgefalt werden kénnen. Es
handelt sich dabei um allgemeine mathematische Objckte, welche im Sinne einer
wohlbestimmten Zuordnung zwischen mathematischen Objekten cine sclbstindige, von der
Mengenlehre unabhingige Bedeutung haben, die ihrer allfilligen mengentheoretischen
Darstellung zugrundeliegt und nicht durch dicsc crst begriindet oder gerechtfertigt ist
(siche dazu auch Riickblick und Ausblick: Mathemartik und Mengenlehre).

Wenn nichts anderes gesagt wird, sei von jetzt an ¥ eine Gesamtheit von Objekten, welche
dic Axiome I und II erfullen.

Theorem 1.8 Isomorphe Mengen sind identisch.

Beweis: Nehmen wir an, M und N scicn wohldefiniert und isomorph. Falls man M und N
identifiziert, kann es gegebenenfalls nur Widerspriiche geben, dic ihre Bestimmitheit
betreffen, also Widerspriiche zu Axiom I. Die Annahme von deren Identitéit kann jedoch
nicht zu einem Widerspruch mit Axiom I fithren, denn wegen der Existenz der Isomorphie
n gilt, daf} dic Elemente von M auf die Elemente von N bijektiv abgebildet werden und fiir
alle in A7 wesentlichen Mengen X und ¥ gilt die >-Strukturerhaltung;

Y>3 X & a(})>nX).

Die Isomorphic ist dic notwendige und hinreichende Bedingung fiir Mengenidentitit im
Rahmen der Axiome I und II, denn identische Mengen miissen trivialerweise isomorph
sein, da sonst ein Widerspruch mit Axiom T unvermeidlich wire. Aus demselben Grund
haben identische Mengen dieselben Elemente. Auch hier kann die Umkehrung gezcigt
werden:

Theorem 1.9 Zwei Mengen, welche dieselben Idlemente haben, sind identisch.

Beweis: Wenn M und N dieselben Elemente besitzen, so gilt wegen Theorem 1.6; Wenn x in
M wesentlich, so ist x Element von N oder in einem Element von N wesentlich und

umgckehrt, also ist Z,, = X, Folglich sind A/ und & isomorph, weil man fur = dic Identitét
nehimen kann, und weiter nach Theorem 1.8 identisch.

Das Axiom II bringt ein Minimalprinzip zum Ausdruck, gemdB welchem moglichst viele
Mengen, sofern  widerspruchsfrei, miteinander identifiziert werden sollen. Durch
weitgehendste Identifikation wird demzufolge erreicht, daB moglichst wenig Mengen 1ibrig
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bleibcn — eben nur die tatsichlich beziiglich > strukturell verschiedenen. In der hier
gegebenen Formulierung stellt es dariiberhinaus ein maximales Mimmalprinzip dar. Dicse
strenge (oder maximale) Form des Identitiatsaxioms ist sinnvoll, da vermége der Axiome
kein anderer Grund fir dic Verschiedenheit zweter Mengen bestehen kann, als dic
Inkonsistenz der Annahme ihrer Identitét.

Theorem 1.10 (a) Axiom II ist nichr dquivalent mit Theorem 1.8.
(b) Axiom IL ist nicht dquivalent mit Theorem 1.9,

Beweis: Wir betrachten Mengen aus der Klasse £ von Mengen, welche nur das Axiom 1
erfillen. (a) Theorem 1.8 ist schiwvicher als Axiom 11, denn fir die Mengen X = {X, ¥} und
Y= {X} aus Z gilt: Falls dicse Mengen vcrschieden sind, so sind sic sicher nicht 1somorph,
da X zwci Elemente enthilt und ¥ nur eins. Dagegen fiihrt dic Arnabhme, X und Y scien
identisch, zu keinem Widerspruch (Axiom H), woraus dann die Isomorphic von X und ¥
folgt. — (b) Auch Theorem 1.9 ist schwiicher als Axiom II, denn seien J und K Mengen, die
als einziges Element sich selbst cnthalten, das heifit / = {J} und K = {K}: Solange wir
nicht wissen, ob .J = K ist oder nicht, kdnnen wir Theorem 1.9 nicht beniitzen und es bleibt
moglich, daB J # K. Sobald man aber Axiom II (oder Theorem I.8) annimmt, so wird
J=K, denn J und X sind 1somorph, also identisch.

Sobald wir in Abschmtt 1.6 dic Existenz der Nullmenge, der Einsmenge sowie der
natiirlichen Zahlmengen und der cndlichen Ordinalzahlen bewiesen haben, folgt aus
Theorem 1.9 deren Eindeutigkeit und aus Theorem 1.8 deren jeweilige Unterschiedenheit
sowie Verschiedenheit von der .J-Menge, da sic untereinander und mit der J-Menge nicht
1somorph sind.

Beispiel: Wemn diec Mcengen X, ¥, und Z den Bezichungen X = {Y}, Y = {Z} und Z = {X}
(Figur 1.5) gentigen, so sind sie isomorph und daher nach Theorem 1.8 untercinander und
folglich mit der J-Menge identisch.

Figur 1.5

Fiir die sachgemébe Auffassung des Identitidtsaxioms hat dic phulosophische Grundlage des
Ideenrealismus eine weitreichende Konsequenz. Sind namlich A/, und M, identische
Mengen, st also M|, = M,, so handelt es sich bei M| und M, um zwei verschiedene, jedoch
im Smne von Axiom Il identische Darstellungen cn und derselben Menge M. Dies
bedeutet mchts anderes, als daf3 die Identitdtsrelation als dreistellige Relation zwischen der
Menge M und deren identischen Darstellungen M, und M, aufzufasscn ist. Das cigentliche
mathcmatische Objckt im Sinne der Axiome I, 1T und III ist nur M, wihrend M, und M,
kontcxtabhingige Repriscnticrungen der Menge M sind.

o
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1.3 Vereinigung und Durchschnitt von Klassen

Definition Es seien Z, beliebig viele Klassen von Mengen, welche die Axiome I und 11
crfillen. Dann ist die Perem:gung \JZ,, dic Klasse aller Mengen der Klassen Z,, wobel
Mengen aus verschiedenen Klassen X, immer dann identisch sein sollen, wenn die
Amnahme ihrer Identitdt widerspruchsfrei ist.

Dic Klassc \JZ,, ist eindeutig bestimmt, denn wenn Mengen als identisch aufgefait werden
konnen, so weisen thre Definitionen auf cin und dasselbe mathematische Objekt hin. Also
kann von der Vercinigung gesprochen werden.

Theorem L11 (a) ks seien T, beliehig viele Klassen, welche dic Axiome I und 11
erfiillen. Danw erfiillt auch die Vereinigung \JZ , diese Axiome.

(b) Kalls die Klassen X, transitiv sind, 5o ist es auch die Vereinigung \JZ

Beweis: (a) Axiom I ist der Definition zufolge erfiillt. Dic Giiltigkeit von Axiom II ergibt
sich so: Sci M cine belicbige Mem,c aus \Z . Also gehort M zu mindestens ener der
Klassen Z,, sagen wir zu I . Es ist eindeutig busummt zu welchen N e X, die Menge M
dic a-Bczmhung hat. Di¢ I\lﬁcngc M hat nun genau zu denjenigen Mengcn n \JZ, die
3-Bezichung, deren Identitdt mit eincm N unter den Bedingungen N € £ und M 5N
widerspruchsfrei angenommen werden kann, — (b) Folgt unmittelbar aus derlbehmtlon der
Vereinigung,

Es kann mn konkreten Fallen naturlich schwierig sein, zu entscheiden, ob die Mengen
Ny € Z, und N| € 2 identisch sind, vielleicht so schwwrlg wie einc Entscheidung der
Goldbachschen Vc,rmutung oder des Fermatschen Theorems. Aber hier handelt es sich nur
um prinzipiclle Entscheidbarkeit. Es ist prinzipicll entschieden, ob N, = N, oder nicht,
unabhédngig von unscrem Vermogen, dics zu erkennen.,

Zum weitercn Verstéindnis und einer Vorwegnahme méglicher Einwénde schauen wir uns
noch cinmal die Vercinigung £, w Z, zweier Klassen X, und Z, an, welche dic Axiome I
und I crfillen. Wir unterschetden zuerst die folgenden Falle:

DMeZ undM e Z,;
QYyMe Z;,aberM ¢ T,

1) Die Klassen Z, und X, sind transitiv, also enthalten sic mit der Menge M auch alle
deren Elemente. Alle Mengen, zu dencn M dic »>-Beziehung hat in Z, und 2, sind daher fur
die Veremigung X, v Z, eindcutig bestimmt. Es kann nicht der Fall sein, daB A7 in X,
andere oder mehr Elemente hat als in XZ,, denn identische Mengen haben dieselben
Elemente. Dics ist im absoluten Sinnc zu verstehen, nicht beziiglich einer vorgegebenen
Klassc. Dassclbe gilt fiir die Definition der Transitivitat: cine transitive Klasse enthalt mit
jedem Elementc alle Elementc dicses Elementcs.

2) In X, ist eindcutig bestimmt, zu welchen Mengen N € Z; die Menge M die >-Beziehung
hat. Die Mcnge M hat genau zu denjenigen N € I, die 3-Bezichung, fiir welche die
Annahme, sic seien identisch mit cinem Element von M in Z,, widerspruchsfrei ist. Dies ist
cindeutig bestimmt wie unter 1) gezeigt wurde.

Es konntc noch eingewendet werden, daBl man das Axiom II so interpretiercn muf, dafl
M = N fur alle identischen Mengen M und & immer als Axiom hinzugefiigt werden muB,
wenn dies widerspruchsfrei moglich ist. Falls man diesc durch die Technik der
Symbolisierung nahegelegte Interpretation des Axioms II iberhaupt betrachten will, so
miissen noch folgende Fille untersucht werden:

16



M, e Xy, Mi=M,, M, € Z,;
HM el M=M, M,e¢Z,

3) Ist es unter diesen Voraussetzungen moglich, dafl zum Beispiel gilt:
M, >N, M{=M, N, =N, —~(M,3N,)?

Nein, denn wenn man, wic i der Finsler-Mengenlehre. der Fall, vermoge der absoluten
Logik das Gesetz der ldentitit hat, so kénnen identische Objekte fiir einander ersetzt oder
substituiert werden. Dies bedeutet: Aus M, > Ny und M, = M, folgt M, > N|, und aus
Ictzterem zusammen mit N, = N, folgt M, > N,.

43 16st man wic 3).

Dic Einwédndc 3) und 4) 1¢sen sich auf, sobald man von einer sprachlichen Darstellung von
Mengen zu einer rein gedanklichen Erfassung iibergeht.

Folgende Uberlegungen sollen dic Tragweite der Untersuchungen dieses Kapitels noch cin
wenig ndher beleuchten. Die Elemente einer Klasse X, welche das Axiom I erfillt, sind
streng genommmen noch keine Mcengen um eigentlichen Sinne (da dicsc alle drei Axiome
erfillen missen), sondern Mengendarstellungen. Wie bercits im vorangehenden Abschnitt
betont wurde, 1st dic scharfe Unterscheidung von Mengen von thren kontextabhingigen
Darstellungen ecine weitere Konsequenz des Ideenrealismus. Wird fiir die Klasse Z
zusétzlich Axiom II gefordert, so cnthalt sie zwei Arten von Objekten, ndmlich solche
Mengendarstellungen, dic mit keiner andcren Darstellung identisch sind, und solche
Mengendarstellungen, die untereinander identisch sind. Bei letztcren hat man es jedoch
wegen Axiom IT nicht mehr mit diesen Darstellungen selbst zu tun, sondern mit denjenigen
mathematischen Objckten, welche den verschiedenen Darstellungen zugrundclicgen.

Betrachtet man nun verschiedene Klassen Z, welche dic Axiome 1 und II crfiillen, so
konnen diese sehr verschicden «ausschen», sowohl hinsichtlich ihrer GroBe wie hinsichtlich
threr Struktur. Dic Bestimmung der Vercinigung \J , von belicbig vielen solchen Klassen
%, Ist cin weiterer, aber noch nicht der letzte Schritt, der von den verschiedencn
Mengendarstellungen innerhalb der Klassen Z, weg zu den diesen Darstellungen
zugrundcliegenden mathematischen Objekten, den Mengen im cigentlichen Sinne, hinfiihrt.
Denn auch LUZ,, enthélt noch zwei Arten von Elementen, namlich Mengendarstellungen,
die nur in einem der X, vorkommen und mathematische Objekte, welche in mehrercn
Klassen T, unterschiedlich dargestellt sind, deren Darstcltungen jewcils aber untereinander
identisch sind. Erst der in Abschmtt 1.7 vollzogene Schritt zur Betrachtung aller die
Axiome I und IT erfiillenden Klassen wird dazu fithren, dal man es in der Klasse \JX,, nur
noch mit den mathematischen Objekten selbst und nicht mehr mit ihren Darstellungen zu
tun hat.

Arbeitet man mit einer absoluten Logik, so mufl man sich also immer wicder klar machen,
daB Begriffe, Theoreme und thre Bewcise nicht von unserer Erkenntnis oder der
Darstellung der Objckte und ihren Bezichungen abhdngen, sondern vont den Objekten und
ithren Bezichungen sclbst, das heiBit von den Sachverhalten, wie sic wirklich sind. Hicrin
liegt der tiefere Grund, daBl eine Menge in einer erweiterten Klasse nicht plotzlich mehr
oder andere Elemente enthalten kann als in der urspriinglichen Klasse gewesen sind, denn
sonst miifite sie eine andere Menge sein.

In der symbolischen Modelltheorie licgen die Verhdltnisse ganz anders. Dort gibt es zum
Beispiel fuir die symbolisierten Axiomensysteme der nattrlichen oder reellen Zahlen A bzw.
K Nichtstandardmodelle *A’ bzw. *®.  das heit solche Modelle, die einerseits mehr
Elemente als die Standardmodelle enthalten und in denen andererseits diesselben
(symbolisierten) Theoreme gelten (elementare Aquivalenz).
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Der Grund fiur diesen Unterschied zur Finsler-Mengenlehre licgt darin, daBl m der
symbolisierten Modclltheorie die sprachliche Darstetlung der mathematischen Wirklichkeit
und nicht diese selbst im Vordergrund steht. Symbole fiir konstante Objekte, Funktionen
und Relationen aus der Sprachc werden in jedem (elementar) erweiterten Modell new
interpretiert. Also kann ein Symbol R («reelle Zahlen») im Standardmodell mterpretiert
werden durch die Menge der gewohnlichen reellen Zahlen R, und im Nichtstandardmodell
durch dic Menge der Nichtstandardzahlen *R = R[g], wo @ ein geeignet adjungiertes
Element 1st.

Derartige Erfahrungstatsachen und Denkgewohnhciten kann der symbolisch ausgebildete
Mathematiker oder Logiker im Rahmen der Finsler-Mengenlehre nicht zur Anwendung
bringen. Im weiteren ist es in diesem Zusammenhang hinderlich, bei den a's in Z,
gewohnheitsméfig an Ordinalzahlen zu denken, denn die Klassen X, brauchen nicht in eine
wohlgcordncte Folge gebracht werden zu kénnen. Die Anordnung oder die genaue Anzahl
der Z,-Klassen ist nicht wichtig, sondern nur, daf cs «beliebig vicle» oder «alle» mit ciner
bestlmmten Eigenschaft sind. Diese Eigenschaft braucht nicht notwendigerweise in der
Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe ausdriickbar zu sein.

Ein anderer Einwand, welcher aus den formalistischen Gewohnhciten heraus aufkommen
kann, ist der folgende. Bei identischen Mengen aus verschiedenen Klassen mufl doch ein
Reprisentant gewdhlt werden. Braucht man nicht e Auswahlaxiom fiir Klassen? Nein.
Obwohl identische Mcngen auf verschiedene Weise reprasentiert werden kénnen, handelt es
sich nur um eine Menge. Es muBl daher nicht irgendetwas gewdhlt werden, denn
cntscheidend ist die eindeutig bestimmte mathematische Wirklichkeit und nicht die in
verschiedener Weise mogliche sprachliche Reprasentierung.

Mit der Vereinigung \JZ  von beliebig vielen Klassen Z,, welche dic Axiome I und II
crfiillen, kénnen wir Jetzt innerhalb ciner solchen Vereinigungsklassc \JZ  von Z.'s die
Vercinigung und den Durchschnitt von beliebigen Teilklassen definiercen.

Definition Man betrachte beliebig viele Klassen K, die alle Teilklassen von \JZ  scin
sollen (damit identische Mengen als eine Menge behandelt werden koénnen). Dic
Vereinigung UK ist die Klasse a/ler Mengen aus den Ky und der Dur chschnitt ('\K die
Klassc derjenigen Mengcn die n allen Klassen K vorkommen.

Falls alle K transitiv sind, so sind auch \_JK; und (MK, transitiv.

Auf dieser Grundlage ist es nun méglich, die Definition der Wesentlichkeit zu
vereinfachen.

Definition Die Klasse K heifdt eine transitive Oberklasse (oder transitive Obermenge) der
Menge M, wenn sic eine transitive Klasse (oder transitive Menge) ist, die alle Elemente von
M cnthilt. Die rranmsitive Hiille TC(M) (transitive closure) ist die kleinste transitive
Oberklassc (Obermenge) von M, das heifit:

{C(M) = Durchschnitt aller transitiven Obcrklasscn von M.

Bemerkung: Unter welchen Umstdnden die transitive Hillle 7C(M) einer Menge M wieder
eine Menge ist, soll spdter untersucht werden (Abschnitt 11.5). Zum Beispiel ist fur
transitive Mengen M die transitive Hiille 7C(M) eine Menge, wobet gilt: M = TC(M).

Jetzt konnen wir cine neue Definition des Wesentlich-Seins aufstellen und gleich
anschliefend zeigen, dafl sie mit der in Abschnitt I.3 eingefithrten dquivalent ist.

Definition Die Menge X heibt in der Menge M wesentlich, wenn X zu TC(M) gehort.

Es 1st klar, dafy, wenn X zu jeder transitiven Klasse gehort, welche die samtlichen Elemente
von M enthdlt, sie auch zu 7C(M) gehort und umgekehrt. Folglich sind beide Definitionen
der Wesentlichkeit zucmander dquivalent. Wir kénnen aber erst von jetzt an die zweite
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Version beniitzen, da vorher der Durchschnitt beliebig vieler Klassen noch nicht streng
definiert war.

Aus der Aquivalenz der beiden Definitionen der Wesentlichkeit folgt unmittelbar

Theorem 1.12 Die transitive Hiille einer Menge M ist identisch mit der Klasse der in M
wesenilichen Mengen: TC(M) = %, ;.

Man beachte, daB im allgemcinen die Menge M micht zu TC(M) gehort, wohl aber zu
TC({M}). Es gilt jedoch J=7C(J) > J.

1.6 Axiom der Vollstandigkeir

Axiom III (Vollstindigkeit) Ein mathematisches Objekt ist eine Menge immer dann,
wenn die Annahime, es sel eine Menge, nicht zu einem Widerspruch mit den Axiomen 1
und 11 fiihrt,

Das Axiom 111 ist eine Maximalforderung in dem Sinne, dafl die durch die Axiome I und
IT bestimmte Klasse 2 vermoge Axiom 111 die grofitmoégliche Klasse von Mengen festlegt.
Ihre Eindeutigkeit wird in Theorem 1.16 bewiesen. Auf der Grundlage des Ideenrealismus
ist es selbstverstandlich, daB man mit diesen Axiomen alle, das heifit so viele Mengen wie
widerspruchsfrei moglich sind, erfat. Dies ist nichts anderes als eine weitere Konsequenz
der Tatsache, dal} Existenz und Widerspruchsfreiheit dquivalent sind.

Theorem 1.13 Folgende Tatsachen sind dquivalent:

(1) Axiom 1.

(i1) Die Klasse % aller die Axiome I und II erfiillenden Mengen bildet eine Klasse von
Mengen, welche bei Aufrechterhaltung der Axiome I und 11 keiner Erweiterung fihig ist.

Beweis: Es se1 Axiom III erfullt und es sei M eine nicht zu einem Widerspruch fithrende
Menge. Dann gibt es eine die Axiome I und II erfiilllende Klasse I, welche M enthélt, zum
Beispiel die transitive Hille 7C({M3}). Falls durch die Vercinigung der Klasse I' mit der
Klasse Z aller mit den Axiomen I und II vertriaglichen Mengen letztere durch M oder cine
Mcenge N e TC(M) erweitert wilrde, so kommt als einziger Grund in Frage, dalb M sclbst
keine Menge ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich gilt (it). Umgekehrt sei nun
(11) giiltig. Jede cchte Erweiterung von X durch eine Menge M fiihrt zu einem Widerspruch
mit den Axiomen I und II und jede mit T und II vertrdgliche Menge gehért schon zur
Klasse Z, also gilt Axiom III.

Theorem L14 FEine Klasse M von Mengen aus Z ist dann und nur dann eine Menge in X,
wenn die Annahme, sie sei eine Menge, nicht mit Axiom I in Widerspruch steht.

Beweis: Wenn M eine Menge ist, so kann sie nicht mit Axiom I in Widerspruch stehen.
Wenn umgekehrt die Annahme, eine bestimmte Menge M cxistierc, nicht mit Axiom I in
Widerspruch steht, so mu3 ¢cs cinc Axiom I geniigende transitive Klasse I" geben, welche
die Menge M enthilt, die gerade die Bezichung > zu den gegebenen Mengen besitzt, zum
Beispicl dic Klasse 7C({A}). Die zur transitiven Hiille 7C(M) gehdrenden Mengen bilden
dann cinc Teilklasse von I', die zugleich Teilklasse von X ist und daher auch dem Axiom II
geniigt. Wenn nun die Menge M (oder eine sich mit ihr als identisch erweisende) nicht in X
vorkommen wiirde, so konnte sie auch mit keiner Menge von 7C(M) identisch sein und
deshalb wiirde 7C({A}) eine den Axiomen I und II gentigende transitive Klasse ergeben,



deren Vereinigung mit 2 cine Erweitcrung von X darstellen wiirde, im Widerspruch zu
Theorem 1.13.

Fiir die Beweistechnik in der Finsler-Mengenlehre ist Theorem [.14 sehr niitzlich, da bei
emncr Anwendung dicses Theorems nur Axiom I geprift werden mul3. Dies hangt damit
zusammen, daB man hier innerhalb der die Axiome 1 und II erfiillenden Klasse X
argumentiert, in welcher alle gemaB Axiom II identischen Mengen bereits miteinander
identifiziert worden sind.

Axiom III 148t sich nicht durch Theorem I.14 ersetzen, denn mit «Mengeny» sind nur Dinge
von ¥ gemeint, was zur Folge hat, daB Thcorcm I.14 zum Beispicl dic Existenz der J-
Menge nicht garantiert, und damit wiare nicht eindeutig bestimmt, welche Mengen zur
Klasse 2 gehoren.

Theorem 1.15 Die Klasse % ist nichr-leer: Es existieren die Nullmenge, die natirlichen
Zahlmengen, die endlichen Ordinalzahien und die J-Menge.

Beweis: Wir verwenden Theorem I.14. Wir beginnen mit der Nullmenge . Dic Annahme,
dies sci cine Mengg, ist vertriaglich mit Axiom I, denn cs ist eindeutig bestimmt, dall & zu
keiner anderen Menge die 3-Beziehung hat. Ebenso ist fiir die natiirhchen Zahlmengen und
die endlichen Ordinalzahlen (siche Abschnitt 1.1) eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen
sie die >-Beziehung haben. Fiir die J-Menge ist das einzige Element J selbst: J = {J}, also
ist sie ebenfalls eindeutig bestimmt und existiert wegen Axiom III.

Zusammen mit Theorem [.9 folgt die Eindeutigkeit der nach Theorem I.I5 existierenden
Mengen. Erst spater konnen wir beweisen, daB die Menge der natiirlichen Zahlmengen
existiert, dafl folglich unendliche Mengen iberhaupt existieren (sichc Abschnitt 115,
Theorem II.19).

1.7 Die Widerspruchsfreiheit, Unabhdngigkeit und Vollstindigkeit der Axiome

Alle Mathematiker sind sich darin einig, dafl die Existenz eines Bereichs mathematischer
Objekte und deren begrifflicher Bezichungen die Widerspruchsfreiheit des entsprechenden
Begnifs- und Objektsystems impliziert. Far Finsler (wie zum Beispiel auch fiir Frege und
Cantor) gilt ebenso die Umkehrung: Die Widerspruchsfreiheit eines Bereichs
mathematischer Objekte und deren Beziehungen impliziert deren Existenz. Mit dem
Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome I, IT und III ist also zugleich die Existenz
des Bereichs der Mengen bewiesen.

Theorem L.16 Es existiert eine und nur eine nicht-leere Klasse, welche die Axiome I, 11
und TIL erfiillt. Oder dquivalent dazu: Die Axiome I, II und IIT legen eindeutig die Klasse
samtlicher Mengen fest.

Beweis: (1) Existenz: Aus Theorem .15 folgt, daB es nicht-leere Klassen gibt, welche den
Axiomen I und IT geniigen. Es seien Z, alle Klassen, die I und II erfiillen. (Es ist méglich,
diesc Klasscn m Betracht zu ziehen, denn es ist unabhingig vom individuellen
Emsichtsvermdgen eindeutig bestimmt, ob eine Klasse die Axiome I und II erfiillt oder
nicht.) Thre Vercinigung \JZ  ist cindeutig bestimmt und crfiillt ebenfalls die Axiome I
und II, wic in Abschnitt .5 bewiesen wurde. Wir behaupten nun, \JZ  crfullt auch Axiom
II1. Denn man nchme an, dall es noch eine zusitzliche Menge M gébe. Dann mufy A zu
emer Klasse gehoren, welche dic Axiome I und IY erfullt, zum Beispiel zur transitiven
Hille TC({M}). Jede Klasse £, dic I und II erfilllt, mufl jedoch schon unter den %,

or

20



vorkommen, ist also Teilklasse von U2, und kann keine neue Menge cnthalten.
(i) Eindewtigkeit: Man nehme an, X' erfiille auch die Axiome I, II und III. Insbesondere
crfullt diesc Klasse I und II, kommt also schon unter den %, vor. Daher ist £' < \JZ .
Zusammen mit Axiom III gilt dann ' = \UZ , denn von jeder Menge in \JZ% , die nicht in
2' vorhanden ist, kann gezcigt werden, daB sic wegen dem zu Axiom IIT dquivalenten
Theorem 1.13 doch in Z' scin muf3.

Es konnte cingewendet werden, daB die Teilklassen-Beziehung X' < \UZ , nicht eindeutig
definiert ist. Dem muf jedoch entgegengehalten werden, dafl obwohl die Mengen m X'
vielleicht nur so aussehen, wic wenn sie bloB isomorph seien zu den Mengen in \JZ ; sic
gemdB Axiom II doch als identisch betrachtet werden miissen.

Im Zusammenhang mit der obigen Beweisfihrung des Theorems 116 ist es vom
Gesichtspunkt der symbolischen Modclltheorie verlockend, eine neuc Konstante bzw.
Menge hinzuzufiigen. Dies ist jedoch 1m Sinne des der Finsler-Mengenlehre
zugrundeliegenden Ideenrealismus nicht moglich, denn von newen Mengen zu sprechen,
wenn man bereits g//e (im absoluten Sinne) hat, ist offensichtlich widerspruchsvoll. Von
Jeder neu definierten «Menge» kann in der Finsler-Mengenlchre gezeigt werden, dal sie
entweder keine Menge ist (wie dic Russcllsche Klasse) oder schon in L, | enthalten ist.

Unter der Unabhdngigkeit der Axiome I, IT und III verstehen wir dic Eigenschaft, daf}
keines der Axiome aus den vorangehenden gefolgert werden kann. Diese Bestimmung tréagt
der Tatsache Rechnung, dal Axiom II ohne Axiom I, und Axiom III ohne die Axiome I
und II keinen emdeutigen Sinn haben,

Die Unabhangigkert der Axiome I, I und I ergibt sich aus folgenden Beispiclen. In einer
Klasse, die aus zwer Objekten besteht, von denen jedes belicbig die Bezichung > entweder
zum andern oder zu keinem Objekt besitzt, ist Axiom I nicht erfullt. Eine Klasse, die ans
zwel mcht identischen Objekten besteht, von dencen jedes die Beziehung 3 zu keinem Objekt
besitzt (das heiBt zwei verschiedenc Nullmengen), genfigt Axiom I, aber nicht Axiom II.
Eine Klasse, die aus der Null- und der Einsmenge besteht, gentigt den Axiomen I und 11,
aber nicht Axiom III.

Die Volistindigkeit des Systems der Axiome I, IF und III bedeutet, dab es keine von
diesen Axiomen unabhingige, auf Mengen beziigliche Begriffsbeziehung geben kann. Mit
anderen Worten, jede solche Bestimmung ist entweder wahr oder falsch. Dies ist
tatséchlich durch die eindeutige Bestimmtheit der den Axiomen I, II und III gentigenden
Klasse Z gewdhrleistet. Denn wegen Theorem .16 sind die die Axiome erfiillenden
Klassen, das heifit alle Modelle der Axiome I, IT und III zueinander isomorph und damit
ist dieses Axiomensystem katcgorisch (oder monomorph). Im Rahmen einer nicht-
symbolisierten Pradikatenlogik ist dies aquivalent zur Tatsache, da3 das Axiomensystem
vollstindig ist (siche dazu Ziegler [1996d], Kapitel 3.5; entscheidend ist dabei, dall weder
die Isomorphie noch die in Betracht kommenden Pradikate durch rgendwelche sprachlich-
symbolischen Ausdrucksmittel beschrankt sind.)

Dies bedeutet schlieBlich, daB man es bet den die Axiome I, II und I erfullenden
mathematischen Objekten nur noch mit diesen selbst, das heifit den eigentlichen Mengen,
und keinen threr kontextabhangigen Darstellungen zu tun hat. In diesem Sinne kann hicr
von prinzipiell modellfreier Axiomatik der reinen Mengen gesprochen werden.

Betrachtet man trotzdem noch unterschicdliche Darstellungen, so gelten in allen solchen die
Axiome erfiillenden Modellen bzw. Klasscn dieselben Sachverhalte, das heiit dicselben
Propositionen aufgrund von Pradikaten iber Mengen.
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1.8 Die Axiome der ZF-Mengenlehre

Wir geben eine Ubersicht der Axiome der ZF-Mengenlchre zum besseren Vergleich der
entsprechenden Sachvcerhalte im Rahmen der Finsler-Mengenlchre. Man beachte, dafi es
fiir die iblichen Axiome der ZF-Mengenlehre entscheidend ist, daf sie im Rahmen einer

sprachlich festgelegten Logik (dem Pradikatenkalkiil erster Stufe) dargestellt werden.

ZF-AXIOME

O. Existenzaxiom (existence)

Jx (x=x)

1. Axiom der Bestimmtheit
(extensionality)

Vy(Vz(zexoze)y)>x=y)

2. Aussonderungsaxiom
(comprehension, separation)

Schema der Aussonderungsaxiome:
Zu jedem Ausdruck ¢(z) das Axiom:
Vx3JyVz(zey<sr(zex A ¢p2))

3. Paarmengenaxiom (pairing)

Vxydz{xezAyez)

4. Vereinigungsmengenaxiom (union)

VXIyVxz((xeXnzex)>zey)

5. Potenzmengenaxiom (power set)

Vx3dyVz(zcx—>zey)

6. Unendlichkeitsaxiom (infinity)

Xx({(DexnVz(zex—>zu {z} €Xx))
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BEGRIFFLICHE SACHVERHALTE

(Prinzipien)

0. Existenzprinzip

Es gibt eine Menge.
1. Prinzip der Bestimmtheit

Wenn die Mengen x und y dieselben
Elemente haben, so istx =y.

2. Aussonderungsprinzip

Wenn x einc Mengg ist und ¢ eine
begriffliche Eigenschaft, so ist die Klassc
[z]x3z A @z)] cine Menge.

3. Paarmengenprinzip

Fir die Mengen x und y gibt es eine Menge
z = {x, ¥}, die genau x und y enthalt.

4. Vereinigungsmengenprinzip

Fur jede Menge X gibt es eine Menge
v =X, die Vereinigung, die alle Elemente
der Elemente von X enthélt.

3. Potenzmengenprinzip
Fiir jede Menge x gibt es eine Menge
vy = Pot(x), die Potenzmenge, dic allc
Teilmengen von x enthalt,

6. Unendlichkeitsprinzip

Es gibt cine Menge x, welchc die leere
Menge & und mit jedem Elcment x 3 z auch
die Menge z W {z} cnthiilt.



7. Ilrsetzungsaxiom (replacement) 7. Ersetzungsprinzip

Schema der Ersetzungsaxiome: Wenn feine Funktion ist, so ist das Bild
Zu jeder Funktion y = Ax) das Axiom: AX] jeder Menge X wicder eine Menge, das
VX 3y y=/1X] = {v) | ¥ € X} heibt: /LX) = () | X 3 x}.
8. Fundierungsaxiom 8. Fundierungsprinzip

(regularity, foundation)

VXX#xDo5>IxxeXAnxmX=)) Fir jede nicht-leere Menge X gibt es ein
>-minimales Element, das heildt, eine
Menge x mit X » x, sodaB x " X' = .

9. Auswahlaxiom (choice, AC) 9. Auswahlprinzip
VX (Vxp{(xeXAyelkX) Jede Menge X, deren Elemente x nicht-leer
S>xEDAx=pviny=93))) sind, besitzt eine Auswahlmenge, das heifit
—=>3d¥vVx(xe X > EFzYnx={z})) cine Menge, die aus jedem Element von X

genan ein Element enthélt und sonst nichts.

Das Fundierungsaxiom bzw. das Fundierungsprinzip beinhaltet anschaulich, dal} eine
Menge letzlich nach «unten» in die Nullmenge miinden soll, das heifit, dali Mengen die
Nullmenge als letzten e-Vorginger bzw. 3-Nachfolger haben sollen.

Definition Ein e-minimales Ilement x Definition Ein s-minimales Flement x
einer Menge X # © ist ein Element, fiir einer Menge X = O ist ein Element, fiir
welches es kein y € X gibt mit y € x. welches es kein X > y gibt mit x > y.

Die Existenz eines e-nunimalen Elementes x einer Menge X = (& ist gleichbedeutend mit
der Tatsache, dal} es in der Menge X ein Element x gibt, sodall x und X kein gemeinsames
Elcment besitzen, das heifit x » X = &, Offensichtlich besitzt jede Menge, welche die
Nullmenge als Element cnthélt, cin e-nuimimales Element, ist also fundiert:

Definition Eine nicht-leere Menge heif3t Definition Eine nicht-leere Menge heift
fundiert, wenn sie ein e-minimales Jfundiert, wenn gie ein >-minimales
Element besitzt. Element besitzt.

Dic Aufgabe decs Fundierungsaxioms in der ZF-Mengenlehre ist die Verhinderung
unendlich absteigender Ketten von Elementbezichungen, wie zum Beispiel

LEX;€EX, EX; EX Xp3X; 32Xy X33 .. .

Damit wird gleichzeitig ausgeschlossen, dafl cs Mengen gibt, welche sich sclbst enthalten,
fur dic also gilt x € x bzw. x > x, denn daraus kann die nichtabbrechende Kettc

xXexexexc, .. X2X232X232X3 ...
gebildet werden. Entsprechendes gilt fir Zyklen der Form
XYEX,C ... EXyEX, € X €Y XgdX2X,3%33..3X,3%
da diese ebenfalls zu nichtabbrechenden Ketten erweitert werden kénnen.

Dic Gultigkeit des Fundierungsaxioms in der ZF-Mengenlehre ist die Grundlage fiir die
sogenannte  kumulativ-hierarchische  Struktur dieser Mengenlehre, das heilit des
«trichterformigen» rekursiven Aufbaus aller Mengen dieses Systems, ausgehend von der
Nullmenge & und durch die ZF-Axiome erlaubten Operationen.



Wir kehren zuriick zur Finsler-Mengenlehre und zeigen, dafl einige der ZF-Axiome dort
beweisbarc Theorem sind. Aus den Theorcmen 1.9 und L15 ergibt sich unmittclbar
Theorem 1.17.

Theorem 1.17 Das Fxistenzprinzip und das Prinzip der Bestimmtheit sind beweisbar.
Theorem 1.18 Das Paarmengenprinzip und das Potenzmengenprinzip sind beweisbar.

Beweis: Wegen Theorem 114 ist dic Klasse z = |x, y| zweier Mengen x und y sicher eine
Menge. Denn cinerseits ist die Klasse wohlbestimmt und andererseits ist dic Menge z genau

wenn Por(X) 3 Por(X). Ob VY(Y ¢ X — X 3 ¥) gilt, ist cindeutig bestimmt, also auch ob
Por(X) > Por(X).

Im allgemeinen ist natiirlich fur cine Menge X nicht Pot(X) > Pot(X). Ist X transitiv, so gilt
jedenfalls X < Por(X). Vermutlich gilt jedoch nur fiir die Allmenge A auch Pof(A) — A,
also die Beziehung ’0t(A4) = A und damit Pot(A) > Pot(A).

Theorem 1.19 Dic Einerklasse [x] = [y |y = x] ist eine Menge, dic Emermenge {x}.

Beweis: Aus dem Paarmengenprinzip (Theorem I.18) und dem Prinzip der Bestimmtheit
(Theorem 1.17) folgt, daB {x, x} = {x} existicrt.

1.9 Meichrigkeit und Unendlichkeit

Man beachte, daffi Theorem .19 noch nicht zum Bewets der Gultigkeit des Unendlichkeits-
prinzips ausreicht, denn dazu muf garanticrt werden kénnen, dafl zumindest fur cin x gilt
x # {x} oder allgemeiner, daf3 x nicht Element seiner cigenen transitiven Hiille ist. Dieser
Bewecis wird im Abschnitt I1.3 im Rahmen der zirkclfrcien Mengen nachgeholt (Theorem
I1.14).

Defmition FEine Menge x heibt indukfiv, wenn sie die lecre Menge & und mit jedem
Element z mit x 3 z auch die Menge z U {z} enthilt.

Das Unendlichkeitsprinzip behauptet also gerade die Existenz induktiver Mengen.

Zur Einfuhrung des Begriffs der Méichtigkeit missen wir uns auf den Begriff der
allgemein-mathematischen /unktion, das heiit ciner bestimmten Zuordnung zwischen
mathematischen Objekten, bezichen. Wice bereits im Abschnitt 4 crwéhnt, ist im Rahmen
der Finsler-Mengenlehre dicser Begriff unabhingig von dessen Mengendarstellung
bestimmt, denn dic Finsler-Mengenlchre erhebt nicht den Anspruch, die ganze Mathematik
zu begriinden: sie ist cin mathematisches Gebict unter anderen. Es ist jedoch méglich, von
Funktionen einc mengenthcorctische Darstellung zu geben.

Definition Das geordnete Paar (x, y) ist definiert durch dic Menge
(x, ) = e {x 3 = x} o {{x, p1).
Definition Eine Mcnge (oder Klasse) von geordneten Paaren heifdt eine Relation.

Beispiel: Dic Menge der geordneten Paare von natiirlichen Zahlen (s, ) sodaB » < m ist
dic Relation
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<={m m|No>n mund n<m}

Definition Einc Fuwnktion f ist eine Relation, das heifit eine Menge (oder Klasse) von
geordneten Paaren (x, ), sodal

VxVyVz(f30y) A fo(x,2) - y=z).
Beispiel: Wenn f{n) = n + 1, dann ist

f={n m)y|Nsn,mund m=n+1}.
Wir kommen nun zu dem fundamentalen Begriff der Méchtigkeit.

Definition Seien X und Y Mengen.

(1) Wenn es einc injcktive Funktion /i X — Y gibt, so ist X hdchstens so mdchtig wie Y oder
X hat hachstens die Mdchtigkeit von Y und wir schreiben X < Y.

(it) Wenn es eine bijektive Funktion £ X — Y gibt, so ist X gleichmdichtig wie ¥ oder X hat
die gleiche Mdchftigkeit wie Y und wir schreiben X =~ ¥,

(ii1) Wenn es eine injcktive aber keine surjcktive Funktion /0 X — ¥ gibt, so st X
schmdichtiger wie Y oder X hat eine kleinere Mdchtigkeit wie ¥ und wir schreiben X < Y.

Definition Eine Menge X heilit Dedekind-unendlich, wenn sie zu einer echten Teilmenge
T'cX, T#X, ihrer selbst gleichméchtig ist, das heiit wenn X ~ 7. Sie heilit Dedekind-
endlich, wenn es keine Teilmenge ihrer selbst gibt, zu der sie gleichmichtig ist.

Definition Einc Mcenge X heiBt endlich, wenn sic zu ciner endlichen Ordinalzahl
gleichméchtig ist, das heif3t wenn X ~ n fir irgendein n. Einc nicht endliche Menge heif3t
unendlich.

Man kann zeigen, dafl jede endliche Menge auch Dedekind-endlich ist; mit Hilfe des
Auswahlprinzips gilt auch dic Umkehrung (siche zum Beispicl Ebbinghaus {1994], Kapitel
V.3 oder Ziegler [1996d], Abschnitt 2.7). Damit sind auch die beiden Unendlichkeits-
begriffe aquivalent und man kann einfach von unendlichen Mengen sprechen.

Offensichtlich 1st jede induktive Menge auch unendlich, denn es gibt in dicsem Falle eine
Bijektion f der induktiven Menge M in eine Teilmenge ihrer selbst der Form LX) = {X3}.
Dabei gibt es sicher emn Element in M, das nicht im Bild f[M] liegt, ndmlich die Nullmenge
2. Die Umkchrung gilt jedoch nicht, denn eine unendliche Menge braucht nicht induktiv zu
sein.

Wie wir im Abschnitt I1.5 beweisen werden (Theorem I1.19), ist die Menge der natirlichen
Zahlmengen zwar unendlich, aber nicht induktiv, denn fur eine natiirliche Zahlmenge » ist
now {ny = Uln, {n}} keine natiirliche Zahlmenge. Zum Beispiel kann die Menge
2w {2} = {1, 2} keine natiirliche Zahlmenge sein.

Man beachte, dab 1im Gegensatz zu hier die natiirlichen Zahlen meist mit den endlichen
Ordinalzahlen identifiziert werden. Man kann dann etwa zeigen, daB erstens die so
bestimmten natiirhchen Zahlen jeder induktiven Menge angehoren und zweitens, dald die
Menge dieser natiirlichen Zahlen die kleinste induktive Menge ist, das heifit diejenige
Menge, die Teilmenge jeder induktiven Menge ist.

Definition Eine Menge X heilit abzdhlbar-unendlich, kurz abzdhlbar, wenn sic zur
Menge o aller endlichen Ordinalzahlen gleichmichtig ist, das heiflit wenn @ ~ X. Eine
Menge X heilit nicht abzahibar oder tiberabzihibar, wenn sie eine grofere Machtigkeit als
die Menge der endlichen Ordinalzahlen hat: o < X,

Dic Existenz der Mcenge o der endlichen Ordmalzahlen wird im Abschnitt I1.3 bewiesen
(Theorem 11.14).

Bemerkung: Kardinalzahlen kénnen erst definiert werden, wenn wir die Giiltigkeit des
Auswahlprinzips fur zirkelfreie Mengen nachgewiesen haben (siche Abschnitt I1. 6). Es
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gibt also keine Kardinalzahltheorie fiir dic vollstindige Finsler-Mengenlehre. Ob in der
Finsler-Mengenlehre zur Einfithrung der Kardinalzahlen auch die Fundicrtheit alleme
ausreichen wiirde, ohne das Auswahlprinzip zu verwenden, ist nicht bekannt.

110 Spezielle Mengen und Klassen
110.1 Die Allmenge

Theorem 1.20 Die Allmenge A existiert. Sie enthdlt sich selbst und es gilt A = Pot(A).

Beweis: Die Allmenge ist dicjenige wohlbestimmte Menge, welche zu allen Mengen die
>-Bezichung hat. Nach Axtom III oder Thcorcm [.I3 und Theorem 1.14 cxistiert die
Allmenge tatsachlich. Da sic alle Mengen umfafit, enthilt sie sich selbst. Nun folgt mit der
Tatsache, daB A alle Mengen enthélt, fiir eine Menge x mit x © 4 sicher 4 5 x, aber ebenso
aus A » x auch x < 4, da die Elemente von x alle in 4 enthalten sein miissen. Daraus ergibt
sich die Identitit 4 = Pot(A).

In der Tatsache, daB die Allmenge sich selbst enthalt, liegt der Grund, weshalb es in der
ZF-Mengenlehre keine Allmenge geben kann, denn dort ist wegen des Fundierungsaxioms
keine Selbstbeziehung erlaubt.

An dieser Stelle 1st folgender Einwand nahelicgend: Ist die Russcll-Klasse als Teilklasse
der Allmenge nicht eine Menge? Nein, denn zur Bestimmung der Russell-Klassc als Menge
mibte das Prinzip der Aussonderung beniitzt werden. Diescs Prinzip gilt jedoch in der
Finsler-Mengenlchre 1m  allgemeinen nicht, wofir geradc dic Russell-Klasse als
Gegenbeispiel dient; Die Russell-Klasse erfilllt Axiom I nicht, da nicht bestimmt ist, ob sie,
als Mcenge aufgefalit, sich sclbst enthélt oder nicht.

Einc Frage, dic in diesem Zusammenhang auftauchen kann, betrifft die Bedeutung der
Potenzmenge der Allmenge. Ist nicht dic Méchtigkeit der Potenzmenge ciner Menge M
immer groBer als die Machtigkeit der Menge M selbst? Nein, dies gilt in der Finsler-
Mengenlehre im allgemeinen nicht. Fiir die Allmenge ist klar, daf} sie a//e Mengen enthilt,
also auch alle ihre Teilmengen. Dies bedeutet, daB die Allmenge A und ihre Potenzmenge
dieselbe Machtigkeit haben und nach Theorem 1.20 ist sogar A = Pof(A4). Daraus entnimmt
man weiter, daf jede Anwendung des Cantorschen Diagonalverfahrens auf die Allmenge
eine Klasse produziert, dic keine Menge sein kann.

Zum besseren Verstindnis wollen wir uns den Beweis des Cantorschen Theorems im
Rahmen der ZF-Mengenlehre genauver anschauen, um herauszufinden, warum dieses
Theorem nicht in der Finsler-Mengenlehre gilt.

Theorem von Cantor (ZF) Fiir jede Menge M ist die Mdchtigkeit der Potenzimenge
Pot(M) grofier als die Mdchtigkeit der Menge M.

Beweis (in ZF): Sci M emme Menge. Dic Funktion AX) = {X} ist eine injektive Abbildung
S M — Pot(M), also ist M < Pot(M). Es kann aber keine bijektive Funktion 7: M — Por(M)
geben. Um dies zu zeigen, definieren wir die «Diagonalmenge»

z={x e M|x g Ax)} € PotM).
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Gemih Aussonderungsaxiom ist dies eine Teillmenge von M, aber z gehort nicht zum Bild
M. Denn man nehme an, dall y € M und Ay) = z; damn ist y € z genau dann, wenn
y ¢ Av) =z. Widerspruch. Daher ist /nicht surjektiv, also ist: M < Pot(M).

Diescr Beweis gilt nicht in der Finsler-Mengenlehre, weil dort dic Klasse z keine Menge ist.
Im obigen Beweis wird mit dem Aussonderungsaxiom geschlossen. dafl z als Menge
cxistiert, aber in der Finsler-Mengenlchre kann z nur ¢ine Klasse sein, denn Axiom I ist
nicht erfillt, da nicht bestimmt ist, ob fA{y) 3 v oder nicht. Ersctzt man dic Mcnge M durch
die Allmenge 4 und 7 durch die Identitit, so erhilt man durch diesc Konstruktion genau dic
Russcll-Klasse.

Inhaltlich, das heifit begrifflich-mathematisch, ist jedoch klar, daB ¢s in der Finsler-
Mengenlehre cine injektive Abbildung Pot(4) — A geben muB, da Por(4) = A (Theorem
1.20).

Es ist im Sinne der Finsler-Mengenlchre nicht crstaunlich, da das Aussondcrungsprinzip
nicht allgemeingiiltig ist, denn das wiirde bedeuten, dal jede Klasse cine Menge ist.

Theorem [1.21 Das  Fundierungsprinzip, das Aussonderungsprinzip und das
Irsetzungsprinzip sind nicht allgemeingiiltig.

Beweis: Die Existenz der J-Mcnge widerlegt das Fundierungsprinzip und die im obigen
Bewcis des Theorems von Cantor konstruierte Klasse sowic die Russell-Klasse als
Teilklassc (aber nicht Teilmenge) der Allmenge widerlegt das Aussonderungsprinzip. Fir
das Ersetzungsprinzip betrachten wir eine Funktion £ A — A der Allmenge in sich. die
folgendermaBen definiert ist: AM) = M fiir (M > M) und AM) = @ fiir M > M. Offcnbar
ist das Bild f[4] der Allmenge unter /" genau dic Russcll-Klasse, welche keine Menge ist.
Di¢ Funktion f ist jedoch cindeutig definicrt auf der Allmenge 4. Also gilt das
Ersctzungsprinzip im allgemeinen nicht.

1.10.2 Die Vereinigungsmenge

Theorem 1.22 Das Vereinigungsmengenprinzip ist nicht allgemeingiiltig.

Beweis: Sci N dic Klasse aller sich sclbst nicht enthaltenden Mengen ohne N sclbst. Diese
Klassc ist wegen Theorem 1.14 cine Menge. Man betrachte die Klasse |V, {N}]. Auch sic
ist eine Menge. Aber die Vereinigung \{N, {N}} ist genau dic Russcll-Klasse und dicse
ist keine Menge. Daher existiert die Verelnigungsmenge einer Menge nicht immer.

1.10.3 Die grofite Ordinalzahl

Definition Einc Menge heilit wohlgeordnet durch 3, wenn sic (linear oder total) geordnet
ist durch > und jede nicht-leere Teilmenge fundiert ist.

Offenbar sind Ordinalzahlen selbst fundiert, da jede Menge Teilmenge threr selbst ist.
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Definition Eine Menge o ist eine Ordinalzahl, wenn sie transitiv und wohlgeordnet ist.
Der Nachfolger von cvist oo + 1 = o w {o}. Wenn o kein Nachfolger ist, dann ist

o =supi{f o s B}
In diecsem Falle heiB3t oo Limesordinalzahl. Dic Ordnungsrelation < fur Ordinalzahlen wird
festgelegt durch:

a<B =P
a<B:=a<fodera=_.

Wir definieren eine bestimmte Folge von unendlichen Ordinalzahlen o, das heiBt von
Ordinalzahlen mit o > @, wobel

0, =0,

maﬂ = { {3 ' B =< ma}>

w, = anﬁ fir Limesordinalzahlen .
By

Hieraus ist klar, daB aus o < B folgt o, < wg. Dicse @, werden ordnale Anfangszahlen
genannt, weil sie am Anfang einer Folge von Ordinalzahlen mit eincr bestimmten
Machtigkeit stehen. Sie bilden dic Grundlage zur Definition von Kardinalzahlen im
Abschnitt 11.6.

Zum Beispiel ist die Menge o aller endlichen Ordinalzahlen (Theorem 11.14) cine
Limesordinalzahl.

Theorem 1.23 Die Klasse Q) aller Ordinalzahlen ist keine Menge.

Beweis: Wir betrachten dic Klasse alfer Ordinalzahlen . Solche Mengen o enthalten
wegen der Transitivitit alle ihre Vorginger und wegen der Fundiertheit kénnen sie sich
nicht selbst enthalten. Nennen wir diese Klasse €2, so gilt:

Q=10,1.23,...,0on+1, .. 0o, 0+tl,o+2 .. o2 o3 .. 6 0% ]

Wire nun 2 eine Menge, so kann sie sich nicht selbst enthalten, denn sonst wiére sie cine
Ordinalzahl und gleichzeitig nicht fundiert. Enthielte andererseits €2 nicht sich selbst, so
miif}te sie doch eine Ordinalzahl sein, da sie in diesem Falle transitiv und wohlgeordnet ist.
In beiden Fallen ergibt sich also ein Widerspruch. Folglich ist unter der Annahme, Q sci
eine Menge, nicht eindeutig entschieden, ob Q2 sich selbst als Element angehort oder nicht.
Mithin kann €2 keine Menge sein.

Theorem .24 Die Klasse O aller Ordinalzahlen, welche einen Nachfolger haben, ist
eine Menge und zwar die grofSie Ordinalzahl.

Beweis: Wir prifen, ob die >-Bezichung dieser Klasse zu den Mengen eindeutig bestimnit
ist. Es 1st klar, dai O » a, wenn a einen Nachfolger o « {a} hat. Fir die
Widerspruchsfreiheit der Annahme, O sei eine Menge, muf} noch die 3-Bezichung dieser
Klassc zu sich sclbst untersucht werden. Aber wenn O eine Menge ist, so ist sic ¢ine
Ordinalzahl, da sie transitiv und wohlgeordnet ist, also enthélt sie alle ihre Vorgénger, aber
nicht sich sclbst. Demzufolge ist nicht O 3 O und die Annahme, O sei eine Menge, fiihrt
nicht zu cinem Widerspruch. Hieraus folgt, dafl O die groBte Ordinalzahl ist, denn sie hat
keinen Nachfolger, da O {O} keme Menge ist (Theorem 1.23).

Jetzt lafit sich auch besser verstehen, warum es in der Finsler-Mengenlehre cinc grofite
Ordinalzahl geben kann, wihrend in der ZF-Mengenlehre jede Ordinalzahl einen
Nachfolger hat. Die Nachfolger werden dabei, wie bereits erwihnt, in folgender Weise
gebildet:
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a v {a} = U{a, {a}}.

In der ZF-Mengenlchre ist die Bildung der Vereinigungsmenge inumer moglich, in der
Finsler-Mengenlehre gemal} Theorem 1.22 jedoch nicht. Im Falle der Ordinalzahlen wiirde

{0, {01} =0 L {0} =Q

tatsachlich die Klasse aller Ordinalzahlen crgeben. Damit haben wir ein weiteres
Gegenbeispiel fiir die Allgemeingiiltigkeit des Vereinigungsmengenprinzips gefunden.

Bilden wir dagegen dic Vercinigung der Klasse ©, so erhalten wir genau O, das heiit es
gilt O = 'UQ, denn alle Elemente der Elemente von Q2 haben einen Nachfolger, und fur
jede Ordinalzahl, die einen Nachfolger hat, ist dieser in der Klassc Q aller Ordinalzahlen
enthalten und damit die Ordinalzahl selbst in LJQ.

1.10.4 Die Auswahimenge

Definition Sei M eine Menge mit nur nicht-leeren Elementen. Wenn eme Menge (oder
Klasse) von jedem Element von M genau ein Element enthdlt und sonst nichts, heifit sic
eine Auswahlmenge {oder Auswahlklasse) von M.

Beispiel: Die Menge M = {{J}, {D, {J}}} hat die Auswahlmengen {J, {J}} und {J}.
Bemerkung: Jede endliche Menge mit nicht-leeren Elementen hat eine Auswahlmenge.
Theorem 1.25 Das Auswahiprinzip ist nicht allgemeingiiltig.

Beweis: Gemdh Theorem 1.19 existiert die Einermenge {X} einer Menge X. Wir betrachten
diec Menge M = {{a} | o eine Ordinalzahl}. M ist sicher eine Menge, da eindeutig bestimmt
ist, zu welchen Mengen M die >-Beziechung hat. Diese Menge hat jedoch keine
Auswahlmenge, denn sonst wiirde die Klasse aller Ordinalzahlen eme Menge sein, im
Widerspruch zu Theorem 1.23.

Em weiteres Gegenbeispiel fiir die Allgemeingiiltigkcit des Auswahlprinzips und des
Ersctzungsprinzips ergibt sich aus folgender Klasse:

My = [{x} [ (x> x)].

Um zu zeigen, daB dies eine Menge ist, geniigt es nach Theorem [.14 zu prifen, ob cs
eindeutig bestimmt ist, ob M, Element von sich selbst ist oder nicht. Es sci My > M,,, dann
ist M = {Mp} und (M, > M),). Dies kann jedoch nicht sein. Also ist ~(M}, > M,,), woraus
folgt. daB M}, > {My}, was widerspruchsfrei ist.

Nun ist dic Auswahlklasse von M), die Klasse [x | —(x 3 x)], also genau die Russell-Klasse
und damit sicher keine Menge. Folglich ist die Existenz der Auswahlklasse nicht in jedem
Fall garantiert. Im wecitcren crgibt sich daraus noch einmal eine Widerlegung des
Ersetzungsprinzips. Denn sei f cinc Funktion tber der Allmenge 4, die emner Menge X
irgendein Element x dieser Menge X zuordnet. Dann st das Bild f[AM,] der Menge M,
wieder gleich der Russell-Klasse, also keine Menge.

Theorem 1.26 Jede Menge ist eine Auswahimenge, also ist die Menge aller
Auswahimengen identisch mit der Allmenge.

Beweis: Sei M eine Menge und sc1 K = [{x} | M > x}. Es ist eindeutig bestimmt, welche
Elemente zu K gehoren, weil M cing Menge ist und {x} cbenfalls Menge ist, wenn x eine
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Menge ist (Theorem 1.19). Also 1st X eine Klasse. Man nehme an, K sei eine Menge. Kann
dann K » K sein? In diesem Falle ist X = {x} mit A 5> x und K hat nur cin Element, also
mull M = {x} semn. Daraus folgt jedoch K = {{x}} = {x} und dies gilt nur wenn x identisch
mit der J-Menge ist. In allen anderen Fillen ist nicht K > K Iis ist also eindeutig bestimmt,
ob K 5 K oder nicht K > K. Daher ist K eine Menge. Die Menge K hat nur A als
Auswahlmenge. Hieraus folgt, dal jede Menge eine Auswahlmenge ist, und damit folgt die
Identitdt der Menge der Auswahlmengen mit der Allmenge.

L 11 Prinzipielle Nicht-Symbolisierbarkeit der Finsler-Mengenlechre

Wir gehen aus vom symbolisierten Pradikatenkalkil erster Stufe mit Identitdt und
formulieren darin die Axiome I und IT der Finsler-Mengenlehre. Wie sich zeigt, ergeben
sich reichlich triviale Formeln (zum Beispiel 1st (II) eine Tautologie), was schon ein erster
Hinweis auf die Tatsache ist, dal} sich der begriffliche Gehalt dieser Axiome nicht in
dicsem Rahmen darstellen [aBt. Fiir Axiom I 1st entscheidend, daf fiir zwei Mengen x und y
entweder x € y oder —(x € y) gilt, das heifdt, es kann nicht beides zugleich wahr oder
beides zugleich falsch sein. Hicr steht W oder # fur die konstante Wahrheit p v —p bzw.
Falschheit p A —p cincr beliebigen Aussage p.

4} VixVy(xeyvalxey)an-((xeyeo Faalxey) < F)
() ViVy((x=ye W) >x=y)

Es gibt Klassen von Objckten, welche diese Axiome crfiillen, ctwa [J, {J}]. Wir wollen
zeigen, dafl jede Klasse von Objekten, welche (I) und (IT) erfillt, crweiterbar ist. Sei A
irgendeine dic Axiome (I) und (IT) erfillende Klasse, das heifit dic Struktur (A, €) sci ¢in
beliebiges Modell von (I) und (11). Die Russcll-Klasse ist dann definierbar durch

fxe A|=(x e x)]

und gehort sicher nicht zu A, da sie das Axiom (I) nicht erfiillt. Es werde nun eine neue
Konstante & definiert durch

reN © axex)axeA

Damit erfullt N das Axiom I und es ist sicher —(V € A). Im weiteren ist auch N mit keiner
Menge aus A identisch, da &V mit keinem solchen Element isomorph sein kann.

Damit crgibt sich: Wenn (A, €) ein Modell der symbolisierten Finsler-Axiome (I) und
(Il) im Rahmen des symbolischen Kalkiils der Pridikatenlogik erster Stufe ist, so ist es
erweiterbar.

Dies stcht jedoch mit dem zu Axiom I dquivalenten Thcorem .13 in Widerspruch.
Zusammen mit der Einsicht, dafl in jeder sinnvollen pradikatenlogischen Symbolisicrung
der Finsler-Mengenlehre A mit NV erweiterbar ist, folgt, dah die Finsler-Mengenlchre nicht
in der symbolischen Pradikatenlogik erster Stufe dargestellt werden kann.

Eine andere Moglichkeit, die Unabgeschlossenheit oder Unvollstiandigkeit von pradikaten-
logischen Symbolisierungen der Finsler-Mengenlehre zu demonstrieren, geht auf cinen
Einwand von Kreisel [1954] zuriick (so wic obige Uberlegung an einen Einwand von Baer
[1928] ankniipft): Immer, wenn es widerspruchsfrei moglich ist, kann fiir zwei Mengen A/
und N das Axiom M = N hinzugefiigt werden. — Auch damit 143t sich der urspriingliche
Bestand an Mengen in emnem Modell in gewissen Grenzen verandern.
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Diese Resultate lassen sich verallgemeinern auf jede Art von symbolischer Darstellung mit
Hilfe der Finslerschen Unvollstindigkeitstheoreme. Diese lauten (siche dazu Ziegler
[1996d]. Kapitel 4.18 oder [1996¢]):

Erstes Finslersches Unvollstindigkeitstheorem Fiir jeden symbolischen Kalkiil, der
zumindest die elementare Arithmetik wmfaf3t, gibt es ein mathematisches Objekt, das
nicht symbolisch darstellbar ist

Zweites Finslersches Unvollstiandigkeitstheorem Fiir jeden symbolischen Kalkiil, der
zumindest die elementare Arithmetik umfafit, gibt es ein symbolisch darstellbares
Theorem, das symbolisch widerspruchsfiei, aber mathematisch-inhaltlich falsch und
Jfolglich  relativ zum  betrachteten  Gedankenzusammenhang  formallogisch
widerspruchsvoll ist.

Mit «formallogisch» ist hier ausdriicklich keine formalsprachliche (oder symbolische)
Darstellung der Mathematik gemeint, sondern cine Darstellung mathematischer
Sachverhalte, genaver mathematischer Begriffsinhalte, Begriffsverkniipfungen (Urteile)
sowie mathematischer Folgerungen und Beweise, gemafl ihren formalen (im Gegensatz zu
thren inhaltlichen) logischen Strukturen mit Hilfe (unter anderem) der formallogischen
Katcgorien der Proposition und des Pradikats (siche dazu Ziegler [1996d], Kapitel 3).

Da in der Mengenlehre in der iiblichen Weise die elementare Arithmetik dargestellt werden
kann, kénnen beide Unvollstandigkeitstheoreme unmittelbar auf die Finsler-Mengenlehre
angewendet werden. Dics bedeutet, dab jede Art von Symbolisierung der Finsler-
Mengenlehre Inkonsistenzen zur Folge hat, die erstens die Vollstandigkeit und zweitens die
Widerspruchsfretheit der Finsler-Mengenlehre betreffen.

Weiter unten werden wir sehen, daB auch der der ZF-Mengenlchre entsprechende
Teilbereich der Finsler-Mengenlehre, der Bereich der fundierten und zirkelfreien Mengen
der hier so genannten Cantor-Mengenlehre, nicht symbolisterbar ist (sichc Abschnitt 11.8).
Seine absolute, das heifit nicht symbolisierbare Widerspruchsfreiheit und Vollstandigkeit
erbt dieser Teilbereich von der vollstindigen (aber nicht symbolisicrien) Finsler-
Mengenlehre.
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II. ZIRKELFREIE MENGEN

In diesem Kapitel werden wir die zirkelfreien Mengen definieren (Abschnitt 1) sowic cinige
Existenztheoreme ableiten (Abschnitt 2) und schlieBlich bewecisen, daf die nicht-
symbolisiertecn ZF-Axiome aufier der Fundicrtheit fir die Klassc der zirkelfreien und
fundierten Mengen gelten (Abschnitt 3). Es folgen einige Betrachtungen zum
Auswahlprinzip (Abschnitt 4) und einc Palette von Beispielen und Theoremen tber
zitkclhafte und zirkelfreie Mengen (Abschnitt 3). Danach folgt c¢in Ausblick in die
Kardinalzahltheorie (Abschnitt 6) und in unerreichbare Kardinalzahlen (Abschnitt 7) sowic
in die Mengenlehre der zirkelfreien und fundierten Mengen, das heifft in die hier so
genannte Cantor-Mengenlehre (Abschnitt 8). Zum Abschlufl werden dic Mengen-
darstellungen der natiirlichen und der reelflen Zahlen betrachtet (Abschnitt 9).

Von hicr ab verwenden wir ausschlicBlich das gewohnte Zeichen e fiir dic Element-
Bezichung anstatt der inversen 3-Bezichung.

IL1 Die Definition zirkelfreier Mengen

Mit Sicherheit zirkelhaft sind Mengen, dic sich selbst enthalten, wie die J-Menge und die
Allmenge. Auch wenn, allgemciner, cine Menge M Element ihrer eigenen transitiven Hiille
TC{M) ist, das heiBt wenn einc Menge in sich sclbst wesentlich ist, ist sic als zirkelhaft
aufzufassen.

Um dic zirkelfreien Mengen zu definieren, schliefien wir zuerst alle dicjentgen Mengen aus

Z aus, in deren transitiver Hille eine in ihrer eigencn transitiven Hiille enthaltene Menge
enthalten ist, das heiit in dencn einc in sich sclbst wesentliche Menge wesentlich ist. Damit
sind insbesondere alle sich sclbst enthaltenden Mengen ausgeschlossen. Dic Teilklasse von

2 der tibrig blcibenden Mcengen sei mit £* bezeichnet. Dicse Klasse ¥ enthilt noch immer
zirkelhafte Mengen. Zum Beispiel kann dic Menge (' aller zirkelfreicn Mengen nicht sclber
zirkelfrei scin, denn sonst miifite sie sich selbst enthalten. Weiter ist die Menge ' auch
nicht in ihrer transitiven Hille 7C(C) enthalten.

Definition Einc Menge M aus X heille zirkelfrei, wenn

(1) M e £* das heifit, wenn in der transitiven Hiille von M keine Menge enthalten ist,
welche Element ihrer cigenen transitiven Hiille 1st, und wenn

(i) M und jede in ihrer transitiven Hille enthaltenc Menge vom Begriff zirkelfrei
unabhéngig ist.

Zirkelhaft heisse jede Menge, die nicht zirkelfrei ist.

Da es sich hicr um eine impradikative Definition handelt, muf} geklidrt werden, ob sie eine
cindeutig bestimmte Klassifizierung der Mengen in zirkelfreie oder zirkelhafte induziert,
also ob die Definition wohlbestimmt ist.

Definition Einc Inierpretation von zirkelfrei ist eine charakteristische Funktion %, von Z*
auf {0, 1}, fur welche gilt: x,M) = 0 fir dic Interpretation von M als zirkelfrei und
X-AM) = 1 fir die Interpretation von M als zirkelhaft.

Dic obige Definition von zirkelfrei ist nun so zu verstehen, dafl cine Menge genau dann
zirkelfrei 1st, wenn ¢s eine Definition derselben gibt, die ber allen Interpretationen von
zirkelfrei y - dicselbe Menge bestimmt. Wenn es eine solche Definition nicht gibt, so ist die
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Menge zirkelhaft: sic hangt dann vom Begriff zirkelfrei ab. Hiermit ist klar, daB cinc
Menge entweder zirkelfrei oder zirkelhaft sein muf}, also gilt

Theorem IL.1 Jede Menge ist eindeutig entweder zirkelfrei oder zirkelhafl.

Man beachte, dafB} die durch die Definition explizit gemachte Eigenschaft der Zirkelfretheit
von Mengen unabhédngig von unscrer Erkenntnis existiert und jeweils ciner Menge
zukommt oder nicht zukommt. Dagegen koénnen zur Untersuchung, ob eine konkret
gegebene Menge M zirkelfrei ist oder nicht, beliebigen Variationen der Intepretation von
zirkelfrei ¥, vorgenommen werden. Derart durch Variation von y_, interpretierte Mengen
werden dann hypothetisch (oder vorldufig) als zirkelfret bzw. zirkelhaft aufgefaBt, bis man
herausgefunden hat, ob es fiir die zu untersuchende Menge M eine Interpretation gibt, die
bei allen Interpretationen von zirkelfrei ., dieselbe Menge bestimmt oder nicht. Im ersten
Fall ist M (tatsdchlich oder endgiltig) zirkelfrei, im letzteren zirkelhaft.

Wegen der Wohlbestimmtheit der Definition der Zirkelfreiheit kann dic Gesamtheit der
zirkelfreien Mengen als cine Klassc (' betrachtet werden. Eine Menge M ist dann zirkelficr,
wenn sie ohne Bezug auf die Klasse € defiert werden kann. Die Interpretation der Klasse
(" kann in diesem Fallc vermoge der Variation der Interpretation von zirkelfrei Azp belicbig
gedndert werden:

€, = X 1) = 0},

Trotzdem wird die Definition immer diesclbe Mcnge M bestimmen. Natiirlich ist dicses
Kriterium nicht praktisch ausfithrbar. Hier kommt es jedoch nur auf die prinzipielle
Entscherdbarkeit an.

Fiir die mit der ZF-Mengenlehre vertrauten Leser soll noch auf die ibliche Bestimmung der
Definierbarkeit von Mengen cingegangen werden. In der symbolischen Modelltheorie fiir
die Mengenlehre heiit eine Menge M definierbar {iber einem Modcll 4 = (4, ), wenn es
eine Formel ¢ und einen (oder mchrere) Parameter p € A gibt, sodaf

M={xe |4 olx, p)}.

Wenn die Menge M unabhéngig ist vom Parameter p, 1ait man ihn in der Formel weg und
schreibt: Vx (¢p(x) <> x = M).

Nicht jede Menge ist in diescm Smnc definicrbar, insbesondere nicht solche, welche zu
threr Definttion iiberabzadhlbar vicler Opcerationen bediirfen.

In der Finsler-Mcngenlehre 1st jedoch jede Menge im Prinzip definierbar vermoge einer
konkreten Verkniipfung von reinen Begriffen, welche die Menge im Sinne von Axiomi 1
eindeutig bestimmen. Dabei wird hier weder eine symbolische Ausdriickbarkeit noch eine
Beschriankung der Anwendung der Operationen (zum Beispiel iiberabzihlbar viele)
gefordert. Kurz gesagt: es gibt keine sprachlichen Einschrinkungen in irgendeiner Form.,

Wir schreiben Def{x, p) fiir eine Definition fiir die Menge x, die von einem Parameter p
abhangt. Wir kénnen fitr p die Klasse C wahlen. Wenn die Definition unabhéngig von
ist, kénnen wir den cntsprechenden Parameter weglassen. Andererseits kénnen wir jedoch
nicht sagen, dafl Def(x, p) zirkelfrei ist, wenn i der Definition C nicht vorkommt. Im
Prinzip kénnte ein dquivalenter oder verwandter Begriff zur Zirkelfreiheit an irgend einer
Stelle beniitzt werden. Dies bildet theoretisch kein Problem. weil das Kritertum darn
bestcht, ob Def{x) immer diesclbc Menge bestimmt was immer C auch scin moge. Mit der
Verdnderung von € verandert sich auch jeder zur Zirkclfreiheit dquivalente Begnff, wie
auch jeder von ihr abhingige Begriff, wie etwa die Vereinigungsmenge {Theorem 1.22 und
11.12) oder dic Auswahlmenge (Theorem .25 und II.16). Denn vom Gesichtspunkt des
Ideenrcalismus aus gibt es nur einen Begriff der Zirkelfretheit, ndmhich den allen
moglichen, zur urspriinglichen Definition der Zirkelfreiheit dquivalenten Darstellungen
iibergeordneten Begriffsinhalt,
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Praktisch scheint es unmoglich, diescs Kriterium auf einc Mcnge konkret anzowenden, um
festzustellen, ob sic zirkelfrei ist oder nicht. Wir werden aber sehen, daf fiir cinfache
Mengen keine grofien Schwierigkeiten auftauchen. Meistens ist vom Definitionsinhalt her
klar, ob eine Menge vom Begriff der Zirkelfreiheit unabhangig ist (wie dic Nullmenge) oder
nicht. Zudem werden einige Theorcme abgelcitet, die cs gestatten, auf einfache Weise die
Zirkclfreiheit von bestimmten Klassen von Mengen zu bestinumen, insbesondere durch den
Nachweis fast aller zu den Axiomen der ZF-Mengeniehre dquivalenten Prinzipien (siehe
Abschmtt 11.3).

Beispiele: Die Nullmenge kann defimert werden durch @ = {x | —(x = x)}. Hicr ist
unmittelbar klar, dal Def{) nicht von (" abhdngt. Auch fir die natiirlichen Zahimengen
und alle endlichen Ordinalzahien ist die Zirkelfreiheit ohne weiteres klar.

Wir werden spiter beweisen, dall die Menge aller zirkelfreien Mengen existiert und
zirkelhaft ist, da sie sonst sich selber enthalten miiite (Theorem 11.4),

Es mag zunichst befremdlich erscheinen, daB es Mengen gibt, die nicht anders als mit
Beziehung auf den Begriff der Zirkelfreiheit definiert werden kénnen, die man also nicht
unabhingig davon etwa durch blofes Aufzihlen oder Aufweisen der Elemente bestimmen
kann. Es ist jedoch zu bemerken, daB man ebenso auch die Klasse a/ler Mengen nicht
durch bloBes Aufzihlen oder Aufweisen bestimmen kann, ohne den Begniff des Alles zu
beniitzen, denn sonst kénnte die Hinzufligung von ncuen Mcengen keinen Widerspruch
ergeben.

Theorem 11.2 Ist M eine zirkelfreie Menge, so ist jedes Element der transitiven Hiille
von M und jedes Element von M ebenfalls eine zirkelfreie Menge und von M verschieden.

Beweis: Es sei die Menge M e Z¥* zirkelfrei und dic Menge N ein Element der transitiven
Hiille von M. Damit ist auch N € ¥ und es gilt T7C({N}) ¢ TCM). Jedes Element von
7C(M) ist vom Begriff zirkelfrei unabhéngig, also auch jedes Element von 7C({N}). Daher
ist N zirkelfrei, Die Menge M ist verschieden von M, weil M i Z* licgt. Denn wire N = M,
so wirde M zu seiner eigenen transitiven Hiille gehdren, das heifit in sich selbst wesentlich
sein, also wire M ¢ X*, im Widerspruch zur Voraussetzung.

112 Existenztheoreme

Mit der exakten Bestimmung der Klassc aller zirkelfreicn Mengen haben wir eine
Grundlage erarbeitet, auf welcher wir einige Eigenschaften zirkelfrcier Mengen ableiten
konnen. Dies ist insbesondere von Bedeutung, weil in der Finsler-Mengenlchre nicht jede
Gesamtheit von Mengen wieder eine Menge bildet. Es miissen also zusétzliche Kriterien
ausgearbeitet werden, dic es gestatten, Mengen aus gegebenen Klassen von Mengen zu
bestimmen. Ist eme Klasse gegeben, so ist die Zugehorigkeit oder Nicht-Zugehorigkeit
irgendwelcher Mengen zu ihr eindeutig bestimmt. Widerspriiche sind hier nur moglich in
der konkreten Definition einer Klasse.

Falls eine gegebene Klasse K als Menge M aufgefaBt werden soll, das heifit nachgewicsen
werden soll, daB} sie eine Menge ist, so kommt als einziges neues zu priifendes Element die
Menge M in Betracht. Zum Nachweis der Existenz von A ist es also hinreichend zu
untersuchen, ob es eindeutig bestimmt ist, dal M entweder in ihrer eigenen transitiven
Hiille enthalten ist oder nicht. Als einziger méglicher Hinderungsgrund fiir die Existenz der
Menge M zeigt sich also die Bestimmtheit oder Nicht-Bestimmtheit ihres Selbstbezuges.
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n



Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn die Definition von M einen nicht crfiillbaren
Sclbstbezug enthilt, das heifit insbesondere, wenn sich nicht in cindeuntiger Weise deren
Zirkelfreihcit oder Zirkelhaftigkeit bestimmen 14Bt. Dieses Problem entschirft sich
wesentlich, wenn man die Untersuchung der Mengen auf den Bereich der zirkelfreien
Mengen emschrankt.

Theorem I1.3 Eine Klasse zirkelfreier Mengen ist immer eine zirkelfreie oder zirkelhafte
Menge.

Beweis: Wir beweiscn, daBl eindeutig bestimmt ist, welche Elemente einer Klasse A von
zirkelfreien Mengen die €-Beziehung zu dieser haben, damit wir Theorem I.14 anwendcn
konnen. Fir alle Elemente der Klasse ist die e-Beziehung schon bestimmt. Wir werden
also nur die e-Bezichung fur den Fall, dall M cine Menge ist, untersuchen. Die Menge M
besteht nur aus zirkelfrcien Mengen, daber kann sicher nicht M e M und M auch kein
Element der transitiven Hiille 7C(M) scin. Es set also M ¢ M und M ¢ TC (M), Kann diese
Annahme zu einem Widerspruch fithren? Die Menge M ist eine Klasse von zirkelfreien
Mengen und ist als Klasse wohldefiniert. Widerspriiche kdnnen muor auftreten, wenn M
vermoge seiner Abhangigkeit vom Begriff zirkelfrei zu sich selbst oder zu 7C(M) gehoren
muf}. - Die Moglichkeit, dah A/ zirkelfrei und zugleich A € M oder M € 7TC(M) ist, ist
ausgeschlossen, da M € M und M e 7TC(M) impliziert, daB A zirkelhaft ist. — Die
Moglichkeit, dafl M zirkelhaft und zugleich M € M oder M e TC(M) ist, ist ebenfalls
ausgeschlossen, weil M nur aus zirkelfreien Elementen besteht. Also ist tatsachlich M ¢ M
und M ¢ TC(M). — Es ist also eindeutig bestimmt, dafl A ¢ M. Die wegen Theorem 1.14
existierende Menge M kann zirkelfrei oder zirkclhaft sein, und ist von jeder in ihrer
transitiven Hiille enthaltenen Menge verschieden.

Man kann sich fragen, warum hier das Problem der Russellschen Antinomic nicht aufiritt.
Betrachten wir dazu die Klasse aller sich selbst nmicht enthaltenden zirkelfreien Mengen.
Dies ist dieselbe Klasse wie die Klassc ' aller zirkelfreien Mengen, weil zirkelfreic
Mengen sich selbst nicht enthalten. Das Problem der Russcll-Klasse, dafl sic als
(zirkelfreie) Menge gemall dieser Definition genau dann zu sich selbst gehdren miifite,
wenn sie nicht zu sich selbst gehért, kann hier nicht auftreten, denn es gilt

Theorem 11.4 Dic Klasse aller zirkelfreien Mengen ist eine zirkelhafte Menge. C.

Beweis: Aus Theorem 1.3 folgt direkt, daB die Klasse C aller zirkelfreien Mengen cine
Menge ist. Sie ist zirkelhaft, weil sie sonst als zirkelfreie Menge sich selbst enthalten
miifte.

Wir fuhren nun den Begriff der Zirkelfreiheit auch fur Klassen cin.

Definition Einc Klasse heiBt zirkelfiei, wenn sie nur zirkelfreie Elemente enthélt und vom
Begrift zirkelfrei unabhangig ist, das heiBt, wenn sie eine Definition hat, die immer dieselbe
Klasse bestimmt, unabhéngig von jeder Interpretation von zirkelfrei und damit unabhingig
von der Interpretation der Menge C.

Hier handclt es sich wicder um eine imprédikative Definition. Ihre Rechtfertigung ergibt
sich aus dem folgenden Theorem.

Theorem 11.5 FEine Klasse von zirkelfreien Mengen ist genau dann eine zirkelfieie
Menge, wenn sie vom Begriff zirkelfrei unabhdngig ist, das heifst, wenn sie so definiert
werden kann, daf3 die Definition stets dieselbe Klasse liefert, gleichgiiltig, welche
Mengen als zirkelfrei bestimmt werden.

Beweis: Es ist klar, dafl wenn die Definition Def{Af) der Menge M vom Begriff zirkelfrel
unabhéngig ist, dies auch fiir dic Definition der Klasse gilt. Jede zirkelfreie Menge ist also

cine zirkclfreile Klassc. Sei umgekehrt M eine Klasse von zirkelfreien Mengen. Wegen
Theorem 11.3 ist ste einc Menge. Alle ihre Elemente sind zirkelfrei, das heifit alle in ihrer
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transitiven Hiille enthaltenen Mengen sind zirkelfrei (Theorem 11.2). Da sie selbst vom
Begriff zirkelfrei unabhingig ist, ist M eine zirkelfreie Menge.

Theorem .6 Jede Teilklasse einer zirkelfreien Klasse ist eine zirkelfreie Klasse.

Beweis: Sel K eine zirkelfreie Klasse. Um bequemer mit dem Begriff zirkelfrer operieren zu
kénnen, betrachten wird die transitive Hiille 7C(K) anstatt K. Auch 7C(K) ist vom Begriff
zirkelfrei unabhéngig, weil dic Definition der transitiven Hillle vom Begriff zirkelfrel
unabhingig ist. Alle ihre Elemente sind zirkelfrei (Theorem 11.2). Daher ist T7C(K) eine
zirkelfreie Klasse. Ob eine beliebige Klasse 7 eine Teilklasse von 7C(K) ist, ist eindeutig
bestimmt. Im weiteren kann 7' definiert werden, ohne den Begriff zirkelfrei oder zirkelhaft
zu beniitzen, weil 7C(K) nur ans zirkelfreien Mengen besteht. Da jede Teilklasse von K
auch eine Teilklasse von TC(K) ist, ist das Theorem bewiesen. '

Daraus folgt

Theorem I1.7 Jede Klasse von Elementen einer zirkelfreien Menge M ist eine zirkelfreie
Teilmenge von M. Jede Teilmenge einer zirkelfreien Menge ist eine zirkelfreic Menge.
Beweis: Sei T eine Teilklassc der Menge M. Mit Theorem 11.6 folgt, dab 7 zirkelfrei und
mit Theorem [1.5, daB 7" eine Menge ist. Also ist 7 eine zirkelfreic Teilmenge von M.

1I.3 Beweise der ZI'*-Prinzipien filr zirkelfreie Mengen

Wir zeigen hier, daB die in Abschnitt 1.8 aufgestellen Prinzipien der ZF-Mengenlchre
innerhalb des Bereichs der Menge C der zirkelfreien Mengen beweisbare Theoreme
darstellen.

Theorem I1.8 (0. Existenzprinzip) Es gibt eine zirkelfreie Menge.

Beweis: Durch Theorem 1.15 ist die Existenz der Nullmenge gesichert. Sic ist dic Menge,
zu der kemne andere Menge die e-Beziehung hat. Aus der Definition & = {x | x # x} crgibt
sich, dal} sic nicht in ihrer transitiven Hille enthalten ist und nicht vom Begriff zirkclfrei
abhdngt.

Theorem IL.9 (1. Prinzip der Bestimmtheit) Wenn die zirkelfreien Mengen x und y
dieselben Elemente haben, so ist x — y.

Beweis: Theorem [.9.

Theorem I1.10 (2. Aussonderungsprinzip) Wenn x eine zirkelfreie Menge ist und ¢
eine begriffliche Eigenschafi, so ist die Klasse [z |z € x n @(2)] eine zirkelfreie Menge.
Beweis: Die Klasse [z | z € x A ¢(2)] 1st wohldefiniert und besteht nur aus zirkelfrcien
Mengen. Als Teilklasse von x ist sie nach Theorem 11.7 eine zirkelfreic Menge.

Theorem I1.11 (3. Paarmengenprinzip) Fir die zirkelfreien Mengen x und y gibt es
eine zirkelfreie Menge z = {x, y}, die genau x und y enthdli.

Beweis: Eine zirkelfrcic Definition fiir das Paar aus den zirkelfreien Mengen x und y ist die
folgende: Die Klasse, welche nur dic Mengen x und y enthilt. Daraus folgt, dab [x, | eine
zirkelfreie Klasse ist und nach Theorem 11.5 cine zirkelfrele Menge.
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Bemerkung: Falls man x = y voraussetzt, so folgt aus dem Paarmengenprinzip und dem
Prinzip der Bestimmtheit, daB {x, x} = {x} immer eine zirkelfreic Menge ist, falls x eine
solche 1st.

Theorem I1.12 (4. Vereinigungsmengenprinzip) Fiir jede zirkelfreie Menge X gibi es
die zirkelfreie Vereinigung \JX, die alle Elemente der Elemente von X enthdlt.

Beweis: Die Vereinigung \JX ist cinc Teilklasse der transitiven Hille 7C(X) und
demzufolge nach den Theorem I1.5 und 11.6 eine zirkelfreie Menge.

Theorem II.13 (5. Potenzmengenprinzip) Fiir jede zirkelfreie Menge x gibt es die
zirkelfreie Potenzmenge y = Po(x), die alle Teilmengen von x enthdlt.

Beweis: Nach Thecorem 11.7 sind alle Teilmengen von x zirkelfrei. Die Klasse aller
Teilmengen von x ist cindeutig bestimmt. Der Begriff der Teilmenge von x ist vom Begriff
zirkelfrei unabhangig, da jede Teilmenge von x aus Elementen besteht, die, wie x sclbst,
unabhingig vom Begriff zirkelfrei bestimmt sind. Daher ist Po#(x) nach Theorem IL.5 cinc
zirkelfreie Menge.

Theorem I1.14 (6. Unendlichkeitsprinzip) /s gibt eine zirkelfreie Menge x, welche die
leere Menge & und mit jedem zirkelfreien Element z € x auch die Menge z © {z} enthdlt.

Beweis: Man betrachte dic wohlbestimmte Klasse oy aller endlichen Ordinalzahlen:
o=4{0,1,2. ... ,nn+1, .}

Dic endlichen Ordinalzahlen sind untereinander verschieden und zirkelfrei, da sie nicht in
ihrer cigenen transitiven Hiille enthalten sind und vom Begriff zirkelfrei unabhéngig
definierbar sind. Die Bildung des Nachfolgers n+ 1 :=n U {n} = {n, {n}} ist durch das
Paarmengenprinzip (fiir die Einermenge) und das Vereinigungsmengenprinzip garantiert,
Als Teilklasse der Menge der zirkelfreien Mengen ist sie nach Theorem II.3 cinc Menge
und nach Theorem IL5 eine zirkelfreie Menge, da sic als uncndliche Menge nicht in ihrer
transitiven Hiille enthalten ist sowic ihre Definition nicht vom Begriff zirkelhaft abhéngig
ist.

Theorem IL.15 (7. Ersetzungsprinzip) Wenn feine zirkelfreie Funktion der Menge der
zirkelfreien Mengen in sich selbst ist. so ist das Bild jeder zivkelfreien Menge X wieder
eine zirkelfreie Menge. das heifst f1X] = {Ax) | x € X} ist eine zirkelfreie Menge.

Beweis: Sei feine Funktion der Menge der zirkelfreien Mengen in sich sclbst, dic vom
Begriff zirkelfrei unabhdngig ist {dabci kann dic Funktion f cine Klasse sein). Samtliche
fAx) mit x € X sind zirkelfrei und ecs ist cindeutig bestimmt, welche Mengen zu f]X]
gehoren. Die Funktion f ist vom Begriff zirkelfrer unabhingig und daher auch die Klasse
NX]. Aus Theorem 11.5 folgt, daB 7[.X} eine zirkelfreie Menge 1st.

(8. Fundierungsprinzip) Fiir jede nicht-leere zirkelfreie Menge X gibt es ein zirkelfreies
e-minimales Element, das heif3t, eine zirkelfreie Menge x € X, sodaix mn X = Q.

Fiir den Bereich der zirkelfreien Mengen gilt im allgemeinen das Fundierungsprinzip nicht,
wie die in Theorem II1.22 diskutierten Mengen zeigen. Schrinkt man die Menge C aller
zitkelfreien Mengen durch die Forderung der Fundiertheit ein, so gilt das
Fundierungsprinzip per definitionem,

Theorem IL.I6 (9. Auswahlprinzip) Jede zirkelfreie Menge X, deren Elemente x nicht-
leer sind, besitzt eine zirkelfreie Auswahlmenge, das heift eine zirkelfieie Menge, die aus
Jedem Element von X genau ein Element enthdlt und sonst nichts.

Wir beweisen zuerst cine eingeschrinkte Form des Auswahlprinzips, ndmlich das
Auswahlprinzip fur paarweise elementfremde (disjunkte) Elemente.



Theorem 11.17 (Auswahlprinzip fiir elementfremde Elemente) /st M cine zirkelfreie
Menge. deren  Elemente von  der  Nullmenge verschieden sind und paarweise
elementfremd sind. so gibt es mindestens eine zirkelfreie Auswahlmenge, das heifst eine
zirkelfreie Menge, welche mit jedem Element von M genau ein Ilement gemeinsam hat,
sonsi kein Element enthdlt und eine Teilmenge der Vereinigung \IM ist.

Beweis von Theorem I1.17: Dic Elemente von M sind nicht-leer, also gibt es ein Element x
in jedem Element X von M. Ein solches Element von X ist immer unterscheidbar von jedem
anderen Element in X (nicht unterscheidbarc Mengen sind wegen Axiom 11 identisch). Wir
konnen also jedem Element X von M ein Element x aus X zugeordnet denken. Diese
Zuordnungen sind vollig unabhdngig vonemander. Es wird also nichts Unmégliches
verlangt, wenn wir sagen: Sei W eine Teilklasse von \UM so, daB aus jedem Element X von
M genau ein Element x von X zu W gehort und sonst nichts. Aus Theorem I1.7 folgt, daB W
eine zirkclfreie Menge ist und zwar eine Auswahlmenge von M.

Das Auswahlprinzip verdankt seinen Namen der Tatsache, dafl aus jedem Element von A
ein Element sozusagen «gewihlty wird. Meistens wird zuerst der Begriff der
Auswahlfunktion definiert.

Definition Eine Funktion /° M — \UM heillit Auswahlfunktion, wenn AiX) € X fur jedes
Element X der Menge M.

Damit hat das Auswahlprinzip die Form: Jede Menge von nicht-leeren Mengen hat eine
Auswahlfunktion.

Man beachte, daB eine Zuordnung, die jeder Menge X em Element x € X zuoordnet, eine
Klasse von geordneten Paaren (X, x) ist, das heiflt eine Funktion (siehe dazu Abschnitt I.8).

For dic Bestimmung der Auswahlmenge von Mengen wie {{a}, {#}, {a, b}} hilft uns das
Theorem I1.17 allerdings nicht viel. Dazu braucht man Theorem 11.16.

Beweis von Theorem I1.16. Wic im Beweis von Theorem I1.17 kénnen wir jedem Element
X von M ein Element x zugeordnet denken. Zusammen genommen ist dic Zuordnung cine
Klasse von geordncten Paaren

(X, x) = X, (X x}) = {0 o {{X 1))
so, dah x € X. € M. Die Paarc {X, x} sind Teilmengen von L {M, \UM}, also Elementc
von

Pot(\J{M, \UM}).
Die geordneten Paare sind dann Paarmengen von Elementen aus

Mo Pot(\J{M, UM}).

Die Klasse der geordneten Paare bilden nach Theorem I1.7 eine zirkelfreic Teilmenge f
dieser Menge, wobei /= { ..., (X, x), ... } cine Auswahlfunktion ist. Es ist méglich, daBl fur
X # Y die Mengen (X, x) und (¥, x) zu f gchoren, das heifit die Elemente von M brauchen
nicht mehr paarweisc elementfremd (disjunkt) zu sein. Damit ist Theorem II. 16 bewicsen.

Einc mégliche Auswahl fir {{a}, {6}, {a, b}} ist dic Menge {a, 6}. Damit ist die Existcnz
einer Auswahimenge auch bei Mengen mit nicht disjunkten Elementen gesichert.



IL.4 Historische und philosophische Bemerkungen zum Auswahlprinzip

Das Auswahlaxiom hat eine interessante Geschichte (siche insbesonderc Moorc [1982]).
Erstmals im Jahre 1904 hat Zermelo es explizit formubert, um das Wohlordnungstheorem
zu beweisen. Scin Beweis stieB auf viel Kritik und Ablchnung, denn man konnte einfach
nicht glauben, dafl s fur alle Mengen, insbesondere fiir die Menge der reellen Zahlen, eine
Wohlordnung geben konne. Im Jahre 1908 bewies Zermelo dasselbe noch einmal,
ausgehend von einer Liste von Axiomen fiir die Mengenlehre von Cantor, den heute
sogenannten Zermeloaxiomen. Darunter befand sich natirlich auch das Auswahlaxiom,

Das Auswahlaxiom hat viele Aquivalente Formen, zum Beispicl: das Lemma von Zorn (zu
jeder particll geordneten Menge, in der jede nicht-lecre total geordncte Teilmenge cine
obere Schranke besitzt, gibt es ein maximales Element), das Wohlordnungstheorem (in
einer total gcordneten Mcnge hat jede nicht-leere Teilmenge ein erstes Element), das
Theorem tuber die Gleichmachtigkeit jeder Menge 2zu ciner Ordinalzahl, das
Vergleichbarkeitstheorem fiir Mengen (fur zwei Mengen X, Y ist entweder X < Y oder
X~ Yoder X = 7).

Erst durch Zermelos Untersuchungen und seme explizite Formulierung wurde das
Auswahlaxiom jedoch den Mathematikern als notwendige Bedmgung vicler Beweise
bewulBt. Historisch und psychologisch ist interessant, daf viele Mathematiker, welche das
Auswahlaxiom in seiner expliziten Form spater ablchnten, dieses davor in ihren eigenen
Forschungen implizit verwendet hatten (siche Moore [1982], § 1.7).

Befurworter des Axioms schen diese Tatsache als ein Hinweis fiir dessen Giltigkeit an.
Viele Mathematiker waren mit Zermelo einverstanden, da das Axiom unmittelbar cvident
sowie notwendig ist fir die Mathematik (siehe dazu zum Beispiel Lauchli [1979]). Das
Lemma von Zom wird in der Algebra oft verwendet und in der Topologie braucht man die
Tatsache, daB ein unendliches Produkt von nicht-leeren Rdumen nicht-leer ist. Letzteres
beruht auf der Tatsache, daf man aus jedem Raum ¢in Element auswahlen kann,

Einige Logiker, vor allem diejenigen, welche alle auf dem Ideenrealismus beruhenden
Uberzeugungen ablehnen, haben jedoch grofie Vorbehalte gegeniiber dem Auswahlaxiom.
Dies hat damit zu tun, daB das Axiom eine Existenzbehauptung macht: fir jede Menge von
nicht-lceren Elementen existiert eine Auswahlfunktion, oder: jede solche Menge hat eine
Auswahlmenge. Bei den anderen Axiomen der ZF-Mengenlchre entstehen die Mengen,
indem die Operationen

{3, L Poi( ), 1] ]

auf andere Mengen angewendet werden. Die Mengen werden sozusagen konstruiert,
letztendlich aus der Nullmenge. Fur die Auswahlmengen gibt es keine entsprechende
Konstruktion. Nimmt man den psychologischen Tatbestand hinzu, dafl Konstruktionen
notwendigerweise in einem zeitlichen Nacheinander ablaufen, scheint es problematisch,
einfach anzunehmen, daf fiir iiberabzihlbare Mengen eine Auswahlmenge gefunden oder
konstruiert werden konne. Diese Schwicrigkeiten verschwinden nur, wenn man dic
Bestimmung der Auswahlmenge nicht an eine konstruktive Hintercinander-Ausfithrung
bindet, sondern eine Simultanauswahl zuliaft oder einc Wohlordnung der Mengen annimmt.
Letzteres ware natiirlich eine petitio principii, da das Wohlordnungstheorem zum
Auswahlaxiom dquivalent ist.

Im Rahmen der ideenrealistischen Anschauung wie sie hier vertreten wird (siehe
Emnfihrung, Abschnitt 1), sind dic Mengen schon da, miissen also nicht erst konstruiert,
sondern cinfach eindeutig und widerspruchsfrer bestimmt werden. Dies gilt insbesondere
fur die Auswahlmengen. Folglich treten hier die oben diskuticrten Probleme micht auf, da
ein in zeitlicher Folge ablaufendes Wihlen fiir dic Bestimmung ciner Auswahlmenge nicht
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notwendig ist. In vielen Fillen taucht bei solchen Uberlegungen nur deshalb eine
Schwierigkeit auf, weil «Auswahl» ¢in «bildhaftery Ausdruck ist, der emen zeitlichen
Prozch oder eine konkrcte Konstruktion zu suggerieren scheint. — Interessant in diesem
Zusammenhang ist ein Aufsatz von Paul Bemays Uber den Platonismus in der
Mathematik [19353], in dem er das Auswahlaxiom «ableitet» ans cincm beschréankten
Ideenrealismus.

Im Rahmen der Finsler-Mengenlehre ist das Auswahlaxiom (AC) fiir zirkelfrcic Mengen
beweisbar (Theorem IL16), aber nicht allgemcingiiltig fur dic vollstandige Finsler-
Mengenlehre (Theorem 1.25). Dieser Sachverhalt stimmt iberein mit der Uberzeugung
vieler Mathematiker, daf3 das Prinzip in vielen Bereichen der Mathematik gilt, jedoch nicht
den Anspruch auf universclle Giiltigkeit haben kann. Aus der Finsler-Mengenlehre ergibt
sich auf natiirlichc Weise, daf das @bliche Vorgehen, wo meist von ZF + AC ausgegangen
wird, sinnvoll ist. Finsler konnte dariiber hinaus jedoch genauer angeben, in welchem
Bereich AC insbesondere nicht gilt, namlich im Bereich der zirkelhafien Mengen. In der
Finsler-Mengenlehre kommt schlieflich deutlich zum Ausdruck, wic dic Bereiche, in
welchen das Auswahlaxiom gilt oder nicht gilt, miteinander zusammenhingen.

1.5 Spezielle zirkelfreie und zirkelhafte Mengen

Wir betrachten cinige besondere zirkelfreic und zirkelhaftc Mengen.

Theorem I1.18 Die Klasse C aller zirkelfreien Mengen ist eine unendliche zirkelhafte
Menge,

Beweis: Sei f. C — C definiert durch fiM) = {A}. Dann ist f eine Bijektion auf eine echte
Teilmenge von (. Die Einermenge existiert als Folge des Paarmengenprinzips fiir
zirkelfreie Mengen (Theorem I1.11) und es gibt sicher ¢in Element in M, das nicht im Bild
fIM] biegt, namlich dic Nullmenge & Die Menge C ist zirkelhaft wegen Theorem 1.4,

Aus Theorem II. 18 folgt die Existenz einer unendlichen Menge zirkelfreier Mengen, die
aber selbst zirkelhaft ist. Eine unendliche Menge zirkelfreier Mengen, die selbst nicht
zirkelhaft ist, ist die Menge der natiirlichen Zahlmengen.

Theorem 1119 Die Klasse der natiirlichen Zahimengen ist eine unendliche zirkelfreie

Menge,

Beweis: Man betrachte die natiirlichen Zahlmengen
0=0.1={0},2.={1},3={2},...,n+1:={n}, .. .

Sie sind offensichtlich zirkelfrei. Aus dem Paarmengenprinzip und dem Prinzip der
Bestimmtheit folgt, daB jede natiirliche Zahlmenge » tatsdchlich einen Nachfolger
{n, n} = {n} hat. Die Klasse der natiirlichen Zahlmengen

N=[0,1,2, .,n .|

ist daher unendlich, da es eine Bijektion f der natiirlichen Zahlmengen auf eine Teilmenge
ihrer selbst gibt mut f{n) = {n}, bei der die Nullmenge sicher nicht in der Bildmenge von f
liegt. Als Klasse von zirkelfreien Mengen ist die Klasse aller natiirlichen Zahlmengen
sicher eine Menge (Theorem 11.3). Sie ist zirkelfrei, da sie erstens nicht m ihrer transitiven
Hiille enthalten ist (alle nattirlichen Zahlmengen enthalten jeweils nur ein Element) und
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zweitens alle Begriffe und deren Bezichungen, dic zur Definition der natiirlichen
Zahlmengen und ihrer Klasse verwendet werden, nicht vom Begriff zirkelfrei abhdngen.

Theorem 11.20 (a) Die Mdchtigkeit der Potenzmenge Pot(C) der Menge aller
zirkelfreien Mengen (" ist gréfier als die Mdchtigkeit von C: Pot(C) » C.

(b) Die Mcichtigkeit der Allmenge A ist grofer als die Mdchtigkeit der Menge C aller
zirkelfreien Menge: A > C.

(¢) Die Mdchtigkeit der Menge (" aller zirkelfreien Mengen ist grofier als die Mdchtigkeit
Jeder zirkelfieien Menge F: C > F.

(d) Fitr jede zirkelfreie Menge F ist die Mchtigkeit der Potenzmenge Pot(l) grofier als
die Mdichtigkeit der Menge F: Pot(I) » F.

Beweis: (a) Wir nchmen an, es gibe eine surjektive Abbildung /2 ¢ — Pot(C’) und
definieren dic auf C cingeschrankte «Diagonalmenge»

z={x|xe Cundx ¢ flx)} c C.

Dies st offenbar einc Klasse von zirkelfreicn Mengen, also nach Theorem 11.3 eine Menge.
Die Menge z kann aber nicht zum Bild f[C"] gehéren. Denn nehmen wir an, dall fiy) = z,
dann gilt y € z genau dann, wenn y ¢ Ay) mit Ay) = z. Aus diesem Widerspruch folgt, daf3
es keine surjektive Abbildung 7 C — Por(() geben kann. Also ist Pot(C'y = C. — (b) und
{c) werden analog wic (a) bewiesen. — (d) Bewceis mut Hilfe des Aussonderungsprinzips
(Theorem I1.10) gemdhB dem ZF-Beweis von Abschnitt 1.10.1.

Aus den Theoremen I1.18 und II.20 folgt unmittelbar

Theorem I1.21 s existieren wunendliche Mengen wmit absolut verschiedenen
Mcdchtigkeiten.

Die mm folgenden Theorem konstruierten Mengen gehen anf Mirimanoff zuriick. Sie
heissen deshalb auch Mirimanoff-Mengen.

Theorem 11.22 Fs gibt zivkelfreie, unfundierte Mengen. Solche Mengen kovnen die
Nullmenge in ihrer transitiven Hiille enthalten, miissen dies aber nicht.

Beweis: Man betrachtc die abzdhlbar vielen Mengen
M, M, M, .. , dic durch dic Bestimmung
testgelegt sind, dafl dic natiirliche Zahlmenge # und . .
die Menge M, ., fiir jedes » die Bezichung € genau N
zu der Menge M, besitzen sollen, sodal3 :

M, ={n, M, .},

Dic aus den Mengen M, M, M,, ... , M, ..

bestehende Klasse gentigt den Axiomen I und II P M
und cs ist kein Element in seiner eigenen transitiven 2
Hille enthalten. Da alle diese Mengen vom Begriff

zirkelfrer unabhdngig sind, so ist die Menge

{My, My, M,, ... , M,, ..} zirkelfrei und zudem ] M,
nicht fundiert, denn es gilt (Figur IL1):

€M, e..eM,eM eM,

Die transitive Hiille dieser Menge ist die zirkelfreie 0 M,
und fundierte Menge

{0, 1,2, .n .. MMM, ..M, .}
dic jedoch eine unfundierte Teilmenge besitzt.

Figur II.1
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Es gibt auch zirkelfreie unfundieric Mengen, bei denen die Nullmenge & nicht in der
transitiven Hille cnthalten ist. Eine solche aus zirkelfreien Elementen gebildete Menge
{My, My, M, ..., M,, ..} ist in Figur I1.2 dargestellt. Jede der Mengen M, hat hier »
Elemente. Damit ist Theorcm 11.22 bewiesen.

M,

Ma/M\;
/N AN

6': M M A‘l : 10 MII

L) -

Figur I1.2

Nicht jede fundierte Menge ist zirkelfrei, denn es gilt
Theorem 11.23 /is gibt fundierte Menegn, die zivkelhaft sind.

Beweis: Dic zirkclhaftc Mcnge € aller zirkelfreien Mengen und die zirkelhafte Menge %
aller zirkelfreicn Ordinalzahlen (siche Theorem I1.27(c)) sind fundiert, denn sie enthalten
die Nullmenge.

Theorem 11.24 (a) Die Klasse K, aller transitiven Mengen ist eine nicht-transitive
Menge mitK, ¢ K,.

(b) Die Klasse K, aller nicht-transitiven Mengen ist eine nichi-transitive Menge mit
K,ekK,

(c) Die Kkm'e K, aller transitiven zirkelfreien Mengen ist eine nichi-transitive
zirkelhafte Menge mn‘K €K,

(d) Die Klasse K. alier mcht transitiven zirkelfreien Mengen ist eine nicht-transitive
zirkelhafte Mmge mz/ K, ¢K,.

niz

Beweis: Fur die Beweise von (a.) und (b) geniigt es, dic cindeutige Bestimmtheit der -
Beziehung der jeweiligen Mengen zu sich selbst zu untersuchen. — (a) Wir zeigen, dall X,
Mengen enthilt, deren Elemente nicht transitiv sind, also kann nicht X, € K, scin. Zum
Beispiel ist die (zirkelfreie) Menge {0, {0}, {{0}}} transitiv, aber deren Element {{0}}
nicht. Nunist {{0}} =2 € {0, 1,2} € K, aber 2 ¢ K. ~ (b) Die Menge {0, 2} ist ¢ine
micht-transitive (zirkelfreic) Menge, denn es ist 1 € 2, aber 1 ¢ {0, 2}, also ist
{0, 2} € K,,. Weiter ist 1 ¢ K, daher ist K, nicht-transitiv, also K, € K. — (¢) Mit
Theorem 1I. 3 folgt, dab K. einc Menge ist. Mlt dem Gegenbeispiel von (a) folgt, dal} sie
nicht transitiv sein kann, also nicht in ihrer transitiven Hulle enthalten sein kann. Da ihre
Definition wesentlich vom Begriff zirkelfrei abhingt, ist sie trotzdem zirkelhaft. — (d) Mit
Theorem I1.3 folgt, da K. eine Menge ist. Sie kann nicht zilkelfrei sein, sonst wurde sie
sich selbst enthalten. Sie 1st also zirkelhaft, und es ist K. ¢ K,... Mit dem Gegenbeispiel
von (b) folgt, daB K. nicht-transitiv ist.
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Theorem IL.25 (a) Wenn die Menge M zirkelfrei ist, so ist TC(M) eine zirkelfreie Menge.
(b) Wenn die Menge M transitiv ist, so ist TC(M) eine Menge und es ist TC(M) € TC(M)
nur dann, wenn M € M.
(c) Es sei A die Allmenge und C die Menge aller zirkelfreien Mengen. Dann ist

(1) TCK)=A

() TCK,)=A

ity TCK,) =C

(iv) TCK,.)=C
(d) Fiir M € X% ist TC(M) eine Menge.
Beweis: (a) Alle Elemente von TC(M) sind zirkelfrei, ¢benso die Definition von 7C{(M),
also ist dies eine zirkelfreie Menge gemal Theorem I1.5. — (b) Wenn M transitty ist, so ist
M = TC(M). Daraus folgt, dah TC@M) € TC(M) nur dann, wenn M € M. — (c¢) (i) Die
Inklusion 7C(K)) < A ist trivial. Wenn M € 4 € K, < TC(K)), so ist M € TC(K,), denn
T'C(K,) ist eine transitive Klasse. Daraus ergibt sich 7C(K,) = 4 und TC(K)) ist sogar eine
Menge, die sich selbst enthélt. (i1) Die Inklusion 7C(K,) < A 1st trivial. Sei nun M € A;
fur M # & ist {M} nicht transitiv. Aus M e {M} e TC(K,) folgt M € TC(K,) und & ist
ohnchin in 7C(X,,)). Daher ist 4 < TC(X,,); und folglich ist A = 7C(K,)). (i11) Die Inklusion
TCK,) < C st trivial. Sci M e C, dann ist 7C({M}) € K. Nun ist M € TC({M})
e TC(K,,), also M € TC(K ), daher ist 7C(K,)) = C. (iv) Dic Inklusion 7C(K, ) < C ist
trivial. Sei M € C, dann gilt fur M # & sicher {M} € K. Aus M € {M} e TC(K, ) folgt
M e TC(K,,,); weiter i1st auch & € TC(K, ). Also ist 7C(K,,,.) = C. — (d) Offenbar sind
die Elemente von 7C(M) nicht in ihrer eigenen transitiven Hiille enthalten, insbesonderc ist
TCWM) ¢ TC(TCM)) = TCM).
Bemerkung: Es ist nicht bekannt, ob 7C (M) fur jede Menge M eine Menge ist.

Theorem I1.26 (a) Die Potenzmenge Pot(K)) der Menge K, aller transitiven Mengen ist
nicht transifiv: Pol(K)) € K.

(b) Die Potenzmenge Pot(K ) der Menge K, aller nicht-transitiven Mengen ist nicht-
rransitiv: Pot(K, ) € K.

Beweis: Wir miissen zeigen, daB Pot(K,) und Poi(K,) keine transitiven Menge sind. —
(@ Da {0, 1, 2} transitiv ist, gilt {0, 1, 2} e {{0, 1, 2}} e PoHK,) aber
{0, 1, 2} ¢ Pot(K)). Denn 2 = {{0}} ist nicht transitiv, also ist {0, 1, 2} & K, und damit ist
Pot(K,) nicht transitiv. — (b) Die Zahlmenge 2 = {{0}} ist nicht transitiv, also ist
2 € {2} € Pot(K,), aber 2 ¢ PoX(K ). Denn 1 = {0} ist transitiv, also ist {1} =2 < K,.
Hieraus folgt, daB Pot(X, ) nicht transitiv ist.

Theorem IL27 (a) Die Klasse der endlichen Ordinalzahlen ist eine zirkelfieie und
abzdhlbare unendliche Ordinalzahl: o = o,

(b) Die Klasse der endlichen und abzdhlbaren Ordinalzahlen ist eine zirkelfreie und
nicht abzdhlbare Ordinalzahl: o, .

(c) Die Klasse aller zirkelfreien Ordinalzahlen ist die erste zirkelhafte Ordinalzahl: E.

(d) Die Klasse Q aller Ordinalzahlen ist keine Menge.

(c) Die Klasse aller Ordinalzahlen. welche einen Nachfolger haben, ist die letzte und
grofite zirkelhafie Ordinalzahl: O.

Beweis: (a) Zusammen mit Theorem 11.14 bleibt nur noch die Unendlichkett der Menge o
zu zeigen. Dies folgt aber aus der Unendlichkeit jeder induktiven Menge vermoge der
Bijektion f(n) = n v {n} von o auf eine Teilmenge ihrer selbst, bei der die Nullmenge nicht
m der Bildmenge f[o] liegt. Die Menge o ist eine Ordinalzahl, denn sic ist transitiv und
wohlgeordnet. — (b} Wir betrachten die kicinste abzihlbarc Ordinalzahl o und die Folge
aller ihrer abzédhlbaren Nachfolger o +1, o + 2. ..., wobei

o+m+1)=(@+n)uw {o+n}
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Wir betrachten dic Menge 0, = {0,1,2, ...,0,0 t+ 1,0 +2,.., 02, 03, ..., 0% .. } der
cndlichen und abzihlbaren Ordinalzahlen. Wire diese Menge einc abzahlbare Ordinalzahl,
so wére ihr Nachfolger o, W {©,} ebenfalls cine abzahlbare Ordinalzahl, im Widerspruch
zur Definition von o, als die Mcnge aller abzihlbaren Ordinalzahlen. Aufgrund ihrer
Definition ist ®, sicher zirkelfrer und transitiv. — (c) Die Klasse /¢ aller zirkclfreien
Ordinalzahlen ist wohlbestimmt und transitiv. Sie kann keine zirkclfreic Menge sein, denn
sonst miifitc sic sich selbst cnthalten. Also ist sic cine zirkclhafte Menge und nicht in ihrer
transitiven Halle enthalten. Damit ist sie zugleich fundiert und wohlgeordnet, also eine
zirkelhafte Ordinalzahl. Sie ist die erste zirkelhafte Ordinalzahl, da alle ihre Vorgénger
nach Definition zirkelfrei sind. — (d) Theorcm 1.23. — (¢) Aus Theorem 1.24 crgibt sich,
daB die Klasse aller Ordinalzahlen, welche cinen Nachfolger haben, einc Menge, genauer
die grobte oder letzte Ordinalzahl O ist. Diese Menge enthilt sich selbst nicht und ist nicht
in ihrer transitiven Hualle enthalten, ist jedoch trotzdem zirkelhaft. Denn wenn sie zirkelfrei
ware, so hatte sic geméh Theorem I1.12 (Vercinigungsmengenprinzip) cinen Nachfolger.

11.6 Kardinalzahlen

Dic natiirlichen Zahlen haben zwei wichtige Aspekte, wenn es um ihr Verhdltnis zu sich
sclbst oder zu anderen mathematischen Objekten geht, namlich die Anzahl und die
Ordnung. Dic Anzah! kommt in Betracht, wenn es um die Frage geht: wieviele Elemente x
einer bestimmten Eigenschaft aus einer Menge von mathematischen Objekten gibt es? Zum
Beispiel hat die Menge {0, 1, 2, 3} vier Elemente und die Menge {x | x2 — 13x + 22 = 0}
zwel Elemente und damit gleichviele Elemente wic {a, b} wenn a # b. Die Ordnung kommt
in Betracht, wenn es um die Frage geht: das wicvielte Element in einer wohlbestimmten
Folge von mathematischen Objekten ist das Element x? Zum Beispiel ist 13 die 6. Primzahl
oder 16 1st dic 3. Potenz der Zahl 2 oder die natiirliche Zahlmenge 3 = {{{D}}} entsteht
durch die dreimalige Anwendung der Eincrklassen-Operation { } auf die Nullmenge &.

Die Kardinalzahlen und die Ordinalzahlen sind Verallgemeincrungen des Anzahl- bzw.
Ordnungsaspektes in den Bereich des Transfiniten oder Unendlichen.

Wir geben im folgenden einige Hinweise auf die Behandlung von Kardinalzahlen in der
Finsler-Mengenlehre, ohne in irgendeinem Sinne Vollstiandigkeit anzustreben, weder bei
den Definitionen noch bei den Ableitungen der Eigenschaften. Es handelt sich weitgehend
um Standardmaterial der modernen Mengenlehre, insbesondere um den Hintergrund fiir
den Beweis der Existenz ciner unerreichbaren Kardinalzahl (Theorem 11.29).

Der Begriff der Méchtigkeit kann unbeschrankt auf alle Mengen angewendet werden, da er
sich nur auf den Begriff der bijektiven Funktion stiitzt. Dies legt folgendc Definition nahe:

Definition Einc Kardinalzahl einer Menge X ist cin mathematisches Objckt |X], sodal
1X] = 1¥] genau dann, wenn X ~ ¥,

Fiir die endlichen Ordinalzablen 1st dann einfach |n| = n. Fir Bereiche von Mengen, bei
welchen das Auswahlprinzip gilt, wie im Bereich ¢ aller zirkelfreien Mengen, kénnen wir
die folgende Definition beniitzen, da die Wohlordnung mit dem Auswahlprinzip dquivalent
ist.

Definition Die Kardinalzah! |X] ciner Menge X ist bestimmt durch

X1 = M{o | &~ X und o Ordinalzaht}.
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Dic Alephs N formen dic Standardkardinalzahlen aus den ordinalen Anfangszahlen geméf

ol

In C hat jede Menge M cin Aleph X, da das Auswahlprinzip die Vergleichbarkeit aller
Mengen impliziert sowie die Tatsache, dafl jede Menge M gleichmichtig ist zu einer
ordinalen Anfangszahl o, das heiit M~ . In C gilt auch (o[ = o,

Definition Ordnung < der Kardinalzahlen:
|X] < Y| genau dann, wenn X < ¥,
[X] < {¥] genau dann, wenn X < Y.

Man kann im Unendlichen rechnen, fast wic mit den gewohnlichen Zahlen, wenn man die
Operationen festlegt durch:

|X]+ [¥] =% {0} O Y x{1},
A7 - 1] = x 1,
)

Dabei ist X¥' = {f| / ¥ — X}. Mit diesen Definitionen kénnen wir das Theorem von Cantor
folgendermaBen formulieren:

Theorem von Cantor |X] < 2H1 = |Por(X)).

Mit der Gultigkeit des Auswahlprinzips kénnen auch unendliche Summen und Produkte
gebildet werden:

Zie] IXi{ = |Ur‘€[Xi X {i}l’

Hiei |’¥r| = IHIG])(I'['
In der Praxis beschranken wir uns auf die Menge (" aller zirkelfreien Mengen, wenn wir
von Kardinalzahlen sprechen. Auflerhalb (7 ist ¢s nur in beschranktem Umfange moglich,
in sinnvoller Weise Kardinalzahlen einzufiihren (sowohl % wie O sind zirkelhafte
Ordinalzahlen, siche Abschnitt I1.5). Anschaulich ist klar, dafl cs schwierig ist, einen

Anzahlbegriff cinzufithren fir Mengen ohnc Wohlordnung, das heilt in Klassen, fur
welche das Auswahlprinzip nicht allgemeingiiltig ist.

1.7 Unerrcichbare Kardinalzahlen

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der unerreichbaren Kardinalzahl und
beweisen, daBl dic Kardinalzah! « der ersten zirkethaften Ordinalzahl F, x = |££] = I, eine
unerreichbare Kardinalzahl ist.

Definition Dic Kofinalitat ¢fla) ciner Ordinalzahl o ist die klcinste Limesordinalzahl
derart, daB es eine monoton wachsende f3-Folge o, <o [& < B ) gibt mit limg O = GL.

Definition Eine unendliche Kardinalzahl « heiit reguldr, wenn ¢fix) = «, und singuldr,
wenn ¢f{k) < K.

Zum Beispiel sind N, und alle X, ; regular, X ist singuldr. Die singuldre Kardinalzahl
N, Ist eine singuldre Limeskardinalzahl. Regulare Limeskardinalzahlen hciflen auch

[

schwach unerreichbare Kardinalzahlen.

46



In der ZF-Mengenlehre sind die grofen Kardinalzahlen, insbesondere die unerreichbaren,
von weitreichender Bedeutung. Jech [1978], p. 22, schreibt sogar dazu: «Most of sct theory
is practically the study of infinite cardinals.» Ein grofcr Teil der modernen Forschung der
letzten Jahrzehnte im Bereich der Mengenichre beschiftigte und beschaftigt sich mit
verschiedenen Typen von grofien Kardinalzahlen (siche dazu etwa Kanamori [1994]).

Definition Eine Kardinalzahl x heilit (stark) unerreichbar, wem gilt:
(1) x 1st reguldr, das heilit cflx) =k,
(i1) fiir alle Kardinalzahlen A < x ist 2% < k.

Der Namg¢ «unerrcichbar» stammt davon her, daB k nicht errcichbar ist mit den iiblichen
Opcrationen der ZF-Prinzipicn, insbesonderc nicht mit der Potenzoperation, denn fur
uncrreichbare Kardinalzahlen k gilt: aus A < « folgt 2* < «k.

Fur schwach uncrreichbare Kardinalzahlen gibt es auch folgende zur oben erwahnten
Definition dquivalente Definition (dabei ist A1 der Nachfolger von 1):

Definition Eine Kardinalzahl x heiit schwach unerreichbar, wenn gilt;
(1) k ist reguldr, das heilt cf{x) = x,
(i) fiir alle Kardinalzahlen A <k ist At < k.

Daraus ergibt sich leicht, daB jede (stark) unerreichbare Kardinalzahl auch schwach
unerreichbar ist.

Zum Dbesscren Verstindnis der Kofinalitdt unerrcichbarer Kardinalzahlen kann das
folgende Theorem iber singuldre Kardinalzahlen dienen. Es besagt, daB eine singulire
Kardinalzahl in weniger kleinere Stiicke zerlegt werden kann. Offenbar ist dies dann fiir
regulare Kardinalzahlen nicht moglich.

Theorem IL.28 Fine unendliche Kardinalzahl  ist singuldr genau dann, wenn ¢s eine
Kardinalzahl X < x und cine Klasse [S; | & < A] von Teilmengen von x gibl, sodaf$ |S.| <«
Jiir jedes & < A und w = \UJy.,.S,. (Die kleinste Kardinalzahl k., welche dieser Forderung
geniigt. ist gerade die Kofinalitat cf(x) von x.)

Beweis: Jech [1978], pp. 27-28.

Jetzt schaucn wir uns die zirkclhafie Menge aller zirkelfreien Ordinalzahlen an, das heifit
die erste zirkclhafte Ordinalzahl /< (siche Theorcm I1.27(c)).

Theorem 11.29 Die erste zirkelhafte Ordinalzahl I ist eine unerreichbare Kardinalzahl.

Beweis: Es sci x = |E} = M{o | a = E} = E. (1) x ist unendlich und kann mcht singulér
sein, da jede Vereinigung \{ S, | € <A <k} mit |S, | < « zirkelfrei sein mufl und « selbst
zirkelhaft ist. Daher ist k reguldr. (i) Sei nun A < k. Dann ist Pof(A) eine zirkelfreie
Menge; sie ist gleichmachtig mit ciner zirkelfrcicn Ordinalzahl, also cine zirkelfreie
Kardinalzahl. Deswegen muB 2* = [Por(A)| < x sein, da k die erste zirkelfhafte
Kardinalzahl ist. Aus (i) und (ii) ergibt sich, daB x unerreichbar ist.

In der ZF-Mecngenlehre kann die Existenz uncrreichbarer Kardinalzahlen nicht bewicsen
werden. Sogar die relative Widerspruchsfreiheit der Annahme, ¢s gibt eine unerreichbare
Kardinalzahl «, ist unbeweisbar (siche dazu Jech [1978], § 10). Solche Zahlen sind deshalb
fir die ZF-Mengenlehre tatsdchlich nicht erreichbar (auBer durch zusitzliche Axiome) und
scheinen wie einem sehr weit entfernten «Niemandsland» anzugehdren.

In der Finsler-Mengenlchre dagegen handelt cs sich bei der ersten zirkelhaften Ordinalzahl
um cine absolut (das heilt nicht nur beziglich irgendwelcher Konstruktionen)
uncrreichbare Kardinalzahl, die jedoch zum Bereich aller Mengen dazugehort. Es offenbart
sich hier am Randec des Bereichs der zirkelfreien Mengen cin in sich strukturicrtes Gebiet
von zirkelhaften Mengen, zu welchen zum Beispiel die Menge k = /£ gehort,
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1.8 Cantor-Mengenlehre

In Anbetracht von Finslers Intention, die Cantorsche Mengenlehre zu begriinden und zu
rechtfertigen, wollen wir die Beschrinkung der Finsler Mengenlehre auf dic zirkelfreien
und fundierten Mengen Cantor-Mengenlehre nennen.

Theorem IL30 Die Klasse aller zirkelfreien und fundierien Mengen ist eine zirkelhaffe
und fundierte Menge, die sich selbst nicht enthdill.

Beweis: Dic Klasse F aller zirkelfreicn und fundicrten Mengen ist eindeutig bestimmt. Als
Menge aufgefafit, kann sie jedoch nicht zirkelfrei sein, denn sonst enthielte sie sich selbst,
wire damit unfundiert, im Widerspruch zu ihrer Definition. Als zirkelhafte Menge enthilt
F somit sich selbst nicht. Wire die Menge F unfundiert, so miifite sie entweder eine in ihrer
eigenen transitiven Hiille enthaltene Menge enthalten oder eine zirkelfreie unfundierte
Menge. Beides ist jedoch nicht moglich.

Ein Axiomensystem fir dic Cantor-Mengenlchre kann durch gecignete Ergdnzung der
Axiome der Finsler-Mcengenlehre aufgestellt werden.

Axiome der Cantor-Mengenlehre:

Axiom I (Bestimmtheit) FKir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu
welchen Mengen sie die Beziehung 3 hat.

Axiom Il (Identitiit) Mengen sind immer dann identisch, wenn die
Annahme ihrer Identitdt nicht zu einem Widerspruch fithrt.

Axiom C (Cantor-Bedingung) Mengen sind zirkelfrei und fundiert.

Axiom III. (Vollstindigkeit) Fin mathematisches Objekt ist eine
Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine Menge, nicht zu
einem Widerspruch mit den Axiomen I, IT und C fithrt.

Wie aus Abschnitt 11.3 hervorgeht, kénnen alle ZF-Prinzipien aus den Axiomen 1, II, C
und I der Cantor-Mengenlehre abgeleitet werden. Damit erbt die Cantor-Mengenlehre
als Teilsystem der Finsler-Mengenlehre die Widerspruchsfreiheit. Das Axiomensystem ist
wegen Theorem 1.16, das sich leicht auf die Axiome I, If, C und Il tbertragen l4Bt,
monomorph und damit vollstindig.

Die Annahme der Existenz einer «Cantor-Allmenge» fiihrt in der Cantor-Mengenlchre auf
Schwierigkeiten. Zum Beispiel gibt das Aussonderungsprinzip fiir die Eigenschaft «x ist
Menge und x enthdlt sich nicht als Element» zur paradoxen Russellschen Menge Anlafl und
das auf die Menge aller zirkelfreien und fundierten Mengen angewendete Theorem von
Cantor produziert e¢ine Menge von hoherer Méachtigkeit als dicse selbst. Im weitcren miilite
dic «Cantor-Allmenge» sich sclbst als Element enthaltenden, und wére damit eine
unfundierte (und zirkelhafte) Menge. Diese Schwierigkeiten sind nicht verwunderlich, denn
gemif Theorem I1.30 1st die «Cantor-Allmenge» zirkelhaft, gehort also nicht zu den
Mengen der Cantor-Mengenlehre.

Theorem 1.13 14t sich ebenfalls auf die Axiome der Cantor-Mengenlehre iibertragen, falls
man die Gruppe der Axiome I, 11 durch die Axiomengruppe I, 11, C ersetzt und somit eine
zu Ill. dquivalente Tatsache erhalt. Hiermit werden auch die Uberlegungen zur
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prinzipiellen Nicht-Symbolisierbarkeit der Finsler-Mengenlehre  auf  die  Cantor-
Mengenlehre iibertragbar, wenn man die Bedingungen der Fundiertheit und Zirkelfreiheit
hinzufiigt.

Theorem I1.31 Die Klasse der zirkelfreien und fundierten Mengen erfiillt die ZF-
Prinzipien.

Beweis: Abschnitt I1.3.

Da cs nur eine das Axiomensystem I, IL C und II1. erfiillende Klasse von Mengen gibt,
kann ¢s hier kein Theorem nach der Art des absteigenden (oder aufsteigenden) Theorems
von Lowenheim-Skolem geben, wonach es zu jedem in der Pradikatenlogik erster Stufe
symbolisierten Axiomensystem cin Modell mit nur abzahlbar vielen Elementen gibt. Dieser
Tatsache stcht auficrdem die Nicht-Symbolisierbarkeit der Axiome I, II, C und III- im
Wege wie auch die wegen Theorem 11.27(b) iibcrabzahlbare Unendlichkeit der Klasse aller
zirkelfreien fundierten Mengen. Es gibt demzufolge im Rahmen der Axiome I, I, C und
III. der Cantor-Mengenlehre keine nichtintendicrten (abzihlbaren) Nichtstandardmodelle,
das heifit keine elementar dquivalenten, zueinander nicht-isomorphen Modelle.

Damit gibt es in der Cantor-Mcengenlchre absolut unterschiedliche unendliche
Michtigkeiten und nicht bloB relative untcrschicdene (abzahlbare) Machtigkeiten, deren
Verschiedenheit nur durch die Nicht-Symbolisicrbarkeit der entsprechenden Bijektionen
garantiert ist (Skolemsches Paradoxon).

11.9 Mengen-Darstellungen natiirlicher Zahlen

Die natiirlichen Zahlmengen bilden eine Mengen-Darstellung natiirlicher Zahlen. Wir
zeigen dics, ndem wir die Pcano-Axiome fir die natirlichen Zahlmengen sowie dic
endlichen Ordinalzahlen nachweisen.

Definition Natiirliche Zahlmengen.

(1) 0 := O ist eine natiirliche Zahlmenge,

(1)  Wenn » eine natiirliche Zahlmenge ist, so ist auch ihr Nachfolger » + 1 .= {n} einc
natiirliche Zahlmenge.

(iii)  Es gibt keine weiteren natiirlichen Zahlmengen.

Im Abschnitt 1.5 (Theorem [1.19) haben wir gezeigt, dafl die natiirlichen Zahlmengen
zirkelfreie Mengen sind, und daB die Klasse N der natiirlichen Zahlmengen eine zirkelfreic
unendliche Menge ist. Diese Mengen sind offenbar auch fundicrt.

Die Peano-Axiome fiir dic natiirlichen Zahlen lauten folgendermalfien:
P1  Die natiirliche Zahl 0 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl,
P2 Sind die Nachfolger zweicr nattrlicher Zahlen gleich, so sind sie selbst gleich.

P3  (Axiom der vollstindigen Induktion) Fur jede Eigenschaft ¢ von natiirlichen Zahlen
gilt: Hat O dic Eigenschaft ¢ und hat fur jedc natiirliche Zahl », welche die
Eigenschaft ¢ hat, auch der Nachfolger die Eigenschaft ¢, so hat jede natirliche
Zahl die Eigenschaft .

Theorem I1.32 Fir die natiirlichen Zahlmengen gelten die Peano-Axiome.
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Beweis: Aus dem Axiom der Bestimmtheit folgt sofort die Giiltigkeit der Axiome P1 und
P2, denn aus {#} = 0 folgt, daB » keine Menge sein kann, denn die Nullmenge 0 hat keine
Elemente, und aus {m} = {n} folgt m = n. Im weiteren gilt auch P3, denn sci
M = |n € N | @#)] dic Klassc aller natiirlichen Zahlmengen # mit der Eigenschaft .
Wegen des Aussonderungsprinzips (Theorem IL10) ist dies cine Menge. Falls nun 0 zu
dicser Menge gehért, und mit jeder natiirlichen Zahlmenge » auch deren Nachfolger # + 1,
so muf gemaB Definition der natiirlichen Zahlmengen dic Menge N der natiirlichen
Zahlmengen gleich M sein, da M kemne anderen Mengen enthalten kann.

Auf entsprechende Weisc kann man dic endlichen Ordinalzahlen definicren:

Definition Endliche Ordinalzahien.

(1)  0:= st eine endliche Ordinalzahl.

(i)  Wenn n cine endliche Ordinalzahl ist, so ist auch ihr Nachfolger n + 1 ;== n v {n}
cing cndliche Ordmalzahi.

(itiy  Es gibt keine weiteren endlichen Ordinalzahlen,

Im Abschnitt II.3 (Theorem I1.14) haben wir gezeigt, dafi dic endlichen Ordinalzahlen
zirkelfrel sind und dic Klasse der endlichen Ordinalzahlen eine zirkelfreic Menge ist, die
wegen Theorem 11.27(a) unendlich ist. Alle diese Mengen sind auch fundiert.

Theorem 11.33 1viir die endlichen Ordinalzahlen gelten die Peano-Axiome.

Beweis: Aus dem Axiom der Bestimmtheit folgt sofort dic Giiltigkeit des Axioms P1, denn
aus n v {n} = {n, {n}} = 0 folgt, dal n keine Menge scin kann, denn diec Nullmenge 0
hat keine Elemente. Im weiteren gilt auch P3, denn set M = [n | ¢(n)] dic Klasse aller
endlichen Ordinalzahlen n mit der Eigenschaft ¢. Wegen des Aussonderungsprinzips
(Theorem II.10) ist dies einc Menge. Falls nun 0 zu dicser Menge gehort, und mit jeder
endlichen Ordinalzahl n auch dercn Nachfolger n + 1, so mufi gemafll Definition der
endlichen Ordinalzahlen die Menge o der endlichen Ordinalzahlen identisch mit M sein, da
M keine anderen Mengen enthalten kann, Der Beweis von P2, das heifit, daBl aus m w {m}
=n U {n} folgt m = n, ist ctwas aufwendiger und kann ctwa Halmos |1968], Kapitel 12,
entnommen werden,

Damit haben wir zwel verschiedene Mengen-Darstellungen der durch diec Peano-Axiome
festgelegten natiirlichen Zahlen gewonnen. Fiir cine Philosophie der Mathematik auf der
Grundlage des ldcenrealismus stelit dies kein Problem dar, denn die natiirlichen Zahlen
sind als solche wohlbestimmt und nicht mit thren Mengen-Darstellungen zu verwechseln.

Auf dieser Grundlage lassen sich in der iiblichen Weise Addition, Multiplikation und dic
Ordnung der Mengen-Darstellungen natiirlicher Zahlen (als cndliche Ordinalzahlen)
definieren und darauf aufbauend dic Paar-Darstellung der ganzen Zahlen iiber den
natiirlichen Zahlen und weiter dic Paar-Darstellung rationaler Zahlen iiber den ganzen
Zahlen. SchlieBlich werden die Mengen-Darstcllungen der reellen Zahlen zum Beispicl
definiert durch Cauchy-Folgen oder Dedekind-Schnitte tiber den rationalen Zahlen.



RUCKBLICK UND AUSBLICK:
MATHEMATIK UND MENGENLEHRE

1. Hierarchien von Mengenlehren

Die Finsler-Mengenlchre wurde hier soweit entwickelt, wie es zur widerspruchsfreicn
Begriindung  der Ordinal- und  Kardinalzahlentheorie notwendig ist. Dic  weitere
Entwicklung der Theorie der zirkelfreien und fundierten Mcengen - der Cantor-
Mengenlehre — kann im wesentlichen an dic Tradition der nicht-axiomatischen
Mengenlehre ankniipfen sowie an dic Entwicklung der modernen ZF-Mengenlehre. Viele
Theoreme der lctzteren kénnen ohne weiteres tibernommen werden.

Mit der Untersuchung zirkelhafter Mengen im allgemeinen mufl Neuland betreten werden.
Sie bilden eine echte Erweiterung der iiblichen ZF-Mengenlehre und gehen weit tiber die
kumulative Hierarchic hinaus, wie e¢twa die unerreichbaren Kardinalzahlen, Uber diesen
Bereich ist bisher schr wenig bekannt. Mit einer entwickelten Theorie zirkelhafter Mengen
hat man cinc Theoric sehr grofler Mengen sowie ein Instrument, mit welchem
Eigenschaften solcher Mengen (wie die verschiedenen Axiome fir grofie Kardinalzahlen)
strukturiert und entschieden werden koénnen. Denn im Rahmen der Finsler-Mengenlchre
gibt es keine prinzipiell unentscheidbaren Propositionen.

Fir dic genauc Erfassung des Systems der zirkelfreien Mengen sind insbesondere
diejenigen zirkelhaften Mcengen interessant, welche als Elemente nur zirkelfreie Mengen
haben. Sie bilden gewissermalien dic Grenze des mehr oder weniger aberschaubaren
Bereichs der zirkelfreien Mengen zum Bereich der zirkelhaften Mengen. Auch hier sind erst
wenlg Ergebmisse bekannt, wic ctwa dic Zirkclhaftigkeit der Menge aller zirkelfreien
Mengen, sowic die Zirkelhaftigkeit und Unerreichbarkeit der Menge aller zirkelfreien
Ordinalzahlen.

Der Bereich der zirkelfreien unfundierten Mengen, die sogenannte «kleine Finsler-
Mengenlehre» hat bereits einige Bearbeitung erfahren, insbesondere fiir endliche und
erblich-endliche Mengen (siehe Booth [1996b]) sowie auch durch eine allgemeine Theorie
im Rahmen cines logischen Kalkiils (siche Aczel {1988]). Auch hier befindct man sich in
einem die ubliche ZF-Mengenlehre weit iiber- und unterschreitenden Bercich von Mengen,
der noch viel unbearbeitetes Terrain bietet sowie weitere Einsichten zur genaucren
Eingrenzung der Cantor-Mengenlehre bereit hilt.

2. Mengenlehre und Begriindungsfragen der Mathematik

Di¢ Finsler-Mengenlehre und ihr Teilgebiet der Cantor-Mengenlchre crheben nicht den
Anspruch, eine Begriindung oder ein Fundament fir die gesamtc Mathematik zu liefern.
Sie bilden ein eigenes Gebiet innerhalb des Gedankenberciches der Mathematik, ndmlich
das Gebiet der gesetzmiBigen Bezichungen vorn reinen Mengen. Sie ist zwar ein in vielen
Bereichen der Mathematik wichtiges, ja unentbehrliches Darstellungs- und Hilfsmittel, hat
jedoch in erster Linie eine selbstandige Bedcutung. Obwohl praktisch alle mathematischen
Objekte als Mengen dargestellt werden konnen, ist ¢s insbesondere nicht sinnvoll, die in thr



oder durch sic zum Ausdruck gebrachten Begriffsinhalte durch deren Mengen-
Darstellungen zu ersetzen.

Vom Gesichtspunkt des Ideenrcalismus aus ist die Ersetzung oder Eliminierung
mathematischer Begriffc durch ihre Mengen-Darstelhgen nicht sinnvoll, sogar
widerspruchsvoll, da die mathematischen Begriffe einen in sich selbst bestimmten Inhalt
haben, der von jeder Darstellung und jedem Ausdruck dieses Inhaltes deutlich
unterscheidbar ist. Dies gilt insbesondere fir mathematische Grundbegriffe wie Funktion,
Zahl, Gruppe, topologischer Raum, Ordnung, Korper, Ring, etc.

In diesem Sinne wird zum Beispiel der Funktionsbegriff fiir die Finsler-Mcngenlchre
vorausgesetzt und nicht durch sie erst begriindet oder gesichert. Er beinhaltet eine
begriffliche Zuordnung (oder cinc Bezichung, Relation) eines Bereichs 4 unterscheidbarer,
aber nicht néher bestimmter mathematischer Objekte a zu einem zweiten solchen Bereich B
von Objekten b sodaB jedem a aus A ein b aus B entspricht. Hier liegt der Grund, weshalb
in der Finsler-Mengenlehre im Umkreis des Axioms IT ohne weitere Schwierigkeiten der
Begriff der Isomorphie verwendet werden kann.

Selbstverstindlich besitzt die Mengendarstellung mathematischer Objekte ihre eigene
Eleganz und Geschlossenheit. Sie offenbart cinen Zusammenhang dieser Objekte
untereinander, der sich anderweitig vielleicht nur schwer crschlicfit. Es zeigt sich dann
jedoch nur ein ausgewiihlter Aspekt und dic Mengenlchre crscheint wie eine Art Korsett, in
das alles hineingepreft wird. So schen in der Mengenlehre alle natiirlichen Zahlen 1m
wesentlichen gleich aus, obwohl sie verschiedene qualitative Eigenschaften (wie Teilbarkeit
etc.) haben. Zudem hat die sich in der Mengendarstellung zeigende Einheit der Mathematik
ithre Ursache nicht in dieser Darstellung. Vielmehr ist die Einheit der mathematischen
Begriffe und deren sachgemidBer Zusammenhang untcreinander dic Vorbedingung ihrer
emheitlichen Erscheinungsweise im Kleid der Mengenlchre.

Falls man unter einer philosophischen Begriindung der Mathematik den Bezug und die
Einordnung des mathematischen Denkens und der mathematischen Begriffe in das Gebict
des Denkens bzw. der Ideen iberhaupt versteht, so bedarf die Mengenlchre, wic jedes
andere Gebiet der Mathematik, einer eigenen philosophischen Begrindung. Diese wird im
wesentlichen darin bestehen, den Ubergang von der intensionalen zur extensionalen
Auffassung der Lehre von den Begriffsinhalten sowie der Lehre von den Begriffsumfiingen
ins Auge zu fassen. Dies bedeutet konkreter, daB der Ubergang von der (nicht-
symbolisierten) Propositions- und Pridikatenlogik zur Klassenlogik bis hin  zur
Mathematisierung (genauer: nicht-symbolische Axiomatisierung) von Klasscn und Mengen
untersucht werden mufl. Dabel wird es fiir den hier vertretenen Ansatz entscheidend scin,
die Pradikatenlogik in sachgeméBer Weise mit einer Denklehre in ideenrcalistischem Smne
zu verbinden.

Da die Mengenlehre fur die abrige Mathematik keinen begrandenden Charakter hat, ist
allerdings mit threr philosophischen Begrindung noch keine solche Begriindung anderer
Gebiete der Mathematik oder gar der Mathematik als Ganzes geleistet.

Dies sind jedoch Aufgaben einer umfassenden Philosophie der Mathematik auf
ideenrealistischer  Grundlage und iberschreitet den Rahmen der vorliegenden
mathematischen Untersuchung,



ANHANG:
OFFENE PROBLEME DER FINSLER-MENGENLEHRE

Beweise oder widerlege:

. Die Michtigkeit jeder zirkelhaften Menge aus zirkelfreien Elementen ist grofier als
die Michtigkeit jeder zirkelfreien Menge.

. Fir jede Menge M ist die transitive Hiille 7C'(M) eine Menge (siche Theorem I1.25).
. Die Allmenge A ist die einzige Menge X mit X = Po(X).

. Die zirkelhafte Menge (7 aller Ordinalzahlen mit einem Nachfolger ist eine
unerreichbare Kardinalzahl.

) Kontinuumshypothese: Jede unendliche Teilmenge der recllen Zahlen R hat entweder
die Machtigkeit von R oder von N. (Dies ist im Rahmen der zirkelfreien Mengen,
wegen der Giiltigkeit des Auswahlprinzips, dquivalent zu 2%0 = )

. Das Axiom der abhangigen Auswahl (dependent choice, DC) ist allgemeingiltig.

. Jede Mcnge, die Element ciner Klasse ist, welche die ZF-Prinzipien von Abschnitt
1.8 erfiillt, ist zirkelfrei.

. Alle in ZF dquivalenten Formen des Auswahlprinzips (AC) sind auch dquivalent in
der Finsler-Mengenlchre (bzw. im Tcilbereich der Cantor-Mengenlehre).

Probleme und Fragen:

. Finde Mengen aufler der J-Menge, die gemdl Theorem .14 existieren kénnen, aber
nicht miissen.

. Finde weitere zirkelhafte Ordinalzahlen zwischen £ und O.

. Finde weitere unerreichbare Kardinalzahlen.

. Gibt es meBbare, kompakte, superkompakte, etc. Kardinalzahlen?

) Kénnen in der Finsler-Mengenlehre Kardinalzahlen nur mit dem Fundierungsprinzip,
ohne Verwendung des Auswahlprinzips, definiert werden?

. Welche zirkelhaften Mengen haben cine Kardinalzahl?

. Welche zirkelhaften Mengen haben eine Auswahlmenge?

. Welche zirkelhaften Mengen haben eine Vereinigungsmenge?

) Wie sieht die kumulative Hierarchie aus, wenn man dic J-Menge hinzufligt und

beziiglich aller erlaubten Mengen-Operationen abschlieit?
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