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Rudolf Steiner und die Berechnung der Unend-
lichkeit

Renatus Ziegler

Zasammenfassung, Gemiss eigenem Zeugnis spielte fiir Rudolf Steiners ei-
genen geistigen Entwicklungsgang die synthetische projektive Geometrie eine
herausragende Rolle. Demgemaéss legte er grossen Wert darauf, dass die Ex-
aktheit und Wirklichkeitsgemissheit der durch diese Geometrie nahegelegten
Raumanschauung sich bis in die Berechenbarkeit unendlich ferner Elemente
nachweisen ldsst. Mit elementaren Mitteln wird dieser Sachverhalt hier darge-
stellt.
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Einfilhrung

Rudolf Steiner spricht 6fters tiber die Tatsache, dass Geraden in der projektiven Geometrie
(oder neueren synthetischen Geometrie, wie sich Steiner manchmal ausdriickt) sich nicht
ins Unendliche «verlaufen», sondern in sich geschlossene Gebilde sind, die jeweils nur
einen anschaulich unendlich fernen Punkt, auch Fernpunkt genannt, besitzen.

«Und so kann man schon auch sprechen davon, dass da draussen, wenn man
geniigend weit hinausdenk(, man wieder zuriickdenken muss, nicht einfach
den endlosen Raum annehmen darf, der eine Phantasterei ist, noch dazu eine
Phantasterei, die man nicht fassen kann. Vielleicht werden sich einige von
Ihnen erinnern, wie ich in der Beschreibung meines Lebensganges im letzten
Kapitel, das vorige Woche erschienen ist, gesagt habe, dass es auf mich einen
ganz besonders bedeutsamen Eindruck gemacht hat, wie ich beim Anhoren
der synthetischen neveren Geometrie zunéchst von der Geometrie darauf hin-
gewiesen worden bin, dass eine Gerade nicht so gedacht werden darf, dass sie
da ins Endlose hinausgeht und niemals aufhért, sondern dass die Gerade, die
da hinausgeht, von der anderen Seite wahrhaftig zuriickkommt. Die Geome-
trie driickt das so aus: Die Synthese, der unendlich ferne Punkt nach rechts
ist derselbe wie der unendlich ferne Punkt nach links. Das kann man aus-
rechnen. Das ist nicht etwa nach der blossen Analogie, dass, wenn man einen
Kreis hat und von hier ausgeht, man da wieder zuriickkommt, dass, wenn der
Halbbogen eine Unendlichkeit hat, er eine Gerade wire. Das ist nicht so; das
wirc eine Analogie, auf die derjenige, der exakt denken kann, nichts gibt.
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Das, was auf mich einen Eindruck machte, das war nicht diese triviale Ana-
logie, sondern das wirklich rechnungsgemiisse Nachweisenk&nnen, dass der
unendlich ferne Punkt von der einen Seite links derselbe ist wie der, der hier
rechts eine Unendlichkeit ist, dass also wirklich jemand, der hier anfingt zu
laufen und immerfort nach der Linie lduft, nicht ins Endlose lduft, sondern
dass, wenn man nur die richtige Zeit ablduft, er einem von der anderen Seiie
wieder enigegenkommt. Das sieht fiir alles physische Denken grotesk aus.
In dem Augenblicke, wo man das physische Denken ablegt, ist es eben auch
eine Realitdt, weil die Welt nicht endlos ist, sondern so wie sie als physische
Welt vorliegt, begrenzt ist. So dass man sagen kann: Man geht an die Grenze
des Atherischen, wenn man vom Pflanzlichen und von dem spricht, was im
Menschen #therisch ist, — Man muss aber herausgehen aus allem dem, was
da im Raume tiberhaupt ist, wenn man das Tierische und im Menschen das
Astralische erkldren will. Da muss man in der Zeit spazierengehen, da muss
man iiber das Gleichzeitige hinweggehen. Da muss man also vorschreiten in
der Zeit.» {6, S. 25-26]

Die Stelle aus «Mein Lebensgang», auf die sich Steiner bezieht, lautet:

«Ein ausschlaggebendes Erlebnis kam mir damals geradezu von der mathe-
matischen Seite. Die Vorstellung des Raumes bot mir die gréssten inneren
Schwierigkeiten. Er liess sich als das aliseitig ins Unendliche laufende Lee-
re, als das er den damals herrschenden naturwissenschaftlichen Theorien zu-
grunde lag, nicht in tiberschaubarer Art denken. Durch die neuere (synthe-
tische) Geometrie, die ich durch Vorlesungen und im Privatstudium kennen
lernte, trat vor meine Seele die Anschauung, dass eine Linie, die nach rechts
in das Unendliche verlingert wird, von links wieder zu ihrem Ausgangspunkt
zurlickkommt. Der nach rechts liegende unendlich ferne Punkt ist derselbe
wie der nach links liegende unendlich ferne.

Mir kam vor, dass man mit solchen Vorstellungen der neueren Geometrie
den sonst in Leere starrenden Raum begrifflich erfassen kénne. Die wie eine
Kreislinie in sich selbst zuriickkehrende gerade Linie empfand ich wie eine
Offenbarung. Ich ging aus der Vorlesung, in der mir das zuerst vor die Scele
gelreten ist, hinweg, wie wenn eine Zentnerlast von mir gefallen wire. Ein
befreiendes Gefilhl kam tiber mich. Wieder kam mir, wie in meinen ganz
jungen Knabenjahren, von der Geometrie etwas Begliickendes.» [7, S. 64]

Weitere dhnliche Stellen findet man unter dem Stichwort «Geometrie, projektives zitiert
in dem Sammelband [2].

Voraussetzungen

Ich gehe in dieser Skizze davon aus, dass die elementaren Grundlagen der synthetischen
projektiven Geometrie bekannt sind, das heisst insbesondere der Begriff der in sich ge-
schlossenen projektiven Geraden, wie et sich aus einer synthetisch-konstruktiven Betrach-
tungsweise ergibt. Dabei wird deutlich, dass die innere Anordnung der Punkte auf einer
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projektiven Geraden strukturgleich ist mit der inneren Anordnung der Punkte eines Krei-
ses. Die Figenschafien eines in die euklidische Ebene eingebetteten Kreises sind aller-
dings nicht dquivalent zu den Eigenschaften einer in die projektive Ebene eingebetteten
Geraden. Denn eine euklidische Gerade kann einen euklidischen Kreis in zwei Punkten
schneiden, ihn in einem Punkt beriihren oder meiden. Eine projektive Gerade dagegen
trifft sich mit jeder anderen projektiven Geraden in genau einem Punki.

Falls der Leserin oder dem Leser diese Dinge nicht bekannt sind, muss ich sie oder
ihn auf die Literatur verweisen, da leicht zugédngliche schriftliche Darstellungen dieses
mathematischen Gebietes bereits existieren (siehe etwa {4, Kapitel 41, {5, Kapitel 3];
[9, Kapitel 31: hier findet sich eine ausfithrliche, auch philosophisch-anthroposophische
Aspekte miteinbezichende Betrachtung des Problems der mathematischen Unendlich-
keit.)

Ich konzentriere mich im folgenden auf den im obigen Zitat hervorgehobenen rech-
nungsmdssigen Aspekt des Nachweises der Eindeutigkeit des Fernpunktes einer projekti-
ven Geraden. Im weiteren beschrinke ich mich auf die projektive Ebene, da die Verhilt-
nisse im Raum nicht wesentlich anders liegen. Die Rechnung ist so ausgearbeitet, wie sie
etwa auch zu Steiners Zeiten hitte durchgefiihrt werden kdnnen.

Kukiidische Koordinaten

Elementare Koordinatensysteme fiir die Ebene haben ganz allgemein die Aufgabe, die re-
lativen Lagebeziehungen (nicht notwendigerweise auch die Massbezichungen — das ist
ein Besonderheit der euklidischen Koordinaten) von Punkten und Geraden so zu repri-
sentieren, dass jedem Punkt genau eine Koordinate und jeder Geraden genau eine lineare
Gleichung zukommt und letzdich alle geometrischen Beziehungen zwischen Mengen von
Punkten und Mengen von Geraden durch Koordinatengleichungen in eindeutiger Weise
ausgedriickt werden konnen.

ich gehe von der euklidischen Geometrie und ithrem rechtwinkligen Koordinaten-
system aus (Abbildung 3). Dem streng genommen nicht zur euklidischen Geometrie ge-
horenden anschaulich unendlich fernen Punkt der x-Achse kana man die Koordinaten
(0,0) geben, wobei aber rechnungsmissig zwischen dem «linken» Punkt (#ee,0) und
dem «rechten» Punkt (4o0,0) unterschieden werden muss. Es ergibt sich also auf diese
Weise keine eindeutige Darstellung des Fernpunktes der x-Achse im Rahmen der euklidi-
schen Koordinatengeometrie. Entsprechendes gilt fiir die y-Achse. Fiir die Darstellung des
Fernpunktes der 1, Symmetricachse mit der Gleichung y = x ergeben sich zwei Méglich-
keiten: (oo, oo} und {—eo, —oeo). Zusammen mit den Punkien (+oo, —oo) und (--oe, 4-c0)
auf der Geraden y = —x sind alle Moglichkeiten der Darstellung unendlich ferner Punk-
te von Geraden durch den Koordinatenursprung {0,0) bereits erschopft. Folglich gibt es
fiir die Fernpunkte von Geraden durch den Punkt (0,0) mit der allgemeinen Gleichung
y == mx, m eine belicbige reelle Zahl, nur endlich viele Moglichkeiten. Das euklidische
Koordinatensystem ist also nicht in der L.age, die unendlich vielen untereinander verschie-
denen Fernpunkte aller Geraden durch den Ursprung (die ein Geradenbiischel bilden) zum
Ausdruck zu bringen.
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Abbildung 3: Buklidisches Koordinatensystem {x,y): inhomogene Koordinaten fiir dic
euklidische Ebene.

Homogene projektive Koordinaten

Zur Darstellung der Lageverhiltnisse von Punkten und Geraden gemiiss der projektiven
Geometrie kann man von sogenannten homogenen Koordinaten ansgehen (Abbildung 4).
Entsprechend der Erweiterung der euklidischen Ebene mit ihren euklidischen Punkten
und Geraden durch dic Fernelemente (Fernpunkte auf der Ferngeraden) zur projektiven
Ebene mit projektiven Punkten und projektiven Geraden konnen homogene Koordina-
ten als eine Art projektive Erweiterung der rechtwinkligen euklidischen Koordinaten ein-
gefiihrt werden. Anstatt zweier Komponenten (x,¥) fiir die Koordinaten eines Punktes
verwendet man drei Komponenten (#,v,w), die folgendermassen mit den urspriinglichen
cuklidischen Koordinaten zusammenhingen:

X == e und Y omm e (D)
W w

Daraus ergibt sich, dass fiir jede konstante reelle Zahl & fiir die Darstellung homogener
Koordinaten gilt:

(ku, kv, kew) = (u, v, w). (2)
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Abbildung 4: Homogenes Koordinatensystem (u,v,w) fiir die projektive Ebene.

Dies bedeutet, dass die homogenen Koordinaten eines Punktes mit einem beliebigen kon-
stanten reellen Faktor multipliziert werden kénnen und dabei immer denselben Punkt
représentieren.

Beispiel: Die homogenen Koordinaten (2, 1,1) und (—6,3, —3) stellen denselben Punki
dar mit k = -3,

Man kann deshalb zum Beispiel festsetzen, dass w = 1 ist fiir alle Darstellungen von
Punkten in homogenen Koordinaten. Ist bei irgendwelchen gegebenen Koordinaten w # 1,
so dividiere man u, v, w durch w und erhilt dann Koordinaten in der Form (i/w, v/w, 1),

Wihrend die euklidischen Koordinaten die euklidischen Punkite und Geraden einer
cuklidischen Ebene umkehrbar eindeutig reprisentieren (und deshalb ihr Versagen fiir die
anschaulich unendlich fernen Punkte kein Problem darstellt, da diese gar keine euklidi-
schen Punkte sind), reprisentieren die homogenen Koordinaten in umkehrbar eindeutiger
Weise alle Elemente der projektiven Ebene.
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Beispiele

Punktkoordinaten:
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Punkt euldidische Koordinaten homogene Koordinaten
Ursprung (0,0 (0,0,1)
Einheitspunkt der x-Achse  (1,0) (1,0,1)
Einheitspunkt der y-Achse (0, 1) (0,1, 1)
Einheitspunkt (1,1} (1,1,1)

Gleichungen von Geraden:

Gleichung in eukiidischen

Gleichung in homogenen

Gerade Koordinaten Koordinaten

x-Achse y=10 v =0

y-Achse x=0 =10

I. Symmetricachse  y=x Vs

2. Symmetrieachse y= —x V= —u
y=2x v=2u
XFy=2 U4 v =72w

Darstellung vnendlich ferner Elemente

Falls der Wert von w gegen Null geht (w — 0), so geht wegen der Bezichung (1) so-
wohl x wie y gegen d=eo, je nachdem, ob die Werte von x bzw. y nun positiv oder negativ
sind. Daraus ergibt sich fiir die (x, v)-Koordinatendarstellung die weiter oben geschilderte
Situation beziiglich der unendlich fernen Punkte von Geraden durch den Ursprung.
Betrachtet man diese Situation aber vom Gesichtspunkt der homogenen Koordina-
ten aus, so ergeben sich fiir w = 0 unendlich viele Punkte mit den Koordinaten (u,v,0).
Dies sind nun genau die Punkte der Ferngeraden, das heisst der anschaulich unendlich
fernen Geraden der projektiven Ebene.

Unendlich ferne Punkte von Geraden:

Gleichung in homogenen

Koordinaten des unend-

Gerade Koordinaten lich fernen Punkies
x-Achse v=10 (1,0,0)
y-Achse i =0 (0,1,0)
1. Symmetrieachse v =u (1,1,0)
2. Symmetrieachse v = —u (1,—1,0)
= 2u (1,2,0)
u-+v=2w (1,—1,0)

Die unendlich fernen Punkte dieser Geraden sind jeweils eindeutig bestimmt als Schnitt-
punkte der jeweiligen Geraden mit der Ferngeraden (unendlich ferne Gerade), der die
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Gleichung w = 0 zugeordnet ist. Folglich sind die Koordinaten der unendlich fernen Punk-
te der oben angefithrten sechs Geraden gleich den eindeutig bestimmten homogenen 1.6-
sungstripeln fiir die folgenden sechs homogenen Gleichungssysteme in den Unbekannten
i, v, w.

v=0 u=70 v=1u V= U = 2u u+v=2w

w == () w == (} ¥ == () w == () w == () v == ()

Man muss dabei beachten, dass wegen (2) zum Beispiel die homogenen Koordinaten
(1,0,0) und (—1,0,0) denselben Punkt, ndmlich den unendlich fernen Punkt der u-Achse
darstellen (Abbildung 4}; ebenso stellen die Koordinaten (1,1,0) und (—1,-1,0) bei-
de denselben unendlich fernen Punkt dar, ndmlich den der 1. Symmetricachse. Damit
verschwinden die im euklidischen Falle aufgetretenen Schwierigkeiten der eindeutigen
Darstellbarkeit unendlich ferner Punkte: es gibt zu jedem Punkt der Ferngeraden w = 0
genau ein homogenes Koordinatentripel (i, v,0) = (ku, kv, 0).

Daraus ergibt sich, dass jeder Geraden der projektiven Ebene mit der homogenen
Gleichung au 4+ bv +w = 0 genau ein unendlich ferner Punkt als Schnittpunkt dieser Ge-
raden mit der Ferngeraden mit der Gleichung w = 0 zukommt., Rechnerisch ist dies eine
Folge der eindeutigen Losbarkeit des homogenen Gleichungssystems fiir die Koordinaten
(u, v, w):

au+by+w =10,
w == ().

Als L.Osung ergibt sich genau ein unendlich ferner Punkt mit den homogenen Koordinaten
{b,~a,0).

Ich hoffe, dass ich mit diesen wenigen Angaben etwas zum Verstdndnis des ange-
fithrten Steiner-Zitats beitragen konnte. Als erginzende Lekttire kann ich das Buch von
[1, Kapitel 5] empfehlen. Fiir weiterfithrende Aspekte zur projektiven Koordinatengeo-
metrie muss ich auf dags fiir Mathematiker geschricbene und deshalb nicht leicht lesbare
Buch von [3, Kapitel IT 8 und II 9] verweisen. Fiir eine cingehendere Analyse der Bezie-
hung von Skalen, Massbestimmungen und Koordinaten im Zusammenhang der projekti-
ven Geomeirie verweise ich auf {§].
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