JUPITER, Vol. 3 (2008), ISSN 1661-8750 37
Verlag am Goetheanum, Dornach/Switzerland

Mathematische Denkiibungen zum Symmetrie-
begriff >

Renatus Ziegler

Zusammenfassung. Dieser Aufsatz entfaltet einige Beispiele fiir reines Den-
ken im Rahmen der Mathematik. Die Inhalte eines solchen Denkens sind Ge-
setze jenseits des Entstehens und Vergehens. Das Verhiltnis von invarianter
Struktur einerseits und Formverwandlung oder Verdnderung andererseits kann
man anhand des mathematischen Begriffs des Symmetrie studieren. Das gibt
Anlass fiir einen kleinen Ausflug in die Gruppenthepeorie.
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Vorbemerkungen

An einigen mathematischen Begriffsbildungen soll gezeigt werden, daBl es beim Aufsu-
chen von Symmetrien um invariante Strukturen geht, das heifft um Eigenschaften, die
nicht der Verdnderung unterliegen. Jeder — nicht notwendigerweise in der Zeit und im
Raum erfolgenden — Vertinderung liegt ein Transformationsprinzip zugrunde, das sich
selbst nicht verdndert. Dieses konkrete Prinzip ist eine im FluB der Verinderung invari-
ante Struktur. Vom Standpunkt des erkennenden Subjekts aus braucht man ein solches
Prinzip als begrifflichen Gesichtspunkt, um {iberhaupt Veridnderungen feststellen zu kon-
nen.

Auf diese Weise gefundene Prinzipien oder Strukturen gehiren einem Bereich an,
der prinzipiell jenseits aller Verdnderung, und damit jenseits des Entstehens und Verge-
hens, liegt. Man kann vom Reich der Ideen oder Gesetze sprechen. Insofern diese im
menschlichen Denken anwesend sind, spricht man auch von Begriffen. Damit sind nicht
Worte oder sprachliche Ausdriicke gemeint, welche auf Begriffe hinweisen und mit wel-
chen man andere Menschen auf solche aufmerksam machen kann, sondern deren im ti-
tigen Denken anschaubarer begrifflicher Inhalt oder Bedeutung. Im Umgang mit mathe-
matischen Gesetzen ist die sprachunabhiingige, universell-objektive Natur der Begriffsin-
halte in der Regel kein Problem.

Die Fahigkeit, Ideen oder Begriffe zu entwickeln und anzuschauen, kann insbe-
sondere durch die Mathematik gepflegt werden. Die Zielrichtung der Mathematik geht
letztlich nicht auf die Darstellung einzelner Beispiele, sondern auf allgemeine Prinzipien.
Sie kann deshalb zur Ausbildung des von allen spezifischen Sinneselementen entbléBten
reinen Denkens dienen, eines Verm&gens zur Erfassung von Gesetzmissigkeiten.

3Rearbeiteter Auszug aus {3].
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Abbildung 18: Abstandsdefinition (links) und Rechtwinkeldefinition (rechts) des Kreises.

In diesem Sinne ist Mathematik dem Bereich der Geisteswissenschaften zugeho-
rig, da sie sich mit Inhalten beschiftigt, die nur vermége der denkenden THtigkeit des
menschlichen Geistes zur Erscheinung kommen.

Kreisbegriff

Die Gegenstande der Mathematik sind also mathematische Begriffe, die sich nicht mit
den spezifischen Gegebenheiten von Einzelgegenstinden befassen, sondern mit Gesetz-
méssigkeiten, denen ganze Klassen von Gegenstinden zugehoren. So geht es bei der Be-
stimmung des Kreisbegriffs nicht darum, den Ort des Mittelpunktes oder die Linge des
Radius’ irgendeines speziellen Kreises in diesen Begriff mitaufzunehmen, sondern dar-
um, ein allgemeines Prinzip denkend hervorzubringen, das allen Kreisen zugrunde liegt.
Ein solches Prinzip kann dann zwar allen Kreisen zukommen, ist aber nicht das einzi-
ge, welches diese Eigenschaft hat. So sind etwa die folgenden Definitionen eines Kreises
zueinander dergestalt dquivalent, dafl jeder Kreis im Sinne der einen Definition auch ein
Kreis im Sinne der anderen Definition ist und umgekehrt:

Abstandsdefinition des Kreises: Rechtwinkeldefinition des Kreises:

Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Ein Kreis ist der geometrische Ort aller

Punkte P in einer Ebene, die von einem Lotfulpunkte P der Lote aus einem Punkt

festen Punkt M dieser Ebene denselben S einer Ebene auf digjenigen Geraden die-

Abstand haben (Abb. 18 links). ser Ebene, die durch einen Punkt R 5 § ge-
hen (Abb. 18 rechts).

Der Aquivalenzbeweis ergibt sich anhand der in Abbildung 19 in einem speziellen
Fall dargestellten Eigenschaften eines in einen Kreis eingeschriebenen Rechtecks. Seien
K ein Kreis im Sinne der Abstandsdefinition und P, Q und R, § Paare von auf K gegen-
tiber liegenden Punkten. Dann ist geméiss Definition |[RM| = |MS| = |MP| = [MQ|. Dass
das Viereck RPSQ rechtwinklig ist ergibt sich aus der Tatsache, dass alle Teildreiecke
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gleichschenklig sind. Folglich ist K ein Kreis im Sinne der Rechtwinkeldefinition. — Ist
andererseits K ein Kreis im letzteren Sinne und P ein Punkt dieses Kreises, so wihle man
M auf RS derart, da} |RM| = |MS| = r. Der Punkt Q sei der LotfuBpunkt der Parallele zu
PS durch R. Dann ist das Viereck RPSQ gemiiss Definition rechtwinklig, und folglich gilt
|PM| = r fiir alle LotfuBBpunkte P.

IS,
N/

Abbildung 19: Zum Aquivalenzbeweis der beiden Kreisdefinitionen

Es gibt noch manch andere dazu dquivalente Definitionen des Kreises. Diese er-
6ffnen mannigfaltige Einblicke in die Einordnung des Kreisprinzips in das Geflige geo-
metrischer Begriffszusammenhiinge. Die hohere Einheit all dieser Kreisprinzipien, das
allgemeine Strukturprinzip oder Gesetz des Kreises, das allen diesen Einzelprinzipien
(Definitionen) zugrunde liegt, ist selbst nicht unmittelbar Gegenstand der Mathematik.
Es wird von ihr vorausgesetzt und tritt in ihr nur durch spezielle Begriffszusammenhinge
vermittelt auf. Das Gesetz des Kreises erscheint in der Mathematik immer in bereits kon-
kretisierten Beziigen, etwa zu bestimmten Begriffen der Geometrie wie Abstand, rechter
Winkel usw., auf der Grundlage der ebenfalls vorausgesetzten Axiome der euklidischen
Geometrie.*

In diesem Sinne sind die Gegenstinde der Mathematik keine allein in sich selbst
begriindeten und nur durch sich selbst bestehenden Gesetzmaéssigkeiten, Sie beruhen ei-
nerseits auf den vorausgesetzten Axiomen und reflektieren andererseits den speziellen
begrifflichen Kontext der Bestandteile der jeweiligen Definitionen.

Symmetrie und Invarianz

In den Auseinandersetzungen um den Symmetriebegriff in den Wissenschaften zeigt sich,
daf} es schwierig ist, verschiedene Bedeutungen von «Symmetrie» unter einen einheitli-
chen Gesichtspunkt zu bringen. Es lassen sich aber zwei Aspekte herausschilen, die bei

Riir weitere Eigenschaften des Kreises im Umfeld der nichteuklidischen and konformen Geometrie, siche

[4].
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fast allen Ansitzen zur Aufklirung der Bedeutung von «Symmetrie» aufzufinden sind. Ei-
nerseits handelt es sich um die von der Mathematik nahegelegte Auffassung von Symme-
trie als Invarianz beziiglich gewissen Gruppen von Transformationen oder Veridnderungen
und andererseits um die praktische Bedeutung der Symmetriebrechung oder Asymmetrie.”
Letztere erweist sich bei genauerem Hinsehen als Erscheinung einer htheren Symmetrie
oder Harmonie; dabei werden die untergeordneten Symmetrien im allgemeinen durch
eine die libergeordnete Symmetrie invariant lassende Transformation «gebrochen» oder
«gestOrt».

Dreiecksverwandlungen

Es soll ein elementares Beispiel betrachtet werden. Die Gesetzmissigkeit des Dreiecks
umfasst drei verschiedene Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, sowie deren Verbin-
dungsstrecken. Als untergeordnete Gesetze werden weiter spitzwinklige, rechtwinklige
und stumpfwinklige Dreiecke unterschieden: Entweder sind alle Winkel kleiner als 90°,
oder ein Winkel ist genau 90° oder groBer als 90°. Jedes einzelne Dreieck hat Eigenschaf-
ten, die durch diese Gesetze erfaBt sind. Es besitzt aber auch solche Eigenschaften, die
den genannten Gesetzen nicht explizit angehoren, wie die Lage sowie die genaue GriBe
der Strecken und Winkel. Das ist charakteristisch fiir das Verhiltnis eines Objektes (oder
Gegenstandes) zu seinem Gesetz: Ersteres hat zusitzliche, spezifische Eigenschaften, die
durch das Gesetz, das seine allgemeinen Eigenschaften beinhaltet, nicht explizit umfalt
werden, die es aber gerade als einzelnes Objekt auszeichnen.

Abbildung 20: Dreiecksverwandlung

Die Symmetrietransformationen von Objekten mit einem bestimmiten, die allgemei-
nen Eigenschaften umfassenden Gesetz bestehen aus denjenigen Verénderungen dieser
Objekte, die durch dieses Gesetz nicht spezfisch bestimmte Eigenschaften betreffen. Legt
man in obigem Beispiel als primire kennzeichnende Merkmale des Gesetzes von Dreie-
cken die obige Klassifikation der Dreiecke zugrunde, so sind die einzigen in Frage kom-
menden Symmetrietransformationen die euklidischen Kongruenztransformationen und

5Siehe dazu etwa [2] oder [1].
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dic Ahnlichkeiten. Eine Transformation, welche ein rechtwinkliges in ein stump{wink-
liges oder spitzwinkliges Dreieck iiberfiihrt, ist dann beziiglich dieser Merkmale eine
Symmetriebrechung (Abbildung 20 zeigt eine solche Transformation: eine Perspektivitéit
oder zentrale Kollineation), da sie eine Veréiinderung von durch dieses Gesetz bestimmten
Eigenschaften zur Folge hat. Vom Gesichtspunkt des aligemeinen Gesetzes des Dreiecks
sind aber auch derartige Transformationen Symmetrien, da sie das Dreieck als solches
invariant lassen.

Transformationsgruppen

Man beachte, daf} die bei der Dreiecksverwandlung genannten Verdnderungen oder Trans-
formationen in keinem Falle ein Gesetz als solches betreffen, sondern immer nur Objekte
oder Gegenstinde, die unter dieses Gesetz fallen, also Erscheinungen von diesem sind.
Auch bei einer Symmetriebrechung wird nicht das ibergeordnete Gesetz «zerbrochens,
sondern die unter das Gesetz fallenden Objekte werden verdndert.

Fiir die weitere Untersuchung muss der Begriff der Transformationsgruppe einge-
flihrt werden. Zunéchst wird definiert: Transformationen einer Menge X (hier: eine Men-
ge von geometrischen Objekten) sind umKehrbar eindeutige Beziehungen zwischen den
Elementen von X. Transformationen bilden im allgemeinen eine Gruppe in folgendem
Sinne.

Eine Gruppe L ist eine Menge G von Elementen (hier: Transformationen) mit einer
Verkniipfung («Multiplikation»), die zwei beliebigen Elementen g1, g2 aus (& eindeutig
wieder ein Element g g2 («Multiplikation von g; mit g;») aus G zuordnet, so dal3 folgende
Eigenschaften gelten:

(1) Assoziativitit: g1(g283) = (8182)83 = £18283;

(2) Existenz der Identitdt: Es gibt genau ein Element e in G, so dalB} eg = ge = g fiir alle
gin Gy
i

(3) Existenz des Inversen. Fir jedes Element g in G gibt es genau ein Element g7* in

G,sodaBgg ™l =g lg=e.

Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks

Ein Beispiel einer endlichen Gruppe, das heifit einer Gruppe mit endlich vielen Elemen-
ten, ist gegeben durch die Gruppe ¥ aller Kongruenz-Transformationen eines gleichsei-
tigen Dreiecks ABC mit festem Mittelpunkt M. Diese Symmetrietransformationen, oder
kurz Symmetrien, verdndern ein beliebiges solches Dreieck nur in seiner Lage, nicht aber
in seiner Gesetzmaéssigkeit.

Seien s, s/, s” die Kongruenztransformationen der Spiegelungen an den drei Symme-
trieachsen eines gleichseitigen Dreiecks und r die Kongruenziransformation der Drehung
im Gegenuhrzeigersinn um 120° um den Mittelpunkt M (Abbildung 21). Die Zusammen-
setzung rs soll bedeuten, daf3 zuerst » und dann s angewendet wird, Offenbar gilt dann

s = rsund s/ = r2s, wo r2 = rr eine zweimalige Anwendung von r bedeutet. Fiihrt man
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Abbildung 21: Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks

noch die identische, alles gleichlassende Operation e ein, so ergeben sich als Elemen-
te der Gruppe: § = {e,r,12,s,rs,r2s}. Dabei gilt sr = r2s sowie > = e und s* = e. Mit
diesen Relationen 146t sich die Tabelle 1 aller Bezichungen der Elemente untereinander
berechnen (Cayleysche Gruppentafel):

e r r? s rs res
e e r r s rs 25
r r r? rs rts s
2 r2 e I3 ris 5 rs
s s rts rs e r?
rs rs s s r e 2
s s rs s r r

Tabelle 1: Gruppentafel fiir die Symmetrieoperationen eines gleichseitigen Dreiecks.

Permutationen von drei Elementen

Mit wenigen Uberlegungen 148t sich anschaubar machen, daB diese Gruppe strukturgleich
(isomorph) ist zur Gruppe P aller Transformationen, oder Permutationen (Umordnungen),
einer endlichen Menge aus drei Elementen. Nimmt man fiir die drei verschiedenen Ele-
mente zum Beispiel die ersten drei natiirlichen Zahlen 1, 2 und 3, so lassen sich diese auf
sechs verschiedene Arten anordnen:

{1,2,3}, {2,3,1}, ({3,1,2},
{2,1,3}, {1,3,2}, {3,2,1}.

Hier interessieren diejenigen Operationen, das heifit Transformationen oder Umord-
nungen (Permutationen), aus denen man aus {1, 2, 3} alle iibrigen Anordnungen ableiten
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kann. Durch die Operation p der zyklischen Vertauschung, das heiBt durch den Ubergang
1—72,2—3,3— 1, erhilt man aus {1, 2, 3} die Anordnung {2, 3, 1}. Den Ubergang
von {1, 2, 3} nach {3, 1, 2} erhélt man dann durch zweimalige Anwendung von p, also
durch ppzpz. Die Anordnungen {2, 1, 3}, {1, 3, 2} und {3, 2, 1} entstehen aus {1, 2,
3} durch Festhalten eines Elementes und Vertauschen der beiden iibrigen Elemente, also
durch die Operationen

o: l1—2, 2—1, 3-—3;
c': 2—3, 3—=2, 1—1;
o’ 1—3, 3-=1, 2—-2

Versteht man unter der Multiplikation p ¢ die Hintereinanderausfithrung der Opera-
tionen p und ¢ in dieser Reihenfolge, so ergibt sich, wie man leicht nachrechnet: ¢’ = po,
0" = p?o. Auberdem gilt 6p = p?o sowie p> = £ und 62 = ¢, wobei ¢ die identische
Operation mit 1 — 1, 2 — 2, 3 — 3 bedeutet. Damit ergibt sich als Menge der Elemente
der Gruppe der Operationen (Permutationen): P = {g, p,p%,0,p0,p?c}. Mit den abge-
leiteten Relationen ergibt sich weiter die Tabelle 2 aller Beziehungen der Gruppenele-
mente, das hei3t der Permutationen, untereinander:

£ p ) o po p*o
g £ ) p? o poc p’c
p p p* € po p’c  ©
p’ p* € p p’c  © po
c o} plo po > p? p
po po o p*o ) £ p?
plc p’o pC c p? 0 g

Tabelle 2: Gruppentafel fiir die Permutationen dreier Elemente

Abstrakte Gruppen

Ein vergleichender Blick auf die Symmetrietransformationen r, s und e des gleichseiti-
gen Dreiecks mit festem Mittelpunkt sowie die Tabelle 1 der zugehorigen Relationen dexr
Gruppentafel zeigt, daf3 diesen Operationen tatséchlich dasselbe Verkniipfungsgesetz zu-
gehort wie den Umordnungsoperationen p, ¢ und € einer Menge von drei Elementen {1,
2, 3} in der Tabelle 2.

Daraus folgt, da3 es sich bei diesen beiden konkreten Gruppen X und P um Reali-
sierungen einer und derselben Gesetzmaissigkeit, einer sogenannten abstrakten Gruppe,
handelt. In dieser wird nur die spezielle Verkniipfungsstruktur, nicht aber die konkre-
te Natur der Elemente beachtet. Davon zu unterscheiden ist zusidtzlich das schon weiter
oben angegebene allgemeine Gruppengesetz, das allen speziellen abstrakten Gruppen als
gemeinsames Prinzip zugrunde liegt.
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Der Bereich, innerhalb welchem sich eine Verdnderung abspielt, ist also in jedem
Fall der Objektbereich der Transformationen, das heilit die Menge X, auf der die Trans-
formationen operieren. In den obigen Beispielen waren das ein gleichseitiges Dreieck mit
festem Mittelpunkt das heiit eine Teilmenge der Elemente der Ebene sowie eine Men-
ge aus drei Elementen {1, 2, 3}. Jeder in einem bestimmten Sinne gesetzméiBigen Ver-
dnderung eines (nicht notwendigerweise endlichen) Elementenbereiches, das heifit einer
bestimmten Transformation, liegt also einerseits etwas Prinzipielles zugrunde, was durch
diese Transformation nicht verdndert wird, invariant bleibt, andererseits schlieBen sich
alle Transformationen dieser Art im allgemeinen zu einer konkreten Gruppe zusammen,
die selbst ein allen Transformationen tibergeordnetes Prinzip darstellt. Diesem Prinzip ist
dann wiederum die abstrakte Gruppe iibergeordnet und derselben das allgemeine Grup-
pengesciz.
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