Der folgende Aufsatz ist cinem im Entstchen  begriffenen  umfangreicheren
Manuskript cnthommen mit dem  Arbeitstitel  "Zur  Natur  der Zahlen -
Mathematische, logische und  crkenntniswissenschaftliche  Untersuchungen  im
Unikreis der GesctzmaBigkeiten natarlicher Zahlen”. Fiir dic bibliographischen
Angaben siche man den vorangehenden Beitrag.

PRINZIPIELLE GRENZEN DER SYMBOLISIERBARKEIT:
DIE FINSLERSCHEN SATZE

Renatus Ziegler

Um den Stellenwert von Finslers Beitrag zur Bestimmung der Grenzen der
Symbolisierbarkeit genauer ins Auge zu fassen, muB man auf Goédels cinfluBreiche
Arbeit [1931] zuriickkommen. Fiir den hicr betrachteten Zusammenhang ist vor
allem entscheidend. daB Gadel dort zum ersten Mal cine prizise Definition eines
symbolischen Kalkiils als Grundlage der Darsteflung  der  Mathematik  in
svimbolisierter Form gegeben hat (Pridikatenkalkil erster Stufe). Wir wollen drei
zentrale Punkte dieser Arbeit hervorheben und diese mit drei wesentlichen Aspekten
der Finslerschen Untersuchungen {1926 in Bezichung setzen.

(1) Godel untersucht mit sprachlich-symbolischen Mitteln symbolische Kalkiile. Er
kommt dadurch nicht aus dem sprachlichen Bereich heraus, or bezicht sich nicht
cxplizit auf prinzipicll Aulersprachliches oder Gedankliches. Damit leistet scine
Arbeit  [1931] isbesondere  cinen  Beitrag  zur  Abgrenzung  verschicdener
Sprachebenen innerhalb des sprachlich Ausdriickbaren. betrifft also sprachinterne
Differenzicrungen und nicht das Verhéltnis von symbolischer Ausdriickbarkeit zu
gedanklichen Inhalten,

(2) Mit Hilfe einer prizisen Bestinmung symbolischer Systeme konnte er weiter
zetgen, dall wenn ein Satz oder ein Satzsystem iberhaupt symbolisch ausdrickbar
ist, daraus nicht auf dessen effektive Entscheidbarkeit bzw. Reprisentierbarkeit in
einem geeignet festgelegten symbolischen Kalkil geschlossen werden kann (erster
Umvollstandigkeitssatz).  Mit  anderen  Worten, ¢s  gibt  keinen  universellen
svimbolischen Kalkil in welchem alles prinzipiell svmbolisch ausdrickbar ist, das
heibt es existieren zu jedem geniigend uinfassenden, mindestens dic clementare
Arithmetik enthaltenden symbolischen Kalki! nicht entscheidbare Sétze bzw. nicht
reprisentierbare Satzsy steme.

(3) Im zweciten Unvollstindigkcitssatz konnte Godel zeigen, daB wenn cin
Satzsystem symbolisch widerspruchsfrei ist. dann ist dicse Tatsache nicht mit den
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Mitteln  des  cntsprechenden  symbohischen  Kalkils  beweisbar (und  damit
uncntscheidbar in dicsem Kalkiil).

Wir hommen zur Darstellung und Diskussion von Finslers Arbett | 1926]. Wir halten
uns dabei nicht streng an dic Terminologic Finslers. Inbesondere crsetzen wir seinen
Ausdruck "formal" durch den in dicsen Untersuchungen gebriauchlichen Ausdruck
"symbolisch". "Formal" reservieren wir fur dic klassisch-philosophische Bedeutung
dicscs Ausdrucks un Sinnc der formalen Logik, das heilit ciner Logik der
Denkformen  im Gegensatz zu ciner Logik  der  Denkinhalte.  |Genauncre
Untersuchungen  zu  dicser  Unterscheidung  finden sich  in dem  genannten
Manuskript. |

(1Y Finsler geht es nicht, wie Gédel, um cmne interne  Feindifferenzierung
symbolischer Systeme oder Kalkile: or mufd deshalb seinen Untersuchungen auch
keine scharfe Definition cines solchen Kalkils zugrundelegen, da cs ihm um das
Problem der symbolischen Darstellbarkeit und Beweisbarkeit tiberhaupt geht (siche
dazu auch R, Zicgler, "Introduction to Philosophical Part" in Booth/Zicgler [1996],
S. 9-19). Scine Arbeit betrifft insbesondere dic Grenze zwischen svmbolischer
Darstcllung und formallogischer Darstellung, mathematischer Gedankeninhalte.

(2) Finsler zeigt anhand  der Paradoxic  (oder  Antinomic) der  endlichen
Dcfinicrbarkeit, dafll aus der Denkbarkeit cines mathematischen Inhaltes nicht auf
dessen symbolische Darstellbarkeit geschlossen werden kann.

Wir gehen aus von einem micht weiter beschrankten Bereich der Mathematik, der
zumindest die clementare Arithmetik uifat (iman denke ctwa an die gesamte
Analysis, inklusive der klassischen Mengenlehre). Dieser Bereich sei Modell eines
svinbolischen Pridikatenkalkils, dessen Stuhigkeit endlich, ansonsten aber nicht
welter festgelegt sei. Eine feste Anordnung  der Symbolmenge soll als die
alphabetische Anordnung gelten. Es gibt dann auler Varmablen Gber Elementen
(natirliche Zahlen, reelle Zahlen, Mengen) auch Variablen von Variablen, Variablen
von Variablen von Variablen cte., cntsprechend werden Prédikatenvariablen und
Variablen von Priadikatenvariablen cingefthet cte. Durch die syntaktischen Regeln
des Pridikatenkalkils wird genau festpelept, welche (endlichen) Zeichenreihen
erlaubte Ausdriicke darstellen, und durch dic Modelibezichung wird dic Bedeutung
der jewetligen Symbole und Formeln geregelt,

Dic Modellbeziehung prazisicrt. wann cin symbolischer Ausdruck ¢ ber ciner
Interpretation der Formeln durch konkrete Elemente (wic ctwa Zahlen) und konkrete
Pradikaten itber dicsen Gegenstiande (wic Nachfolger, Addition, Multiplikation cte.)
in ¢cine wahre Aussage tibergeht. Dics setzt natiirfich dic Kenntnis tiber dic Wahrheit
und Falschheit der Bezichungen der Gegenstinde untercinander voraus. Dicse
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Einsicht ist nur mit mathematisch-inhaltlichen Uberlegungen. also weder durch
formallogische noch durch symbolisch-logische Mittel, crreichbar.

Sei @ ein beliebiger Ausdruck, das heilit eine svmbolische Formel im Rahmen des
gegebenen symbolischen Kalkils. Ist bei einer Interpretation von ¢ durch honkrete
Elemente und Pradikatec die entsprechende Aussage wahr, so sagt man, dicse
Interpretation sci ein Modell von ¢. Man sagt auch: Dicse Interpretation erfiillt ¢
oder « gilt bei dieser Interpretation.

Ein mathematisches Objckt heie endlich definierbar, wenn cs cinen endlichen
Ausdruck {cine aus cndlich viclen Zeichen des Kalkils bestchende Formel) gibt. die
vermoge der Modellbezichung crfullbar ist.

Wir betrachten insbesondere Dualfolgen, das heiBt aus den Zahlen 0 und | gebildete
Folgen, einschlieBlich den nur aus Nullen und Einsen bestehenden Folgen. Zwel
Folgen {d,} und {e,} sind genau dann gleich, wenn sic in allen Gliedern
iibereinstimmen: {d,} = {e,} genau dann, wenn o), = ¢, fir alle £ € N. Eine Folge
{d.}, von Dualfolgen kann nicht alle Dualfolgen enthalten: Die Menge der
Dualfolgen ist nicht abzihlbar. Denn zu jeder Folge von Dualfolgen {d,}, gibt s
nach dem Cantorschen Diagonalverfahren eine Awtidiagonalfolge  {aj mit
{a}# {d},dasheiBtag, =1 falls {d,},= 0 unda, =0 falls {d} = 1.

Beispiele fiir endlich definierbare Dualfolgen:

(L L L LT cr’k:‘:l furalle k € N.

{1,0,1,0,1,0....} dy=1,dy =0, dy,, = | furallck e N,

(L 1,1,1,0,0,0, ... % u’k =1 furk e {1, 2.3, 4, 5} utig dk =0
sonst.

£0.0,0,0,1,0,0,0,0,1,0.0,...} d,=1firktcilbar durch 5 und J, = 0 sonst.

Dic Gesamtheit aller endlich definierbaren Dualfolgen ist abzdhlbar. Dics crgibt
sich aus der Abzihlbarkeit endlicher Formeln. Eine Abzihlung dicser Formeln kann
ctwa dadurch bewerkstelligt werden, dah man dic Formeln erstens nach der GroBe
und zweitens nach der alphabetischen Reihienfolge der Symbole ordnet. Daraus
ergibt sich vermoge derjenigen Formeln, dic eine Dualfolge definieren, eine
abzihlbare Folge 77 von endlich definierbaren Dualfolgen.

Vom Gesichtspunkt der symbolisch darstellbaren mathematischen Inhalte sind damit
alle Duafolgen crfaBt — ohne Ausnahme. Einc nicht dazugchorige und zugleich
endlich definierbare Dualfolge kann cs nicht geben.

Wir betrachten nun die zur oben bestimmicn abzihlbaren Folge 7 von endlich
definierbaren  Dualfolgen gehorige  eindeutig  bestimmte  Antidiagonalfolge 4.
Aufgrund ihrer einfachen Definition scheint sie endlich definierbar zu sein, das heifft
die sie definicrende endliche Formel erfullbar. Dies ist aber nicht der Fall. denn es
gibt im Rahmen des symbolischen Kalkiis! keine weiteren endlich definierbaren
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Dualfolgen als dicjenigen. dic in der obigen Folge /4 vorkommcen. Also ist dic dic
Antidigonalfolge A definicrende Formel nicht crfiillbar.

Falls dic Folge endlich definierbarer Dualflolgen 7 nicht endlich definierbar ist, so
kann dic Antidiagonalfolge A sicher nicht endlich definierbar sein, da ihre Definition
sich auf dic Folge 7 stiitzt. Damit ist dann ohnehin klar, daB die Antidiagonalfolge
nicht zu den im symbolischen Kalkiil darstellbaren Objeckten gehort. Das hier
diskuticrte Problem ergibt sich also nur, wenn man davon ausgeht, dall die Folge der
endlich definierbaren Dualfolgen selbst endlich defiierbar ist.

Dic Paradoxic oder Antinomic der endlichen Definicrbarkeit bestcht darin, dal sich
aus folgender Behauptung cine Antinomic ableiten 14Bt, das heifit schembar die
Behauptung genau dann wahr ist, wenn sic falsch ist:

Behauptung: Die Aniidiagonalfolge A der Iolge I der endlich definierbaren
Dualdfolgen ist nicht endlich definierbar. '

Dic Ablcitung der Antinomic geht nach dem gewobnten Schema. Amnahme: A sci
tatsdchlich nicht endlich definierbar; dann ist dic obige Bchauptung walr. Die
Antidiagonaltfolge ist aber gemél threm Aufireten in dicser Behauptung endlich
definiert, also ist 4 endlich definicrbar, folglich ist dic Behauptung falsch. - Ist
umgekehrt 4 tatsichlich cndlich definierbar, also obige Behauptung falsch, so ist
" jedoch 4 als Antidiagonalfolge sicher kein Element der Folge /. kann also nicht
cndlich definicrbar scin, also ist dic Behauptung wahr.

Dicse Antinomue hat thre Ursache in einer nicht sachgemaB aus der Mathematik
stammenden  Forderung, namlich der Forderung nach endlicher symbolischer
Definierbarkeit  der  Antidiagonalfolge. dic zu  ciner  im  doppelten  Sinne
widerspriichlichen Situation fihrt und dadurch sich sclbst aufhebt. Finsler weist
noch darauf hin. daBd die Paradoxie der cndlichen Definierbarkeit im wesentlichen
dicselbe Strukiur hat wie die folgende Version der Ligner-Autinomie, die sich einer
Tafel bedient (siche dazu die  ausfuhrliche  Diskussion i meinem  Buch
Selbstreflexion ~ Studien zur Selbstbeziehbarkeit im Denken und Iivkennen,
Dornach: Verlag am Goetheanum 1993, Kapitel 1V):

12,3

Dic klcinste natiirliche Zahl,
dic nicht auf dieser Tafcl angegeben ist.
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LaBt man dic Forderung der endlichen Definierbarkeit fallen, das heiBit schrankt man
scinen Blick micht auf das cndlich symbolisch Darstellbarc cin. so wird sofort
deutlich, daf dic Defimtion der Antidiagonalfolge begrifflich sinnvoll ist: sic
definicrt eindeutig cine tatsachlich in der Folge / der Folge der endlich definicrbaren
Dualfolgen nicht vorkommende Folge. Damit ist ein ohne Schwierigkeiten denkbarer
mathematischer  Inhalt nachgewiesen, der sich  prinzipicll  jeder  cndlichen
symbolischen Darstellbarkeit entzicht.

Bei dieser Uberlegung ist entscheidend, daB zur Erfassung der Antidiagonalfolge
ciner Folge endlich definierbarer Dualfolgen einc eventuelle Erweiterung des
symbolischen Symstems prinzipiell nicht weiter fuhrt, da dann fur das neue System
diesclben Uberlegungen angefiihrt werden konnten, Ebenso wiirde eine Erweiterung
auf Formeln mit abzihlbar vielen Zeichen nicht weiterhelfen, da das Cantorsche
Diagonalargument auch darauf anwendbar ist. Deshalb rekurriert Finsler auch
konsequenterweise nicht auf irgendeine Erweiterung des symbolischen Systems,
sondern direkt auf das begriffliche Denken, wo solche Beschrankungen der
Darstellbarkeit nicht bestchen. Daraus ergibt sich:

Erster Finslerscher Unvollstidndigkeitssatz Fir jeden symbolischen Kalkiil, der
zumindest die elementare Arithmetik wmfaf3t, gibt es einen mathematischen
Gedankeninhalt, der nicht symbolisch darstellbar ist

Daraus folgt weiter: Aus der Denkbarkeil eines mathematischen Begriffsinhaltes
kann nicht auf dessen symbolische Darstellbarkeit geschlossen werden.

(3) Finsler zeigt im weiteren, dall aus der symbolisch widerspruchsfreien
Darstellbarkeit eines Satzes nicht auf dic formallogische Widerspruchsfreiheit des
begrifflichen Inhaltes geschlossen werden darf. Mit anderen Worten: Aus der
symbolisch  widerspruchsfreien  Ausdrickbarkeit  folgt  nicht  die  begrifflich-
inhaltliche Denkbarkeit. Finsler zeigt dies, indem er einen symbolisch micht
entscheidbaren und damit symbolisch widerspruchsfreien Satz konstruicrt, der sich
als begrifflich falsch, und damit als formallogisch widerspruchsvoll crweist.

Wir kntpfen an den weiter oben cingefithrten symbolischen Kalkidl an. Ein
symbolischer Beweis cines Satzes ¢ (S-Beweis) bedient sich der im symbolischen
Kalkiil festgelegten  Beweisregeln  zur  Ableitung  von ¢ aus  gegebenen
Voraussctzungen. Ein Satz heit symbolisch nichi entscheidbar (oder kurz nicht
S-entscheidbar). wenn weder der Satz noch scine Negation S-beweisbar ist.

Ein Beweis, dalb in einer bestimmten Dualfolge dic Zahl O unendlich vorkommt bzw.
nicht unendlich vorhommt, grindet sich auf die in der Analysis iiblichen Axiome und
Begriffe (Voraussctzungen) und leitet daraus das entsprechende Ergebnis nut Hilfe
der Beweis- oder Ableitungsregeln ab.

Wir betrachten nun allc Kombinationen von Symbolen des gegebenen Kalkiils, die
cinen solchen Bewels darstellen. Zu jedem solchen Beweis gehdrt dann eine cindeutig
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bestimmte (endlich definicrbare) Dualfolge. Umgekehrt kann ¢s fiir cin und dicsclbe
Dualfolge mchrere  solche  Beweise  geben, da gemdb  der  sogenannten
Antczedensregel

(pi"{pE""’(pn‘(p
P ’(p:""’(Pf'i‘(pf'i-}-l ’(P.'7+3°""(Pm’q)

belicbig, aber endlich vicle zusatzliche Formeln @1, @p5. o 5 Py, W CiOC
Ablcitung der Form ;. @,. ... . ¢,. @ cingebaut werden konnen. jedenfalls crhalt
man damit ohnc Ausnahme alle S-Beweise iiber das endliche bzw. unendliche
Vorkommen der Zahl 0 in Dualfolgen. (Man beachte. daB dic so entstchende Folge
von Dualfolgen cine Teilfolge der Folge der endlich definierbarcn Dualfolgen ist.)

Diesc Beweise konnen geméB ihrer Liange und der alphabetischen Anordnung ibrer
Elemente in cine abzihlbare Folge gebracht werden. Dic dazugehorige Dualfolgen
werden dadurch cbenfalls in eine abzihlbare Folge {b,}, gebracht. Bildet man die
endlich definierbare Antidiagonaltfolge dieser Folge von Dualfolgen, so 1afit sich
folgende Behauptung aufstellen:

Behauptung: [n der Awtidiagonalfolge der Folge von Dualfolgen, fir die ein
symbolischer Beweis existiert iiber das endliche oder unendliche Vorkommen der
Zahl O kommt die Zahl 0 nicht unendlich ofl vor.

Dicse Behauptung ist nicht S-beweisbar. da dic zugehdrige Dualfolge nicht der oben
definierten Folge von Dualfolgen angehdren kann (obwohl sie endlich definierbar
ist). Dic Behauptung ist demzufolge nicht S-cntscheidbar  und  damit
S-widerspruchsfret.

Wir fithren nun cine Uberlegung an, wodurch cingeschen werden kann, dab obige
Bchauptung inhaltlich falsch, folglich beziiglich des betrachtcten mathematischen
Gedankenzusammenhangs formallogisch widerspruchsvoll ist. Man betrachte dic
Dualfolge {1, 1, 1, ... }. das hcibt dic Folge {d,} mitd, = | furalle k € N.

Behauptung: In der Folge {d,} kommt die Zahl 0 nicht vor, das heifit es gibt kein
ke Nmitd, =0,

Beweis: In der Folge {d,} gibt cs keink € Nmit o), = 0.

Dieser Beweis 1aBt sich durch dic Hinzunahme von Identititen der Form 1 =1, 2 =
2, ete. belicbig symbolisch-formal variieren:

Beweis: In der Folge {d,} istd, = 1 furalle £ € Nund m = m fur alle m € N.

Es gibt abzahlbar unendlich viele solche jeweils verschiedene Beweise, wenn man #
alle Werte in N aanchmen laBt. Jedem solchen Beweis entspricht dic Folge
{1, 1, ‘1, },' also ergibt sich in der Antidiagonalfolge {b,}; dieser Folge sicher
unendlich oft cine Null,
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Kann der sochen angefihrtc Beweis tatsdchlich im  symbolischen  Kalkil
reprasenticrt werden? Wenn ja, so crgibe sich o Widerspruch, mndem dic
symbolisch nicht entscheidbare Behauptung nun doch symbolisch reprasenticrt
wurde. Dics ist aber nicht der Fall, denn der Beweis kann nicht symbolisch
reprasenticrt werden, da thm cine zwar cndlich definierbare. aber in der Folge aller
Dualfolgen, fiir dic cs iiberhaupt cinen S-Beweis iber das endliche oder unendliche
Vorkommen der Zahl 0 gibt, nicht enthaltene Dualfolge zugrundelicgt.

Wird die Forderung der Symbolisierbarkeit an den Bewcis fallengelassen. so ist er
unproblematisch und schliissig. Daraus ergibt sich zusammenfassend:

Zweiter Finslerscher Unvollstindigkeitssatz Fiir jeden symbolischen Kalkill, der
zumindest die elementare Arithmetik umfafst, gibt es ein symbolisch darstellbares
Theorem, das symbolisch widerspruchsfrei, aber mathematisch-inhaltlich falsch
und folglich relativ zum betrachteten Gedankenzusammenhang formallogisch
widerspruchsvoll ist.

Daraus folgt weiter: Aus der symbolisch widerspruchsfreien Darstellbarkeil eines
Theorems in einem symbolischen Kalkil kann nicht cuf die formallogisch
widerspruchsfreie Darstellbarkeit geschlossen werden.

Entscheidend bei Finslers Argumentation ist dic Tatsache, daB sic auf jede Art von
wohlbestimmtem symbolischen Kalkiill. der cinen dic clementare Arithmetik der
natiirlichen Zahlen umfassenden Teil der Mathematik als Modell besitzt, anwendbar
sind. Damit betreffen sic jede Forderung und jeden Versuch ciner auch teilweisen
Symbolisicrung der Mathematik und zeigen dic Begrenztheit sowic — was dic
cigentlich mathematischen Inhalte und deren Denkbarkeit betriftt - Unnétigkeit. ja
den das Denken irrefithrenden Charakter symbolischer Darstellungen.

ANSCHRIFT:

Renatus Ziegler, Terrassenstr. 5, CH 4144 Arlesheim
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MATHEMATISCH - PHYSIKALISCHE KORRESPONDENZ

unter Beriicksichtigung angrenzender Gebiete wie
Biophysik, Piddagogik, Kybernetik

Nr 183 — Ostern 1996

Liebe Freunde der Mathematisch-Physikalischen Korrespondenz,

der Inhalt dieser Nummer ergibt einen "zufilligen" Zusammenhang zwischen
dem Werk von Georg Cantor und dem von Paul Finsler. Allerdings, Zufall ist
nur, dass ich einen allgemeinverstindlichen Bericht tiber Cantors Leistung in
Bezug auf das Uberabzdhlbare fertig hatte, als mir Renatus Ziegler seine
"Materialien zu Paul Finsler" ankiindigte. Von keineswegs zufilliger Bedeutung
ist, dass der eigentliche Kern der Cantorschen Mengenlehre in Bezug auf das
sogenannte Aktualunendliche gerade durch Finsler seine Berechtigung im Sinn
einer wahren Widerspruchsfreiheit gewinnt. Dabei war Finsler der erste, der
deutlich machte, dass es in formalen Denksystemen schr wohl méglich ist, die
Abwesenheit von Widerspriichen zu konstaticren und doch zugleich mit dem
gesunden Menschenverstand ("metamathematisch") einzusehen, dass gewisse
formal widerspruchsfreie Behauptungen falsch sind. Davon handelt der hier
veréffentlichte Aufsatz von Renatus Ziegler. Vorangestellt ist cine (englische)
Buchankiindigung der in unserer Korrespondenz schon mehrfach erwéhnten
Verdffentlichung der englischen Ubersetzung von grundlegenden Aufsitzen
Finslers, und ein englischer Text, der sich auf bisher nicht publizierte Aufsitze
von Kurt Godel bezieht. Ich betrachte es als ein bemerkenswertes Ereignis in
der Geschichte der Mathematik dieses Jahrhunderts, wenn die Autoren zu
folgendem Schluss kommen (meine Ubersetzung):

Die wichtigsten und faszinierendsten [der Aufsétze] erscheinen nun
im Druck: Der Gibbs-Vortrag und zwei von sechs Versionen des
Essays, den Godel fiir den Karnap-Band der Serie von Schilpp The




